GEOMETRIA EN GRUPOS DE MATRICES

SILVIO REGGIANI

RESUMEN. En estas charlas presentamos algunos grupos de matrices como
espacios en donde se puede hacer geometria (medir distancias, d4ngulos, longi-
tudes de curvas, etc.). Trabajaremos principalmente con el grupo ortogonal (es
decir, el grupo formado por las matrices cuya inversa es la matriz transpuesta),
pero las ideas que presentamos se generalizan a otros grupos. En la segunda
parte del curso, siguiendo a J.-H. Eschenburg, aplicaremos métodos geométri-
cos para probar un conocido resultado de &lgebra lineal. Mdas precisamente,
el teorema que dice que toda matriz simétrica diagonaliza en una base orto-
normal. La demostracién geométrica se generaliza a matrices con coeficientes
complejos, e incluso con coeficientes cuaterniénicos u octoniénicos (las pruebas
clasicas no hacen eso). Se asumen conocimientos elementales de dlgebra lineal
y andlisis de funciones de varias variables.

1. SUBGRUPOS DE MATRICES

Primeramente recordemos la definicién abstracta de grupo. Un grupo es un con-
junto G junto con una operacién, llamada multiplicacion, que a cada par de ele-
mentos g, h € G le asigna un nuevo elemento gh € G con las siguientes propiedades:

(G1) la multiplicacién es asociativa: g(hk) = (gh)k para todos g, h, k € G;
(G2) existe un elemento neutro e € G tal que eg = ge = g para todo g € G;
(G3) todo elemento g € G posee un inverso g~ € G tal que gg~! =g lg=e.

Ejercicio 1.1. Probar que el elemento neutro y los inversos son tnicos.

Un subgrupo H de un grupo G es un subconjunto de G que también es un grupo,
con la multiplicacién heredada de G.

Ejemplo 1.2. (a) El conjunto de los nimeros reales R, junto con la suma,
forma un grupo. El elemento neutro es 0 € R y el inverso de € R es
—x. Notar que este grupo ademas es abeliano o conmutativo: es decir, vale
r +y =y + x para todos x,y € R. Mas generalmente, R™ con la suma de
vectores es un grupo abeliano.

(b) Los conjuntos R* = {z € R:z # 0} y R®Y = {& € R: z > 0} son grupos
con la multiplicacién de nimeros reales. Mas atin, R>? es un subgrupo de
R*. Notar que el elemento neutro es 1 y el inverso de x es 1/x.

(¢) El conjunto M (n,R) que consiste de las matrices de tamano n x n con coe-
ficientes reales, forma un grupo con la suma de matrices, el cual se puede
identificar con R™. Sin embargo, M(n,R) no es un grupo con la multipli-
cacién de matrices (pues no toda matriz posee una matriz inversa).
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Definicién 1.3. Sea n > 1. El grupo lineal general es
GL(n,R) := {A € M(n,R) : A es inversible} = {4 € M(n,R) : det(A) # 0}.

Observemos que GL(n,R) es efectivamente un grupo con la multiplicacién de
matrices, pues el producto de matrices es asociativo. El elemento neutro es la matriz
identidad I € GL(n,R) y el inverso de una matriz A es la matriz inversa de A,
A~ € GL(n,R). Recordar que si det(A) # 0, entonces

1

det(A™1) = dei(d) #0

y esto implica que A~! € GL(n, R).
Definicion 1.4. Sea n > 1. El grupo ortogonal es
O(n) = {A € GL(n,R) : AAT = ATA =T},

es decir el subgrupo de GL(n,R) formado por aquellas matrices cuya matriz inversa
es la matriz traspuesta. Recordar que la matriz traspuesta de A es la matriz AT
definida por (AT)ij = A]'L

Observemos que una matriz A € O(n) si y sélo si las filas (o columnas) de A
forman una base ortonormal de R”.

Por otro lado, si A € O(n), entonces 1 = det(AAT) = (det A)2. Luego, se tiene
que det A = £1. Asi, tiene sentido definir el siguiente grupo.

Definicion 1.5. El grupo ortogonal especial es
SO(n) ={A € O(n):det A =1}.
Claramente SO(n) es un subgrupo de O(n).

cos 0 sin 0
S0(2) = {(—sin@ 0059) e R} '
Ejercicio 1.7. Probar que A € SO(3) si y sdlo si las filas (o columnas) de A forman una base
ortonormal positivamente orientada de R3. Recordar que tres vectores u,v,w € R3 forman una

base positivamente orientada si {(u x v,w) > 0, en donde (-,-) denota el producto escalar en R3 y
x el producto vectorial en R3. ;Se puede generalizar esto para n > 37?

Supongamos que A € O(n) y det A = —1. Si B = diag(-1,1,...,1) = B~L
Entonces B € O(n) y A = B(BA) con BA € SO(n), pues det(BA) = —det A = 1.
Luego, podemos pensar a O(n) como dos copias de SO(n),

(1.1) O(n) = SO(n) U B -SO(n) (unién disjunta).

(Notar que B-SO(n) no es un grupo, pues no contiene a la matriz identidad.) Mds
atn, la funcién Lg : M (n,R) — M (n,R) definida por Lp(A) = BA es diferenciable,
pensada como funcién de R™ en R™, con inversa (Lg)~! = Lp y manda O(n) en
s{ mismo (aunque intercambia las componentes de la descomposicién .

Ejercicio 1.6. Probar que

1.1. Otros subgrupos de matrices. En esta seccion mencionamos algunos
subgrupos importantes de matrices, tanto a coeficientes reales como a coeficientes
complejos. Queda como ejercicio verificar que estos subconjuntos son efectivamente
grupos.

El grupo lineal especial se define como

SL(n,R) = {A € GL(n,R) : det A = 1}..
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En particular, se tiene
SO(n) = O(n) N SL(n,R).
Observemos que el grupo ortogonal O(n) puede definirse geométricamente de la
siguiente manera. Si (-, -) es el producto interno usual en R™, es decir
(z,y) =21y1 + - + T
para todos z,y € R™, entonces O(n) es el subgrupo de todas las matrices inversibles
que preservan (-, -), o sea,
A€ O(n) si y sélo si (Az, Ay) = (z,y)

para todos x,y € R™.

Andlogamente puede definirse el grupo simpléctico Sp(n) C GL(2n,R) como el
grupo formado por todas las matrices inversibles de tamano 2n x 2n que preservan
la 2-forma simpléctica] canénica w en R?", la cual se define como

w(T,y) = r1y2 — ToYy1 + - + Tan_1Y2n — T2nY2n—1-
para todos x,y € R?™. Observar que la dimensién del espacio debe ser par para que
podamos definir w. Asi,
A € Sp(n) si y sélo si w(Azx, Ay) = w(z,y)
para todos z,y € R?".
Ejercicio 1.8. Probar que Sp(n) C SL(2n,R).

A continuacién definimos algunos subgrupos de matrices a coeficientes complejos.
El grupo lineal general complejo es

GL(n,C) ={A € M(n,C) : det A # 0}.

Observemos que toda matriz a coeficientes complejos A € M (n,C) puede escribirse
como A = B+iC, con B,C € M(n,R). Es decir, una matriz compleja estd determi-
nada por 2n? coordenadas reales. Uno puede identificar GL(n, C) con un subgrupo
G C GL(2n,R) de la siguiente manera.

Veamos un caso particular y dejemos el caso general como ejercicio. Si n = 1,
entonces GL(1,C) = C* = {z € C: z # 0}. Sean z,w € C, digamos z = a + ib,
w = ¢+ id. Observemos que

zw = (a + ib)(c+id) = ac — bd + i(ad + bc).

Por otro lado, dado un ntimero complejo z = a + ¢b, tenemos asociada una matriz

a b
(5 ).
Como det A, = a® +b? = |2|?, se tiene que A, € GL(2,R) si y sélo si z € GL(1,C).

Un célculo directo nos da

([ ac—=bd ad+bc\ _
Az Ay = (—ad —bc ac— bd) = Azw-

Luego, GL(1,C) se identifica con el subgrupo G de GL(2,R) definido por
G={A, € GL(2,R): z € GL(1,C)}.
Una forma simpléctica es una forma bilineal antisimétrica y no-degenerada w en R?". Es

decir, w(z,y) es lineal en z fijado y y viceversa; w(zx,y) = —w(y,z) para todos z,y € R3"; y
w(z,y) = 0 para todo y implica z = 0.
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Ejercicio 1.9. Si Z € M(n,C)y Z = B +1iC con B,C € M(n,R) definimos

B C
(2 9)
Probar que Az € GL(2n,R) si y sélo si Z € GL(n,C) y que Az Aw = Azw para todas Z,W €
GL(n,C). De este modo, se identifica GL(n,C) con el subgrupo
G ={Az € GL(2n,R) : Z € GL(n,C)} C GL(2n,R).
Observacion 1.10. Observemos que GL(n,R) C GL(n,C) C GL(2n,R) (con la iden-
tificacién anterior) y todas las inclusiones son propias. Més atn, las dimensiones
de los espacios vectoriales reales M (n,R), M(n,C) y M(2n,R) son respectivamen-

te n? < 2n? < 4n? Como veremos (y definiremos) mds adelante, estas son las
dimensiones de los correspondientes grupos de matrices.

Andlogamente al caso real, el grupo lineal especial complejo se define como
SL(n,C) = {A € GL(n,C) : det A = 1}.

El grupo unitario U(n) se define como el subgrupo de GL(n,C) que consiste de
las matrices que preservan el producto interno complejo o hermitiano candnico de
C™, es decir, el definido por

(1.2) (z,w) = 211 + + -+ + 2,0y,
para todos z,w € C". O sea,
A e U(n) si y sélo si (Az, Aw) = {z,w)
para todos z,w € C". El grupo unitario especial se define como
SU(n) = U(n) N SL(n, C).
No es dificil probar que el grupo unitario puede verse como
U(n) ={A4 € GL(n,C): AA* = A*A =1},

en donde A* denota la matriz traspuesta y conjugada de A.

Existen algunas identiﬁcacionesﬂ a veces para dimensiones bajas, entre los dis-
tintos subgrupos que acabamos de definir. Como estos resultados no nos interesan
particularmente en este curso, los dejamos como ejercicio para el lector interesado.

Ejercicio 1.11. Probar que S! se identifica con SO(2), en donde
St={zeC:|z|=1}={? : 0 e R}
es la circunferencia unidad en el plano, mirada como subgrupo de GL(1,C).

Ejercicio 1.12. Probar que existe una biyeccién entre U(n) y S x SU(n). ;Se puede identificar
U(n) con ST x SU(n) como grupo (en donde el producto en el segundo caso se define coordenada
a coordenada)?

Ejercicio 1.13. Probar que SU(2) se identifica con Sp(1).

2En estas notas, cuando hablamos de identificacién entre dos grupos H y G queremos decir
que existe una funcién biyectiva ¢ : H — G tal que p(gh) = ¢(g)p(h) para todos g,h € H. Una
tal ¢ es llamada un isomorfismo de grupos.
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1.2. Funciones diferenciables y espacios tangentes. En este apartado nos
restringimos, por simplicidad, a los subgrupos G = GL(n,R), G = O(n) o G =
SO(n), pero las ideas que trataremos se generalizan a otros subgrupos de matrices
(en particular, a los subgrupos definidos en la subseccién anterior). Mas ain, estas
nociones se generalizan a ciertos subconjuntos de R* llamados subvariedades, que
no son necesariamente subgrupos de matrices.

Tengamos presente la identificacién M(n, R) ~ R™,

Definicién 1.14. Sea G C GL(n,R) un subgrupo de matrices.

(a) Una funcién f : U C R¥ — G se dice diferenciable si la funcién f : U — R
es diferenciable. Es decir, si cada una de sus funciones coordenadas es una
funcién diferenciable.

(b) Una curva diferenciable en G es una funcién diferenciable ¢ : I — G, en
donde I es un intervalo en R.

(¢) Una funcién f : G — R se dice diferenciable, si para cada A € G existe un
entorno abierto de A, U C M(n,R) y una funcién diferenciable F': U — R
tal que Flgny = f|GmU~

Ejercicio 1.15. ;Coémo se definiria una funcién diferenciable f : G — H entre dos subgrupos de
matrices?

Definicién 1.16. El espacio tangente a G en A € G se define como
TaG = {c'(0) : ¢(t) es una curva diferenciable en G con ¢(0) = A},

en donde las entradas de ¢/(0) se obtienen de derivar las entradas de la matriz c(t)
ent=0.

Definimos la dimension de G como dim G = dim T4 G. Mas adelante probaremos
que TG es un espacio vectorial real de dimensién finita (la misma dimensién para
cada A € G).

Ejemplo 1.17 (La aplicacién exponencial). Si A € M (n,R) definimos la aplicacién
exponencial A — e? por

1 1 1
A _ T A2 ~ A3 = — Ak
(1.3) e 7I+A+2A +6A + kE:Ok!A.

Para probar la buena definiciéon de la aplicacién exponencial debemos analizar la
convergencia de la serie En efecto, si |A;;| < N para todos ¢,j, entonces
|(A*);;] < n*~1N* (se ve por induccién). Luego, por el M-test de Weierstrass, cada
coordenada de e” converge uniformemente en la regién |A;;| < N, 1 < 4,5 < n. Por
consiguiente, la aplicacién exponencial e : M(n,R) — GL(n,R) estd bien definida
y es diferenciable, como sigue del siguiente lema.

Lema 1.18. Sean A, B € M(n,R). Entonces,
(a) e =1;

(b) esAett = (DA parg todos s,t € R;

(c) ete™ = e e = I, por lo tanto, e* toma valores en GL(n,R);
(d) si AB — BA =0, entonces eeB = eATB;

() (eA)T _ eAT’.

(f) si C € GL(n,R), entonces e“AC™" = CeAC1.
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Demostracion. La parte (a) es trivial. La parte (b) sigue de (d). Para probar (c),
observemos que como la aplicacién exponencial converge uniformemente en sub-
conjuntos acotados, el producto de las series e*e=4 converge a la serie producto.
Por una manipulacién formal (la misma que hacemos para la funcién exponencial
de una variable real), sabemos que los coeficientes de la serie producto son todos
nulos, excepto por el primero, que es igual a 1. Luego, ete=4 = e~ “4e? = I. Las
partes (e) y (f) siguen de que (AF)T = (AT)k y (CAC~1)* = CAFC~1. Sélo falta
probar la parte (d), la cual sigue de cdlculos estdndares (ver, por ejemplo, [6]). O

Ejemplo 1.19 (El espacio tangente a GL(n,R) en la identidad). Observemos pri-
meramente que si ¢(t) es una curva en GL(n,R) con ¢(0) = I, entonces su de-
rivada ¢’(0) € M(n,R). Es decir, Tt GL(n,R) C M (n,R). Reciprocamente, dada
A € M(n,R), se tiene que c(t) = e es una curva en GL(n,R) con ¢(0) = I.
Ademss o .
:% %Ak:A
0k=0""
Luego M(n,R) C Ty GL(n,R). Y por consiguiente Ty GL(n,R) = M(n,R). En

particular dim GL(n,R) = dim M (n,R) = n?.

c(0)

Ejemplo 1.20 (El espacio tangente a SO(n) en la identidad). Antes que nada
observemos que T7 SO(n) = T7 O(n). En efecto, como SO(n) C O(n), claramente
se tiene que T7 SO(n) C T; O(n). Por otro lado, si ¢(t) es una curva en O(n) con
¢(0) = I, entonces det ¢(0) = 1. Como el determinante es una funcién continua, no
cambia de signo para valores de ¢ préximos a 0. Luego dete(t) = 1 para t cerca
de 0, lo cual implica que ¢(t) € SO(n). Asi, Ty SO(n) = T7 O(n).

Ahora, si c(t) es una curva en SO(n) con ¢(0) = I, entonces c(t)c(t)! = I.
Derivando en ¢t = 0 se obtiene

d(0)+(0) =o.

Por lo tanto, 71 SO(n) C so(n) := {A € M(n,R) : A+ AT = 0}, es decir, el
subespacio de matrices antisimétricas de tamano n x n.

Reciprocamente, si A € so(n) entonces

(etA)fl — eftA

_ etAT _ (etA)T

por el Lema Luego c(t) = €' es una curva en SO(n) con ¢/(0) = A (con las
mismas cuentas de antes). Asi, 77 SO(n) = so(n).

Para calcular la dimensién de so(n) observemos que una matriz antisimétrica
queda completamente determinada por sus entradas arriba de la diagonal (en la
diagonal hay ceros). Luego,

n(n—1)
5

Ejercicio 1.21. Encontrar los espacios tangentes en la identidad para los grupos SL(n, R), Sp(n),
GL(n,C), SL(n,C), U(n) y SU(n). Concluir que dimSL(n,R) = n? — 1, dim Sp(n) = 2n? + n,
dim GL(n,C) = 2n2, dim SL(n,C) = 2(n? — 1), dim U(n) = n? y dim SU(n) = n? — 1.

dimSO(n) = dimso(n) =1+2+---+(n—1) =

Sea G C GL(n,R) un subgrupo de matrices. Si uno conoce el espacio tangente en
la identidad TG, es facil obtener el espacio tangente T4G en A € G. En efecto, como
ya mencionamos antes para un caso particular, la funcién L4 : M (n,R) — M(n,R),
definida por L4(B) = AB es una funcién diferenciable, con inversa diferenciable
(La)™' = La-1, que manda G en sf mismo. Luego, si ¢'(0) € T;G, para cierta
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curva ¢(t) en G con ¢(0) = I. Entonces a(t) = La(c(t)) es una curva en G con
a(0) = La(I) = A. Luego,

d /
== OAc(t) = Ac'(0).

Miés atn, toda curva a(t) con a(0) = A es de la forma a(t) = La(c(t)), con ¢(0) = I
(simplemente tomando ¢(t) = L 4-1(a(t)). Luego,

TAG = {AX : X € T[G} ZAT[G

a/(0)

La(elt) =

En los ejemplos anteriores se obtiene
T4GL(n,R)=A-M(n,R) = M(n,R),
pues A es inversible, y

T4SO(n) = A-so(n) = {AX : X + XT =0}.

1.3. Un poco de geometria. La idea basica para hacer geometria en un espa-
cio es tener definida una manera de medir distancias y angulos. En nuestro caso,
quisiéramos medir longitudes de curvas y angulos entre velocidades de curvas que se
crucen en un punto. Sea G un subgrupo de GL(n,R). Pedimos que en cada espacio
tangente T4G, A € G, exista un producto interno (-,-) 4. Ademds se pide que la
asignacién A — (-,-) 4 sea “diferenciable” en el siguiente sentido. Si ¢(t), t € [a, ],
es una curva diferenciable (a trozos) en G definimos la longitud de ¢(t) como

L(e) = b (e(t), ¢ () () di-
/

El hecho de que A — (-, -) 4 se diferenciable lo interpretaremos como que la funcién
t = (c/(t),c/(t))er) sea diferenciable, cualquiera sea la curva diferenciable c(t).
Llamamos a la asignacién A — (-, -) 4 una métrica riemanniana en G.

Si uno sabe medir longitudes de curvas, se puede definir la distancia entre dos
puntos A, B € G por

d(A, B) = inf{L(c) : ¢ es una curva que une A con B}.

Una funcién biyectiva f : G — G que preserva distancias se llama una isometria.
Otra forma de ver a una isometria es la siguiente: f es una funcién diferenciable tal
que

<X7 Y>A = <df(X)v df(Y)>f(A)
para todo A € G, X,Y € TxG, en donde

4X) = | st

para una curva c¢(t) con ¢(0) = Ay ¢/(0) = X. Observemos que df es la llamada
diferencial de f (en el punto A). En otras palabras, f es una isometria de G siy s6lo
si su diferencial df : TaG — Ty4)G es una isometria lineal entre los respectivos
espacios tangentes.

Una familia muy importante de curvas en G es la de las llamadas curvas geodési-
cas, que son las curvas que minimizan localmente la distancia. Se puede probar que
siempre existe una geodésica por cualquier punto y con una velocidad inicial dada,
resolviendo una ecuacién diferencial de segundo orden (ver [2]).
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1.4. Meétricas invariantes a izquierda. En un grupo de matrices G cualquier
producto interno (-,-) en TG induce una métrica riemanniana, simplemente defi-
niendo
(X,Y)a=(A"'X,A7Y)

para todos X,Y € T4G. Es decir, (-,-); = (-,-) vy las translaciones a izquierda L 4
son isometrias para todo A € G. Notar que si X € T4G, entonces Ly-1(X) =
A71X € T;G. Estas métricas se llaman métricas invariantes a izquierda (pues las
multiplicaciones a izquierda resultan isometrias). Una métrica invariante a izquier-
da queda completamente determinada por su valor (-,-) en T7G. Por eso, para la
simplificar la notacién, cuando el punto base se sobreentienda denotaremos con el
mismo simbolo (-, -) a la métrica riemanniana invariante a izquierda en G.

Ejemplo 1.22 (La métrica bi-invariante en SO(n)). Observar que dados X,Y €
so(n) = T; SO(n), la asignacién

(X,Y) = —traza(XY) = > X;;V;;
4,J

define un producto interno en so(n) (probarlo). La métrica invariante a izquierda in-
ducida, es llamada la métrica bi-invariante en SO(n). Esta terminologia estd motiva-
da por el hecho de que las traslaciones a derecha R4 : SO(n) — SO(n), A € SO(n),
definidas por R4(B) = BA, también son isometrias. En efecto, si X,Y € so(n),
entonces

(dRA(X),dRA(Y))a = (A" dRA(X), A" dRA(Y))1

= (AT'XA ATV A,

= —traza(A ' X AATY A)

= —traza(A ' XY A) = — traza(XY AA™)
—traza(XY) = (X, Y),.

Luego dR4 : T SO(n) — T4 SO(n) es una isometria lineal. Andlogamente se ve
que dR4 : Tp SO(n) — Tpa SO(n) es una isometria lineal.

2. UN TEOREMA DE ALGEBRA LINEAL

Esta seccién estd dedicada a probar el Teorema el cual es un resultado
bien conocido de élgebra lineal. Esta seccién estd basada en las notas [3] de J.-H.
Eschenburg.

Teorema 2.1. Sea S € M(n,R) una matriz simétrica, es decir, ST = S. Entonces
S tiene una base ortonormal de autovectores. En otras palabras, S = ADA™! para
alguna matriz diagonal D = diag(A1, ..., A\n) y para alguna A € O(n).

Observemos que puede asumirse A € SO(n), reemplazando la primera columna
A; de A por —A; (pues el negativo de un autovector también es un autovector).

Ejemplo 2.2. Consideremos la matriz
11
5= (1 0) |

El polinomio caracteristico de S es 22 —x—1 de donde sigue que los autovalores de S
son A\; = @y Ay = —2/¢, en donde ¢ = (1++/5)/2 ~ 1,618... es el llamado nimero
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de oro. Podemos obtener una base de autovectores v1 = (¢,1) y v2 = (=1, ¢). Como
{(v1,v2) = 0y |Jv1]|? = |lv2]|* = 1 + ¢?, normalizando esta base, obtenemos que S
diagonaliza en una base ortonormal.

Un hecho un tanto curioso es que iterando k veces la matriz S (observemos que
iterar una matriz simétrica nos da una matriz simétrica), obtenemos que

gk — <Fk+1 . >
F,  Fr

en donde Fj es la sucesién de Fibbonacci Fy = 0, F; = 1, Fiy1 = Fi + Fp—1. En
efecto, para k = 1 esto es cierto, si suponemos que vale para k, entonces

1 1 F F
k41 _ aak _ ke+1 k
s=ss= (1 o) (R A
_ (Fk+1 +F, Fy +Fk1) _ <Fk+2 Fk+1)
Frq Fy, Fopgn By )

2.1. Demostraciones cldsicas. En [0, L. A. Steen menciona que el Teore-
ma [2.1] a veces conocido como teorema espectral, estaba ya implicito en los traba-
jos de Fermat (1679, péstumo) y Descartes (1637). Mds precisamente, toda forma
cuadratica az? 4 2bzy + cy? puede ser transformada por una rotacién en el plano a
una forma normal az? + By?. Esto se conoce también como el teorema de los ejes
principales. El termino “ejes principales” fue introducido por Euler (1748, 1765)
quien también estudié la reduccién de formas cuadraticas en dos y tres dimen-
siones. La forma general del teorema de los ejes principales dice que una forma
cuadratica simétrica ) | A;;x;z; (simétrica significa que A;; = Aj;) en R™ puede ser
escrita, mediante una transformacién ortogonal, en forma normal Y \;2? y aparece
en los trabajos de Lagrange (1759) sobre méximos y minimos de funciones de varias
variables. Un tiempo después, Cauchy probd en 1829 y 1830 que los coeficientes \;
deben ser niimeros reales.

La presentacion moderna del teorema de los ejes principales, en términos de
matrices, data de la segunda mitad del siglo XIX. En 1852, Sylvester probd que
los coeficientes A; son las raices del polinomio caracteristico det(z — A) =0. Y en
1858, Cayley muestra que la reduccion a la forma normal corresponde al proceso
de diagonalizacién de la matriz A. Todas las referencias pueden consultarse en [5].

La clave para probar el Teorema [2.1] es la observacién de que el complemento
ortogonal de un autoespacio de S es también invariante por S, y de este modo se
puede razonar inductivamente. Més precisamente, consideremos el producto interno
usual en R™,

(v,w) =viwy + -+ + vywy
para todos v, w € R™. Que una matriz S sea simétrica, significa que es autoadjunta

con respecto a este producto interno, es decir (Sv,w) = (v, Sw). Recordemos que
si pensamos a v y w como vectores columna, entonces (v, w) = v7w. Por ende

(Sv,w) = (Sv)Tw =0T STw = v Sw = (v, Sw).

Lema 2.3. Sea S € M(n,R) una matriz simétrica y sea V.C R™ un subespacio
S-invariante, es decir, SV C V. Entonces el complemento ortogonal

VE={weR": (v,w) =0 para todo v € V'}

de V' también es S-invariante.
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Demostracion. Debemos probar que si w € V- entonces Sw € V*. Pero esto es
cierto pues (Sw,v) = (w, Sv) = 0 pues Sv € V para todo v € V. O

La demostracién del Teorema [2.1] sigue por induccién de la siguiente manera. Si
A es un autovalor de S 'y V es el autoespacio de autovalor A, es decir V = E) =
{v € R": Sv = \v}, entonces W = V= es un subespacio de R" de dimensién menor
en el cual S también es autoadjunto (si fuera dim W = 0, entonces S = A y la
conclusién vale trivialmente). Por hipétesis inductiva, S|y diagonaliza en una base
ortonormal. Uniendo dicha base a una base ortonormal de V = FE), se tiene que S
diagonaliza en una base ortonormal de R"™.

En el parrafo anterior hemos dado por sentado un hecho no trivial: ;por qué una
transformacion autoadjunta S tiene un autovalor real? En la literatura se encuen-
tran diversas forma de probar esto.

2.1.1. Teorema fundamental del dlgebra. Consideramos a S como una matriz com-
pleja (usando que R C C). Usando el teorema fundamental del dlgebra (que dice
que todo polinomio sobre los niimeros complejos tiene una raiz) podemos encontrar
un autovalor A, € C de S. Mds precisamente, A\, es una raiz del polinomio carac-
teristico det(Al — S) de S. Como S es simétrica, se tiene que A, € R. En efecto,
como S es autoadjunta con respecto al producto escalar en R™, se tiene que S es
también autoadjunta con respecto al producto interno hermitiano en C"

(v,w) = v*w

definido en [1.2] Recordar que * significa trasponer y conjugar. Como S tiene todas
sus entradas reales, se tiene que S* = ST = S. En particular, para todo w € E)_,
w # 0, se tiene
Aolw, w) = (Sw,w) = (w, Sw) = A\(w, w),
con lo cual A\, = )\, y asi \, € R.
Cabe aclarar que el teorema fundamental del dlgebra no es sencillo de probar.

2.1.2. Teorema de los valores intermedios. Consideremos la matriz Sy = S — A\[
definida para A € R. Para valores grandes de |A|, el término dominante de S es
—AI, luego (S)v,v) tiene el signo opuesto a A para todo v # 0. En particular,
S es definida positiva para A < 0 y suficientemente grande en médulo. Sea A,
el valor mas pequeno con la propiedad que S, no es mas definida positiva. En
este caso tenemos que (Sy, v,v) > 0 para todo v, y ademds existe v, # 0 tal que
(Sx, V0, Vo) = 0. Esto implica que Sy, v, = 0y por ende Sv, = \yv,.

En efecto, esto es un hecho general. Si T' es una matriz simétrica semi-definida
positiva, es decir (T'v,v) > 0 para todo v # 0, y (T,,v,) = 0 entonces Tv, = 0.
Para probar esto notemos que para todo w y para todo t € R se tiene

0 < (T(tvy + w), tv, + w) = 2t{T vy, w) + (Tw, w),
lo cual es posible solamente si (T'v,,w) = 0 y por tanto Tv, = 0.

2.1.3. Multiplicadores de Lagrange. Sea M C R™ una subvariedad y f : R™ — R una funcién
diferenciable tal que f|ps alcanza un valor mdximo en z, € M. Sea (Vf)z, el gradiente de f en
Zo y sea Ty, M C R™ el espacio tangente a M en x,. Entonces (Vf)z, L Tr, M.

Aplicamos este argumento a la funcién f(z) = (z,2)/2 y a la subvariedad M = S"~! =
{z € R™ : (z,x) = 1}. Como M es compacta, f|ps alcanza un méximo en algin z, € M. Luego
(VHa, L To,M = {x,}*. Como (Vf)y = Sz, se tiene que Sz, = Axo, luego A es un autovalor
real.
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2.2. La prueba de Eschenburg. En las demostraciones anteriores empezamos
con una matriz simétrica S y buscamos una matriz ortogonal A y una matriz
diagonal D tales que S = ADA™!. Esto es equivalente a probar que las clases de
conjugacién (por matrices ortogonales) de las matrices diagonales nos dan todo el
subespacio de matrices simétricas. Recordemos que la clase de conjugacién de una
matriz D es

€p ={ADA™' : AcSO(n)} = {La(Rs-1(D)): AcSO(n)}.
Para hacer esto podemos usar geometria en el espacio de matrices simétricas
Y ={SecM(nR): ST =5}

Observar que X no es un subgrupo de matrices, pero si es un subespacio vectorial
de M(n,R). En ¥ también podemos definir un producto interno usando la funcién
traza (andlogamente a lo que hicimos en so(n)). Para S, T € ¥ definimos

<S, T> = traza(ST) = Z SZ]TZJ
2]

Lema 2.4. Conjugar por una matriz ortogonal preserva el producto interno en 3.
En otras palabras, para toda A € O(n) la aplicacion lineal

AdA:LAORA—l DI DI
Ada(S) = ASA™L, es una isometria lineal.

Demostracion. Se tiene que, dadas S, T € X,
(ASA™' AY A1) = traza(ASATTAY A7)
= traza(ASTA™)
= traza(ST) = (S, T)
pues la traza es invariante por conjugacién. O

La idea de la prueba del Teorema [2.1] es la siguiente. Consideremos el subespacio
A C ¥ de todas las matrices diagonales

A:{diag()\l,...,)\n):Al,...,)\neR}.

Sea D € A, D = diag(A1,. .., A,) tal que los A; son todos distintos, es decir, \; # A;
si i # j. La clase de conjugaciéon ¥p C X no es un subespacio lineal, pero es una
subvariedad de X (se pueden definir curvas diferenciables y espacio tangente en cada
punto de la misma forma que lo hicimos en las Definiciones y y veremos
en el Lema [2.5] que el espacio tangente a ¢ en D, es precisamente el complemento
ortogonal de A,

Tp%p = A*.

Sea ahora S € ¥ una matriz simétrica arbitraria. Como %p es compacto (es
cerrado y acotado en un espacio vectorial) existe un elemento X, € %p que es
el que més se aproxima a S, i.e., X, es una matriz en donde la funcién continua
X [[X=S]2P=(X-5X-5), con X € %p, alcanza su valor minimo. Sigue que
T =S5 — X, es perpendicular a T'x,¢p. Si asi no fuera, podriamos encontrar otro
X € %p més cercano a S. Como X, € 6p, existe A € SO(n) tal que Ad4(X,) = D.
Como Ad4 es una isometria que preserva la clase €p, manda el vector T L T'x €p
en un vector T/ L Tp%p = A+, lo cual implica que T" € A.
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Ahora,
AdA(S) = AdA(XO —|—T) = AdA(XO) + AdA(T) =D+4+T' =8¢ A,
y por ende S = A~1S’A es conjugada por una matriz ortogonal a la matriz diago-

nal S’.
Sélo falta calcular el espacio tangente a €p en D.

Lema 2.5. Sea D = diag(\1,...,\,) una matriz diagonal con \; # \j si i # j.
Entonces Tc6p = A*.

Demostracion. De acuerdo a nuestra definicién, el espacio tangente a ¢p consiste
de las velocidades iniciales X'(0) de curvas X (¢) en ¥p con X(0) = D. Podemos
asumir que X (t) = Ad 4 D, en donde A(t) es una curva en SO(n) con A(0) = I.
Luego, recordando que A( )~ = A(t)T, tenemos

d

SANAWT = A DAWT + A0

=% At)”

y por consiguiente

d SAWT = —AWTA AR,
dt
Asi,
th( t) = th( DAt = A (t)DA)T — A(t)DA)T A (1) A(t)T.

Evaluando en ¢t = 0 se obtiene
X'(0) =UD — DU =: [U, D]
en donde U = A’(0) € so(n) es una matriz antisimétrica. Luego,
Tp%p ={[U,D]: U € so(n)}.
Las entradas de la matriz [U, D] son
[U, D)ij = Uij(Xi = Aj)-

En particular, U;; = 0 y por consiguiente, [U, D] L A. En efecto, si M € A, digamos
M = diag(u1, - . ., ftn), entonces

(U, D], M) = Z [U, D];; M;; = Z [U, D)sipi = 0.
i,
Ademés, [U,D] =0sélosi U =0, pues \; — A\j # 0 si i # j. Luego dimTp%ép =
dimso(n) = n(n — 1)/2. Como Tp%p contiene a todas las matrices simétricas con
ceros en la diagonal (con la misma cuenta que hicimos antes), Tp%p = A*. (I

3. COMENTARIOS FINALES

3.1. Grupos de Lie. Los grupos con los que trabajamos en estas notas son
ejemplos de los llamados grupos de Lie. En un grupo de Lie G, el espacio tangente

en la identidad T,G = g admite un corchete de Lie [-,-] que satisface para todos
X, Y. Zeg:

(a) [, ] es bilineal;

(b) [X,Y] = —[Y, X], es decir el corchete es antisimétrico;

(c) se cumple la identidad de Jacobi
([X.Y], 2] + [y, 2], X] + [[2,X], Y] = 0.
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Informalmente, puede pensarse que el algebra de Lie g de un grupo de Lie G
tiene codificada buena parte de la estructura de grupo de G. Aqui también se puede
definir una funcién exponencial exp : g — G, métricas invariantes a izquierda, etc.

Las dlgebras de Lie de algunos de los ejemplos que vimos aqui son:

= gl(n,R) = M(n,R) es el dlgebra de Lie de GL(n,R);
= 50(n) es el dlgebra de Lie de O(n) y SO(n);

sl(n,R) = {A € gl(n,R) : traza A = 0} es el dlgebra de Lie de SL(n,R);
= gl(n,C) = M(n,C) es el dlgebra de Lie de GL(n, C);

» 5l(n,C) = {A € gl(n,C) : traza A = 0} es el dlgebra de Lie de SL(n,C);
= u(n) ={A4€gl(n,C): A+ A* = 0} es el dlgebra de Lie de U(n);
= su(n) =u(n)Nsl(n,C) es el dlgebra de Lie de SU(n).

En todos los caso el corchete de Lie estd definido por [A4, B] = AB — BA para
todos A, B € g.

Los grupos de Lie y las algebras de Lie son un objeto de estudio en si mismo
y son la base de una teoria muy profunda. Pero también son un buen ejemplo de
como la geometria se relaciona con otras ramas de la matemaética y de cémo ideas
geométricas pueden servir para obtener resultados en otras areas.

3.2. Generalizaciones de la prueba del Teorema Para terminar, qui-
siéramos observar, al igual que se hace en [3], que existe un teorema andlogo al
Teorema para matrices hermitianas (i.e. autoadjuntas con respecto al producto
hermitiano) de tamano n x n sobre los nimeros complejos C = R +iR. El teorema
anterior también es cierto sobre los cuaterniones H = C + jC (cfr. [4]) e incluso
sobre los octoniones @ = H + /H, para matrices 3 x 3 (cfr. [1]). Notemos que la
multiplicacién en H y en O no es conmutativa (en @ ni siquiera es asociativa) y por
ende no es posible definir una funcién determinante de manera natural. Luego, las
pruebas cldsicas no se adaptan a estos casos. Sin embargo, la prueba geométrica de
Eschenburg si lo hace.
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