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Práctica No 2: Variación acotada - Absoluta continuidad - Espacios métricos

1,. Analizar si las siguientes funciones son de variación acotada. Comparar los resultados con la
acotación de la función derivada.

-a- f(x) =

{
x cos

( π

2x

)
, x ∈ (0, 1],

0, x = 0.

-b- f(x) =

 x2 cos

(
1

x

)
, x ∈ (0, 1],

0, x = 0.

-c- f(x) = x1/3, x ∈ [0, 1].

-d- f(x) =

 x2 sin

(
1

x

)
, x ∈ (0, 1],

0, x = 0.

-e- f(x) =


√
x sin

(
1

x

)
, x ∈ (0, 1],

0, x = 0.

2,. Mostrar que si f, g son funciones de variación acotada en [a, b], entonces su suma, diferencia y
producto también lo es y se tiene

Vf±g 5 Vf + Vg, Vf ·g 5 AVf +BVg,

donde A y B son constantes a identificar.

3,. Mostrar que si f es una función de variación acotada en [a, b] tal que existe una constante m que
verifica 0 < m < |f(x)|, x ∈ [a, b], entonces g = 1/f también es de variación acotada en [a, b] y
resulta Vg 5 Vf/m

2.

4,. Mostrar que si f es una función de variación acotada en [a, b] y c ∈ (a, b), entonces f es de
variación acotada en [a, c] y en [c, b] y se tiene Vf (a, b) = Vf (a, c) + Vf (c, b).

5,. Una función f definida en [a, b] se dice que satisface una condición de Lipschitz de orden α > 0
si existe una constante M > 0 tal que

|f(x)− f(y)| 5 M |x− y|α , x, y ∈ [a, b].

Mostrar:

a- si f satisface una condición de Lipschitz de orden α > 1 entonces f es constante en [a, b],
mientras que si α = 1 entonces f es de variación acotada en [a, b].

b- un ejemplo de una función f que satisface una condición de Lipschitz de orden α < 1 en
[a, b] pero que no sea de variación acotada.

c- un ejemplo de una función f que sea de variación acotada en [a, b] pero que no satisface una
condición de Lipschitz en dicho intervalo.

6,. Mostrar que un polinomio p es de variación acotada en cada intervalo compacto. Describir un
método para encontrar la variación total de p en [a, b] si se conocen los ceros de la función p′.
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7,. a- Mostrar que el conjunto V de las funciones de variación acotada definidas sobre el [a, b], es
un espacio vectorial.

b- Si S es un espacio vectorial que contiene a todas las funciones monótonas definidas en el
[a, b], mostrar que V ⊂ S. Es decir que V es el menor subespacio vectorial que contiene a las
funciones monótonas definidas en [a, b].

8,. Sea f una función real definida en R, se dice que f es de variación acotada en (−∞,+∞) si f
es de variación acotada en cada intervalo acotado y si existe una constante positiva M tal que
Vf [a, b] < M para todo intervalo compacto [a, b]. La variación total de f en (−∞,+∞) se define
como Vf (−∞,+∞) = sup{Vf [a, b] : [a, b] ⊂ R}.
Enunciar y demostrar para este concepto resultados análogos a los vistos para Vf [a, b].

9,. Mostrar que la función f(x) = x sin
(
1
x

)
, x ∈ (0, 1) es uniformemente continua pero no de varia-

ción acotada.

10,. Sean f, g son absolutamente continuas en [a, b] mostrar que cada una de las siguientes funciones
también lo son: |f |, cf , f+g, fg y si existe una constante m que verifica 0 < m < |g(x)| , ∀x ∈ [a, b]
también lo es f/g.

11,. Mostrar que si f es absolutamente continua en [a, b] entonces satisface una condición de Lips-
chitz de orden 1.

12,. Sea g continua en [a, b] y sea H = {x ∈ [a, b] : ∃ξ ∈ [a, b], ξ > x, g(ξ) > g(x)}. Mostrar que H es
abierto y por lo tanto H =

∪
k

(αk, βk) disjuntos dos a dos, con g(αk) ≤ g(βk).

13,. Obteniendo nuevas métricas:

(a). Sea φ : R+
0 → R una función creciente tal que φ(0) = 0, φ(t) > 0 si t > 0 y es subaditiva, es

decir,
t, s ∈ R+

0 ⇒ φ (t+ s) 5 φ(t) + φ(s).

Si d es una métrica sobre el conjunto E, mostrar que la aplicación

E × E ∋ (x, y) → (φ ◦ d) (x, y) = φ (d (x, y))

es una métrica sobre E.

(b). Mostrar que las siguientes funciones satisfacen las condiciones del ı́tem anterior:

φ1 (t) = tr, 0 < r 5 1; φ2 (t) = ln (1 + t) ;

φ3 (t) =
t

1 + t
; φ4 (t) = mı́n {1, t} .

14,. Distintas métricas sobre R:

*a- Siendo ϕ : R → R una función estrictamente creciente, mostrar que la función

R× R ∋ (t, s) → d(s, t) = |ϕ(s)− ϕ(t)|

es una métrica en R.

*b- Considerando sobre R la métrica d del ı́tem anterior a partir de la función ϕ(t) =
t

1 + |t|
,

explicitar las siguientes bolas:

(i). B (0, r) , 0 < r 5 1. (ii). B (1, r) , 0 < r <
1

2
∧ 1

2
< r <

3

2
.

15,. (a). Sea l1 (R) =
{
x = (x1, x2, . . . , xn, . . .) : xk ∈ R, k ∈ N ∧

∞∑
k=1

|xk| < ∞
}

. Mostrar que la fun-

ción

d(x, y) =

∞∑
k=1

|xk − yk| , x, y ∈ l1,

es una métrica en l1.
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(b). Sea l2 (R) =
{
x = (x1, x2, . . . , xn, . . .) : xk ∈ R, k ∈ N ∧

∞∑
k=1

|xk|2 < ∞
}

. Mostrar que la fun-

ción

d(x, y) =

√√√√ ∞∑
k=1

|xk − yk|2, x, y ∈ l2,

es una métrica en l2.

(c). Sea l∞ (R) =
{
x = (x1, x2, . . . , xn, . . .) : xk ∈ R, k ∈ N ∧ sup

k∈N
|xk| < ∞

}
. Mostrar que la fun-

ción
d(x, y) = sup

k∈N
|xk − yk| , x, y ∈ l∞,

es una métrica en l∞.

16,. Considerando en C ([a, b]) la métrica del supremo mostrar que el conjunto A es abierto y el con-
junto B es cerrado, siendo

A = {f ∈ C ([a, b]) : f(a) > 1} ∧ B = {f ∈ C ([a, b]) : f(a) = 0} .

17,. Considerando en C ([a, b]) la métrica definida por

d (f, g) =

b∫
a

|f(t)− g(t)| dt,

mostrar que el conjunto A es abierto y el conjunto B es cerrado, siendo

A =

f ∈ C ([a, b]) :

b∫
a

f(t)dt < 1

 ∧ B =

{
f ∈ C ([a, b]) : f(t) = 0, ∀t ∈

[
a,

a+ b

2

]}
.

18,. Sean (E1, d1), (E2, d2), (E3, d3) tres espacios métricos. Dadas las aplicaciones f : E1 → E2 y
g : E2 → E3 se considera la composición h = g ◦ f : E1 → E3.

Demostrar:

*a- Si la aplicación f es continua en el punto x0 ∈ E1 y la aplicación g es continua en f(x0) ∈ E2

entonces su composición h es continua en el punto x0.

*b- Si f y g son aplicaciones uniformemente continuas en sus respectivos dominios, entonces
su composición h es también una aplicación uniformemente continua.

*c- Si la aplicación f es continua en el punto x0 ∈ E1 y F1 es un subconjunto de E1 tal que
x0 ∈ F1, la restricción de la aplicación f al conjunto F1 es también continua en el punto x0.

*d- La recı́proca del la propiedad del ı́tem anterior es falsa. Para ello exhibir una aplicación
f : R → R que no sea continua en ningún punto de R pero que su restricción a Q es
uniformemente continua.

19,. Sea X ⊂ (E1, d1). Si las funciones f : X → (E2, d2) y g : X → (E2, d2) son continuas en X
demostrar que

*a- si el conjunto X es abierto en (E1, d1) entonces el conjunto A = {x ∈ X : f(x) ̸= g(x)} es
abierto en (E1, d1).

*b- si el conjunto X es cerrado en (E1, d1) entonces el conjunto B = {x ∈ X : f(x) = g(x)} es
cerrado en (E1, d1).
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20,. Sea X ⊂ (E1, d1) y sean f : X → (E2, d2) y g : X → (E2, d2) continuas en el punto a ∈ X . El
conjunto E2 está dotado de un orden total ≺ . Analizar si la función

φ : X → E2,
x 7→ φ(x) = máx{f(x), g(x)},

es continua en a.

21,. Sean A y B dos subconjutos no vacı́os de un espacio métrico (E, d).

-a- Mostrar que la aplicación

x ∈ E → d (x,A) = ı́nf {d(x, a) : a ∈ A}

es uniformemente continua. Obtener de ello que

V (a, r) = {x ∈ E : d (x,A) 5 r} es un conjunto cerrado en E.

-b- Suponiendo que Ā ∩ B = A ∩ B̄ = ∅, mostrar que existen dos subconjuntos U y V abiertos
disjuntos de E tales que A ⊆ U y B ⊆ V .

22,. Demostrar que si {xn}n∈N y {yn}n∈N son dos sucesiones de Cauchy en el espacio métrico (E, d)
entonces

∃ ĺım
n→∞

d (xn, yn) .

23,. Sea {xk}k∈N una sucesión en (E, d). Mostrar que si {x2k}k, {x2k+1}k y {x3k}k son convergentes,
entonces {xk}k es convergente.

24,. -a- Caracterizando sus sucesiones de Cauchy demostrar la completitud de todo espacio métrico
discreto.

-b- Utilizando el ı́tem anterior, demostrar que si E y E′ son dos espacios métricos discretos
entonces toda aplicación f : E → E′ es continua.

25,. (a). Demostrar que la función f : [1,+∞) → E, donde x ∈ R → f(x) = x+ x−1 verifica que

x ∈ E ∧ y ∈ E ⇒ |f(x)− f(y)| < |x− y| .

Tiene puntos fijos? ¿Hay alguna contradicción con el teorema de Banach ?

(b). Demostrar que la función f : R → R, donde x ∈ R → f(x) = x+sin(x)x
2 , verifica que

x ∈ E ∧ y ∈ E ⇒ |f(x)− f(y)| 5 |x− y| .

Hallar sus posibles puntos fijos. ¿Verifica las condiciones del teorema?

(c). Sea E = R2 , λ ∈ R − {0, 1} y la función f : E → E, donde f(x1, x2) = (x1, λx2). Verificar
que

(x1, x2), (y1, y2) ∈ E ∧ 0 < λ < 1 ⇒ d2 (f (x1, x2) , f (y1, y2)) < d2 ((x1, x2) , (y1, y2)) .

y que posee infinitos puntos fijos.

26,. Considerar la situación de (a). del ejercicio anterior. Dado x1 ∈ E se define, por recurrencia, la
sucesión {xn}∞n=1 donde xn = f(xn−1) si n ≥ 2. Verificar que la sucesión {xn}∞n=1 es estrictamen-
te creciente y analizar si se trata de una sucesión acotada.
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27,. Demostrar que toda contracción en un espacio métrico E es una aplicación continua.

Observar, sin embargo que si T : E → E no es una contracción pero sı́ lo es Tn, para algún
n ∈ N, no es necesariamente T continua. Por ejemplo, si E = [0, 1], la aplicación:

T (x) =

{
1
4 si 0 5 x 5 3

4 ,
1
2 si 3

4 < x 5 1.

verifica que T 2 = T ◦ T es una contracción. Verificarlo.

28,. Probar esta generalización del teorema de punto fijo de Banach:

Si E es un espacio métrico completo y T : E → E es tal que para algún m ∈ N resulta que la Tm

es contracción, entonces

a- existe un único punto fijo x̄ de la aplicación T .

b- cualquiera que sea x1 ∈ E la sucesión xn+1 = Txn converge a x̄.

29,. Demostrar que la ecuación x− cos(x) = 0 admite una única raı́z real.

30,. Resolver numéricamente la ecuación

x− exp(−x) = 0,

utilizando el teorema de punto fijo en un espacio adecuado.

Solución : 0,5671432904...

31,. Demostrar que la ecuación x3 − x− 1 = 0 admite una raı́z entre 1 y 2.
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32,. Considerar el problema {
y′(x) = 1− 2xy(x),
y(0) = 0.

a. Encontrar la solución de este PVI.

b. Considerar el problema en el rectángulo, R =
{
(x, y) : |x| < 1

2 , |y| 5 1
}

. Llamando
f(x, y) = 1−2xy, demostrar que |f(x, y)| 5 2, si (x, y) en R, y que todas las aproximaciones
sucesivas a la solución existen en |x| 5 1/2, resultando todas sus gráficas dentro de R.

c. Demostrar que f satisface una condición de Lipschitz en R , con constante de Lipschitz
L = 1, y que por consiguiente las aproximaciones sucesivas convergen a una solución φ del
problema de valor inicial, definido en el intervalo |x| ≤ 1/2.

d. Demostrar que la aproximación φ3 satisface la siguiente condición: |φ(x)− φ3(x)| < 0,01 en
|x| < 1/2. Calcular φ3.

Compacidad. Subconjuntos densos. Espacios métricos separables.

¬ (a) Demostrar la separabilidad del espacio l1 = l1(R).

(b) Mostrar que el espacio l∞ = l∞(R) no es separable.

­ Sea f : (E, d) → (E′, d′) una función continua. Demostrar que si A es denso en E, entonces
f(A) es denso en f(E).

® Sean f y g funciones continuas de (E, d) en (E′, d′). Probar que si f y g coinciden en un con-
junto denso en E, entonces coinciden en todo E.

¯ Considerar el espacio X = (0, 1) y sea ϵ > 0. A cada racional
p

q
(en forma irreducible) de X , se

le asigna el entorno N
(
p

q

)
=

(
p

q
− ϵ

q3
,
p

q
+

ϵ

q3

)
.

¿Se puede afirmar que la colección {N
(
p

q

)
}p
q
∈Q∩(0,1)

es un cubrimiento de X?

° Sean (X, dX) e (Y, dY ) dos espacios métricos, el segundo completo. Sea D un subconjunto
denso en X y f : D → Y una función uniformemente continua.

I. Mostrar que hay una única extensión F de f , continua en X .

II. Analizar si el resultado es válido cuando Y no es completo.

III. Analizar si el resultado es válido cuando f es continua.

± Considerar la sucesión de polinomios {Pn}n∈N0 donde

P0(x) = 0, Pn+1(x) = Pn(x) +
1

2

(
x2 − P 2

n(x)
)

n = 1.

Mostrar que la sucesión converge uniformemente a |x| en [0, 1].

Ideas: Mostrar la identidad

|x| − Pn+1(x) = (|x| − Pn(x))

(
1− |x|+ Pn(x)

2

)
n = 0, 1, 2, . . .

Concluir por inducción que
0 5 Pn(x) ≤ Pn+1(x) 5 |x| en [−1, 1].

Finalmente mostrar que

|x| − Pn(x) 5 (|x| − Pn−1(x))

(
1− |x|

2

)
5 . . . 5 |x|

(
1− |x|

2

)n

.
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