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Practica N° 2: Variacién acotada - Absoluta continuidad - Espacios métricos

Analizar si las siguientes funciones son de variacién acotada. Comparar los resultados con la
acotacion de la funcién derivada.

a- f(w)={ veos(57) . € 0.1

0, z = 0.

22 cos = z € (0,1]
o () = o) we

0, T =

- f(z) =23, 2€0,1].

4 f(z) = 22 sin —], x¢€ (0, 1],
0, =0
1
e f(z) = Vx sin <a;> , x€(0,1],
0, xz = 0.

Mostrar que si f, g son funciones de variacién acotada en [a, b], entonces su suma, diferencia y
producto también lo es y se tiene

Vitg < Vi + Vg, Vig < AVy + BV,
donde A y B son constantes a identificar.

Mostrar que si f es una funcién de variacién acotada en [a, b] tal que existe una constante m que
verifica 0 < m < |f(x)|, z € [a,b], entonces g = 1/f también es de variacién acotada en [a,b] y
resulta V, < V;/m?.

Mostrar que si f es una funcién de variacién acotada en [a,b] y ¢ € (a,b), entonces f es de
variacién acotada en [a, c] y en [c, b] y se tiene V(a,b) = Vi (a,c) + Vi(c, b).

Una funcién f definida en [a, b] se dice que satisface una condicién de Lipschitz de orden a > 0
si existe una constante /M > 0 tal que

|f($)—f(y)|§M|.T—y|a7 CUayG[C%b]-
Mostrar:
a- si f satisface una condicién de Lipschitz de orden o > 1 entonces f es constante en [a, b],

mientras que si & = 1 entonces f es de variacién acotada en [a, b].

b- un ejemplo de una funcién f que satisface una condicién de Lipschitz de orden a@ < 1 en
[a, b] pero que no sea de variacién acotada.

c- un ejemplo de una funcién f que sea de variacién acotada en [a, b] pero que no satisface una
condicién de Lipschitz en dicho intervalo.

Mostrar que un polinomio p es de variacién acotada en cada intervalo compacto. Describir un
método para encontrar la variacién total de p en [a, b] si se conocen los ceros de la funcién p'.



a- Mostrar que el conjunto V' de las funciones de variacién acotada definidas sobre el [a, b], es
un espacio vectorial.

b- Si S es un espacio vectorial que contiene a todas las funciones monétonas definidas en el
la, b], mostrar que V' C S. Es decir que V' es el menor subespacio vectorial que contiene a las
funciones monotonas definidas en [a, b].

Sea f una funcién real definida en R, se dice que f es de variacién acotada en (—oo, +00) si f
es de variacion acotada en cada intervalo acotado y si existe una constante positiva M tal que
Vila,b] < M para todo intervalo compacto [a, b]. La variacién total de f en (—oo, +00) se define
como Vy(—o00, +00) = sup{Vy|a,b] : [a,b] C R}.

Enunciar y demostrar para este concepto resultados andlogos a los vistos para Vy[a, b].

Mostrar que la funcién f(z) = zsin (2) ,z € (0,1) es uniformemente continua pero no de varia-
cién acotada.

Sean f, g son absolutamente continuas en [a, b] mostrar que cada una de las siguientes funciones
también lo son: | f|, cf, f+g, fgy siexiste una constante m que verifica0 < m < |g(z)|,Vz € [a,b]
también loes f/g.

Mostrar que si f es absolutamente continua en [a, b] entonces satisface una condicién de Lips-
chitz de orden 1.

Sea g continua en [a,b] y sea H = {z € [a,b] : 3§ € [a,b],& > z,9(§) > g(x)}. Mostrar que H es
abierto y por lo tanto H = (o, ) disjuntos dos a dos, con g(ax) < g(Bk).
k

Obteniendo nuevas métricas:

(a). Sea ¢ : R} — R una funcion creciente tal que ¢(0) = 0, p(t) > 0sit > 0y es subaditiva, es
decir,
t,s €Ry = @ (t+s) = p(t) + ¢(s).
Si d es una métrica sobre el conjunto £/, mostrar que la aplicacion
ExXES (z,y) = (pod)(z,y) = ¢ (d(z,y))
es una métrica sobre E.
(b). Mostrar que las siguientes funciones satisfacen las condiciones del item anterior:
p1(t)=t", 0<r <1 wo(t)=In(l+1);

t
w3 (t) = 1—“; w4 (t) =min{1,t}.

Distintas métricas sobre R:
*a- Siendo ¢ : R — R una funcién estrictamente creciente, mostrar que la funcién
R xR > (ts) = d(s,t) = [p(s) — o(t)]

es una métrica en R.
t

1+ ¢

*b- Considerando sobre R la métrica d del item anterior a partir de la funcién ¢(t) =

explicitar las siguientes bolas:

1 1 3
(1). B(0,r),0<r=1. (ii).B(l,T),0<r<§/\§<T<§.

(@). Seal' (R) = {x = (x1,@2, ..., Tpy...) 2 ER, Kk ENA D |zi]| < oo}. Mostrar que la fun-
k=1
cién

oo
d(may)zzyxk_yk’7 xa?/Ella
k=1

es una métrica en [



(b). Seal? (R) = {x = (21,29, ..., ZTn,...) 2 ER, kENA Y |z < oo}.Mostrarquela fun-
k=1

cion

00
Z‘mk‘_yk|27 :EvyEZQa
k=1

es una métrica en /2.

(c). Seal> (R)= {x = (z1,T2,...,&n,...) 2 €ER, k € NAsup|zg| < oo}.Mostrarquelafun—
keN
cion

d($7y)zsup|xk_yk|a m’yeloo’
keN

es una métrica en [°°.

Considerando en C ([a, b]) la métrica del supremo mostrar que el conjunto A es abierto y el con-
junto B es cerrado, siendo

A={feC(ab): fla)>1} A B={feC(ab)): f(a)=0}.

Considerando en C ([a, b]) la métrica definida por

b
d(f.g) = / () — g(t)] dt.

mostrar que el conjunto A es abierto y el conjunto B es cerrado, siendo

b

A feC([a,b]):/f(t)dt<1 A B—{fGC([a,b]):f(t)—O,Vte[a,a;b]}.

a

Sean (E1,d1), (E2,dz), (E3,d3) tres espacios métricos. Dadas las aplicaciones f : By — Esy
g : B2 — E3 se considera la composicion h = go f : By — Es.

Demostrar:
*a- Silaaplicacion f es continua en el punto z € E; y la aplicacién g es continua en f(zg) € E2
entonces su composicion h es continua en el punto xy.

*b- Si fy g son aplicaciones uniformemente continuas en sus respectivos dominios, entonces
su composicién h es también una aplicacién uniformemente continua.

*c- Sila aplicaciéon f es continua en el punto o € E; y F) es un subconjunto de E; tal que
xo € F1, larestriccion de la aplicacién f al conjunto F es también continua en el punto xy.

*d- La reciproca del la propiedad del item anterior es falsa. Para ello exhibir una aplicacién
f + R = R que no sea continua en ningtin punto de R pero que su restricciéon a Q es
uniformemente continua.

Sea X C (Ey,dy). Silas funciones f : X — (Eg,d2) y g : X — (E»,dz) son continuas en X
demostrar que

*a- siel conjunto X es abierto en (E1, d;) entonces el conjunto A = {x € X : f(x) # g(x)} es
abierto en (E1,dy).

*b- siel conjunto X es cerrado en (E1, d;) entonces el conjunto B = {x € X : f(z) =g(z)} es
cerrado en (E1, dy).



. Sea X C (Ei,di)ysean f : X — (E2,d2)y g: X — (E2,dz2) continuas en el punto a € X. El
conjunto F» estd dotado de un orden total < . Analizar si la funcién

p: X — By,
z = p(x) = max{f(z),g(x)},

es continua en a.

. Sean Ay B dos subconjutos no vacios de un espacio métrico (E, d).

-a- Mostrar que la aplicacién
r€E —d(z,A) =inf{d(x,a):ac A}
es uniformemente continua. Obtener de ello que

V(a,r) ={x € E:d(z,A) < r} esun conjunto cerrado en E.

-b- Suponiendo que AN B = AN B = (), mostrar que existen dos subconjuntos U y V abiertos
disjuntos de E talesque AC Uy B C V.

. Demostrar que si {2, },cn ¥ {¥n}en sON dos sucesiones de Cauchy en el espacio métrico (E, d)
entonces
3 lim d(xn, yn) -
n—oo

. Sea {zj }ren una sucesion en (E, d). Mostrar que si {xoy }x, {®ok+1}r y {23k }x son convergentes,
entonces {zy };, es convergente.

-a- Caracterizando sus sucesiones de Cauchy demostrar la completitud de todo espacio métrico
discreto.

-b- Utilizando el item anterior, demostrar que si E y E’ son dos espacios métricos discretos
entonces toda aplicacién f : E — E’ es continua.

(a). Demostrar que la funcién f : [1,+00) — E, donde z € R — f(z) = 2 + 2~ ! verifica que
teENyEE=f(x) - fy)l <lz—y|.
Tiene puntos fijos? ;Hay alguna contradiccion con el teorema de Banach ?
(b). Demostrar que la funcién f : R — R, dondez € R — f(z) = "Hsgﬂ, verifica que

re€ENyeE=|f(zx)— f(y)| S|z —yl.

Hallar sus posibles puntos fijos. ; Verifica las condiciones del teorema?

(c). Sea E =R?,\ € R—{0,1} yla funcién f : E — E,donde f(x1,22) = (z1, Ax2). Verificar
que

(w1,22), (Y1,92) € EAO <A< 1= da (f (z1,72), f (y1,92)) < da2 ((z1,72), (y1,%2)) -

y que posee infinitos puntos fijos.

. Considerar la situaciéon de (a). del ejercicio anterior. Dado x; € E se define, por recurrencia, la
sucesion {zy, }2° ; donde x,, = f(xp—_1)sin > 2. Verificar que la sucesion {z, }7° ; es estrictamen-
te creciente y analizar si se trata de una sucesién acotada.



Demostrar que toda contraccién en un espacio métrico E es una aplicacién continua.

Observar, sin embargo que si 7' : £ — E no es una contraccién pero si lo es 7", para algtan
n € N, no es necesariamente 7" continua. Por ejemplo, si £ = [0, 1], la aplicacién:

si
si

I

DO = [ =
A lIA
=

T(x) = {

A NIA

T
X

o O

verifica que T? = T o T es una contraccion. Verificarlo.

Probar esta generalizacién del teorema de punto fijo de Banach:

Si E es un espacio métrico completoy 7' : E — E es tal que para algtin m € N resulta que la 7™
es contraccién, entonces

a- existe un tnico punto fijo = de la aplicacién 7.

b- cualquiera que sea z1 € E la sucesién 1 = Tz, converge a .

Demostrar que la ecuacién = — cos(z) = 0 admite una tinica raiz real.

Resolver numéricamente la ecuacion
x —exp(—x) =0,

utilizando el teorema de punto fijo en un espacio adecuado.

Solucién : 0,5671432904...

3

Demostrar que la ecuacién z° — x — 1 = 0 admite una raiz entre 1 y 2.



@. Considerar el problema
{ Y (r) = 1-2wy(w),
y(0) = 0.
a. Encontrar la solucién de este PVIL

Considerar el problema en el recténgulo, R = {(z,y) : |z| < 3, |y| < 1}. Llamando
f(z,y) = 1—2zy, demostrar que |f(z,y)| < 2, si(z,y) en R, y que todas las aproximaciones
sucesivas a la solucion existen en |z| < 1/2, resultando todas sus gréficas dentro de R.

c. Demostrar que f satisface una condicion de Lipschitz en R , con constante de Lipschitz
L =1, y que por consiguiente las aproximaciones sucesivas convergen a una solucién ¢ del
problema de valor inicial, definido en el intervalo |z| < 1/2.

d. Demostrar que la aproximacién 3 satisface la siguiente condicion: [¢(z) — ¢3(x)| < 0,01 en
|x| < 1/2. Calcular ¢s3.

Compacidad. Subconjuntos densos. Espacios métricos separables.
® (a) Demostrar la separabilidad del espacio I! = [*(R).

(b) Mostrar que el espacio [*° = [**(R) no es separable.

@ Sea f : (E,d) — (E',d') una funcién continua. Demostrar que si A es denso en E, entonces
f(A) esdensoen f(F).

@ Sean [y g funciones continuas de (E,d) en (E’,d’). Probar que si f y g coinciden en un con-
junto denso en E, entonces coinciden en todo E.

@ Considerar el espacio X = (0, 1) y sea ¢ > 0. A cada racional b (en forma irreducible) de X, se

le asigna el entorno N/ <p> = <p _£ Py 6)_

q ¢ ¢ ¢
¢Se puede afirmar que la colecciéon {N (p) tp es un cubrimiento de X?
q 5€Qﬁ(071)

® Sean (X,dx) e (Y,dy) dos espacios métricos, el segundo completo. Sea D un subconjunto
densoen X y f : D — Y una funcién uniformemente continua.

1. Mostrar que hay una tnica extensién F' de f, continua en X.
1. Analizar si el resultado es valido cuando Y no es completo.

1I.  Analizar si el resultado es vélido cuando f es continua.

® Considerar la sucesién de polinomios { P, } ,en, donde
1
Py(z) =0, Poi1(z) = Pp(x) + 3 (2 — PX(z)) n2=1

Mostrar que la sucesion converge uniformemente a |z| en [0, 1].

Ideas: Mostrar la identidad

o] = Paga(@) = (o] = Pu(a)) (1 _ el + Pa(@)

5 ) n=0,1,2,...

Concluir por induccién que
0 § Pn(x) < Pn+1(x) é |.ZIZ‘ en [717 H'

Finalmente mostrar que

ol = Po(o) = (fal - Paste)) (1- ) =<l (- 51



