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Práctica No 1: Los números reales.

1,. A partir de los axiomas probar la unicidad de los elementos neutro, identidad, y del opuesto yrećıproco de ¿todo? elemento de un cuerpo.
2,. Verificar que los conjuntos de elementos positivos, F+, y de elementos negativos, F−, son efectiva-mente

F+ = {x ∈ F : θ < x} y F− = {x ∈ F : x < θ}.

3,. Deducir, a partir de la definición de múltiplo de un elemento del cuerpo, que si n ∈ Z y x, y ∈ Fentonces
-i- nθ = θ.
-ii- (m+ n)x = mx + nx .
-iii- m(−x) = (−m)x = −(mx).

-iv- m(x · y) = (mx) · y = x · (my).
-v- m(x + y) = mx +my.
-vi- n(mx) = (nm)x .

4,. Definir adecuadamente relación de isomorfismo de cuerpos ordenados y probar que es de equiva-lencia.
5,. Probar que si X es un subconjunto de un cuerpo ordenado F que posee máximo m, entonces elconjunto X es acotado superiormente y su supremo es m.
6,. Probar que todo intervalo abierto no vaćıo de R contiene números racionales.
7,. Si (xα , α ∈ A) es una familia arbitraria (no necesariamente numerable) de valores no negativos dela recta extendida R, entonces se define la suma desordenada de dicha familia por medio de lafórmula ∑

α∈A
xα = sup

F

∑
α∈F

xα ,

donde el supremo se toma sobre todos los subconjuntos finitos F de A. Probar las siguientesafirmaciones:
-a- Si A = {α1, α2, . . . } es numerable, entonces

∑
α∈A

xα = xα1 + xα2 + · · · = ∞∑
k=1 xαk .

-b- Si ∑
α∈A

xα <∞, entonces el conjunto de todos los α tales que xα > 0 es numerable.
-c- Si (Ai, i ∈ I) es una partición de A, es decir, una familia disjunta cuya unión es A, entonces∑

α∈A
xα =∑

i∈I

∑
α∈Ai

xα (fórmula de la asociatividad).
-d- A partir de la fórmula de la asociatividad probar que una serie doble con términos no negativospuede sumarse en cualquier orden. Es decir, si (ank ) es una sucesión doble de números nonegativos, entonces ∑

(n,k)∈N×Nank = ∞∑
n=1

∞∑
k=1 ank = ∞∑

k=1
∞∑
n=1 ank .

1



8,. Sea p un entero mayor que 1, y x un número real con 0 < x < 1. Mostrar que existe una sucesión(an) de enteros con 0 ≤ an < p tales que
x = ∞∑

n=1
an
pn ,

y que esta sucesión es única excepto cuando x es de la forma q
pn , en cuyo caso existen exactamentedos tales sucesiones. Mostrar que, rećıprocamente, si (an) es una sucesión cualquiera de enteroscon 0 ≤ an < p, la serie

∞∑
n=1

an
pn

converge a un número real x con 0 ≤ x ≤ 1. Si p = 10, esta sucesión es la expansión decimal de
x . Para p = 2 se llama la expansión binaria de x y para p = 3, la expansión ternaria.

9,. El conjunto de Cantor ternario C consiste de todos los números reales en el intervalo [0, 1] quetienen expansión ternaria (an) con an 6= 1, donde si x tiene dos expansiones ternarias, x está en Csi alguna de las expansiones no tiene términos iguales a 1. Probar que:
(a) C es cerrado,(b) C que se obtiene primero removiendo de [0, 1] el tercio del medio (13 , 23), luego de los intervalosque quedan removiendo los tercios del medio (19 , 29) y (79 , 89), y aśı sucesivamente.(c) C puede ponerse en correspondencia uno a uno con el intervalo [0, 1].(d) El conjunto de puntos de acumulación de C es C.

10,. Demostrar que Q es numerable y que R es no numerable.
11,. (a). Demostrar que toda familia de intervalos abiertos disjuntos es numerable.(b). ¿Es numerable cualquier familia de conjuntos disjuntos?(c). ¿Es numerable un conjunto de puntos aislados?
12,. Demostrar para A y B subconjuntos de R:

-a-. A′ numerable ⇒ A numerable.-b-. A′ *
(
A′
)′ .-c-. A ⊂ B ⇒ A′ ⊂ B′.-d-. (A ∪ B)′ = A′ ∪ B′.-e-. (Ā)′ = A′.

13,. Hallar A tal que A′ = {0} ∪ {1n : n ∈ N}.

14,. Probar que A ∪ B = A ∪ B y que A ∩ B ⊂ A ∩ B. Mostrar que no vale la igualdad.
15,. Probar que para todo A, A′ es cerrado.
16,. Si F cerrado y a /∈ F existen abiertos disjuntos A,B tales que a ∈ A y F ⊂ B.
17,. Hallar la clausura de cada uno de los siguientes conjuntos. En el caso en que existan, identificar elı́nfimo y el supremo.

A = {
±1
n ±

1
m : n,m ∈ N

}
, B = {(−1)n + 1

n : n ∈ N
}
,

C = { 12n + 13m : n,m ∈ N
}
, D = { (−1)nn

n+ 1 : n ∈ N
}
,

E = {r ∈ Q : r2 ≤ 5}.
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18,. Si A, B ⊂ R son acotados superiormente (inf) mostrar que también lo son los conjuntos
A+ B = {a+ b ∈ R : a ∈ A, b ∈ B} y cA = {ca ∈ R : a ∈ A} con c ∈ R.

Valiendo además supA+ B = supA+ supB y sup cA = c supA si c > 0.Analizar los casos c = 0 o c < 0. Enunciar resultados análogos para el ı́nf A+ B y ı́nf cA.
19,. Si A acotado superiormente entonces A acotado superiormente y supA = supA.
20,. Sean A,B ⊂ R tales que B es acotado superiormente, y además ∀a ∈ A ∃ b ∈ B tal que a 5 b.Entonces A es acotado superiormente y supA 5 supB.
21,. Sea a > 0, a 6= 1, α ∈ R. Demostrar que:

i) ĺım
n→∞

an = { 0 si a < 1+∞ si a > 1 , ii) ĺım
n→∞

nan = { 0 si a < 1+∞ si a > 1 ,

iii) ĺım
n→∞

nαan = 0 si 0 < a < 1.
22,. Demostrar los siguientes ĺımites:

ĺım
n→∞

n√a = 1 si a > 0, ĺım
n→∞

an
n! = 0.

23,. -a- ¿Puede ser ĺım
n→∞

anbn = 0 aunque ni {an}n∈N ni {bn}n∈N tengan lómite 0?-b- ¿Es posible que {anbn}n∈N y {an}n∈N sean convergentes si {bn}n∈N diverge?-c- Si {an}n∈N converge, ¿la sucesión {an+1 − an}n∈N converge a 0? ¿Vale el recóproco?
24,. Encontrar limite superior e inferior de las sucesiones:

*a* {(−1)n + 1
n

}
n
,

*b* {1
n + (−1)n

n2
}
n
,

*c* {2 + (−1)n
n + (−1)n+1

n+ 1
}
n
.

25,. Probar que si an < bn ∀n entonces:
(a) ĺım an 5 ĺım bn.(b) ĺım an 5 ĺım bn.

26,. Probar que para sucesiones acotadas {an}, {bn} vale
ĺım an + ĺım bn 5 ĺım (an + bn) 5 ĺım (an + bn) 5 ĺım an + ĺım bn.

Dar ejemplos donde las desigualdades sean estrictas.
27,. Probar que si ĺımbn = 0 entonces

ĺım {an + bn} = ĺım an, ĺım (an + bn) = ĺım an.

28,. Demostrar que ĺım (−an) = −ĺım an.
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29,. Sea {xn}n una sucesión de números reales. Mostrar la equivalencia con las definiciones:
- a - ĺım xn = l ∈ R si y solo si se verifican las siguientes dos condiciones:(i) dado ε > 0, ∃n ∈ N tal que ∀k ∈ N, k = n resulta xk < l+ ε.(ii) dados ε > 0 y un n ∈ N, ∃k ∈ N, k = n tal que l+ ε > xk .- b - ĺım xn = +∞ si y solo si dados M > 0 y n ∈ N,∃k ∈ N, k = n tal que xk > M .- c - ĺım xn = −∞ si y solamente si ĺım xn = −∞.- d - ĺım xn = l ∈ R si y solo si se verifican las siguientes dos condiciones:(i) dado ε > 0,∃n ∈ N tal que ∀k ∈ N, k = n resulta xk > l− ε.(ii) dados ε > 0 y un n ∈ N, ∃k ∈ N, k = n tal que l− ε < xk .- e - ĺım xn = −∞ si y solo si dados M > 0 y n ∈ N,∃k ∈ N, k = n tal que xk < −M .- f - ĺım xn = +∞ si y solamente si ĺım xn = +∞.

30,. ĺım xn es el mayor punto de adherencia de la sucesión real {xn}n y ĺım xn, el menor.(¿El conjunto de los puntos de adherencia de una sucesión de números reales es cerrado? ¿En cuál topoloǵıa?)
31,. Sean {xn}n una sucesión en R. Entonces,

- a - ĺım xn 5 ĺım xn.- b - ĺım xn = ĺım xn = l⇔ ∃ ĺım
n→∞

xn = l.
32,. Analizar la veracidad del siguiente enunciado: (( x es un punto de adherencia de la sucesión {xn}nde números reales si y solo si x es un punto de adherencia del conjunto de las imógenes de lasucesión.))
33,. Sea X ⊂ R.

*a* X es cerrado si y solo si X = X ∪ X ′.*b* X es abierto conexo si y solo si X es un intervalo abierto.
34,. Mostrar que x es un punto de adherencia del conjunto X ⊂ R si y solo si E∗δ (x) ∩ X 6= ∅, ∀δ > 0.
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