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1. EL SISTEMA DE LOS NUMEROS REALES

El sistema de los ntimeros reales esta caracterizado por ser un cuerpo ordenado y completo.
Veremos en esta seccién de manera precisa estos conceptos.

1.1. CuEerros

Definicion 1 Un cuerpo es una terna (F, +,) constituida por un conjunto F dotado de dos operaciones +
y - en F, denominadas respectivamente adicién y multiplicacion, que verifican los siguientes axiomas:

Axiomas de la adicién

A1 Propiedad asociativa: x,y,zeF=(x+y)+z=x+(y +2).
A2 Propiedad conmutativa: xyeF=x+y=y+x
A3 Existencia de elemento neutro para +:  IlelementoO e Ftg.xeF=x+0=0+x=x.

A4 Existencia del opuesto de un elemento:  x € F, 3! elemento —x € Ft.q. x + (—x) = (—x) + x = 0.

Axiomas de la multiplicacion

A5 Propiedad asociativa: x,¥,z€ F= (xy)z=x(yz).
A6 Propiedad conmutativa: x,yeF=xy=yux
A7 Existencia de elemento identidad para -: 3! elementoe € Ft.g. x e F = x-€ = €-x = X.

A8 Existencia del reciproco de un elemento: 0 # x € F, A elementox ' e Ftg xx ' =xlx=e

Axiomas comunes a la adicién y la multiplicacion
A9 Propiedad distributiva: x,y,zeF= (x+y)z=xz+yz

Los axiomas anteriores no son independientes unos de otros. Se puede comprobar facilmente
(hacerlo) la unicidad del elemento neutro y de la identidad y, ademads, al ser las operaciones
asociativas, la unicidad del opuesto y del reciproco de todo elemento del conjunto.

A partir de estos axiomas se deducen todas las leyes usuales de manipulacién de niimeros reales.
Veamos algunas de ellas.

Proposicion 1 Sea (F, +, -) un cuerpo, entonces

xeF=x0=0x=06.

ii) F no posee divisores del elemento neutro o cero, es decir quesix, y € F,entoncesx-y = 0 = x = Ovy = 0.
iit) Vale la regla de los signos: x,y € F = x-(—y) = (—x)y = —(x-y), de donde se obtiene que x,yy € F =
(—x)-(—y) = x-y, y en particular (—e)(—€) = €-€ = €.

iv) Six,y € F, entonces la suma x + (—y) serd simbolizada x — y y denominada diferencia entre x e 1. Si
y # 0 entonces el producto x-y~! serd simbolizado x/y y denominado cociente entre x e 1. Las operaciones

(v y) > x—y, (x,y) = x/y,

son denominadas sustraccion y division .
v) Six,yeF, entonces x> = y> x=yvx=—y.

Demos:i)x€ F—->x0+x=x0+x€=x(0+¢€)=x€=nx.

El resultado sigue de la unicidad del elemento neutro para la suma.
ii)Siy+#0,luegoxy=0—->0=0y ' =(xy)yl=xyy)=xe=xe=0=x=0.

iif) Siendo x-(—y) + x-y = x-((—y) + y) = x-0 = O resulta x-(—y) = —(x-y). En forma anéloga se
muestra que (—x)-y = —(x-y).

Usando el hecho que z € F = —(—z) = z, se tiene que (—x)-(—y) = —(x-(—y)) = x-(—(—y)) = x-y.
v) Observemos que x> = > < x> — > = (x —y)-(x +y) =0=x—y=0vx+y=0. m
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2 NUMEROS REALES FR-LM

Definicion 2 Un subcuerpo de un cuerpo (F, +, ) es un subconjunto H no vacio de F tal que munido de
las restricciones de las operaciones + y - a H, constituye un cuerpo.

Teorema 1 Si (F, +, -) es un cuerpo, un subconjunto no vacio H de F es un subcuerpo si y sélo si se verifican
los axiomas siguientes:

SC1 H es cerrado con respecto a las operaciones es decir: x,y e H=x+ye H A x-y € H.

SC2 H es cerrado con respectoala oposicion y alainversién,ie.xe H= —xe Hy0 # xe H=x"1 e H.

Corolario 1 Sea F un cuerpo, entonces:

a) La interseccion de cualquier familia no vacia de subcuerpos de F es un subcuerpo de F.

b) La interseccion Fo de todos los subcuerpos de F es el menor subcuerpo de F, en el sentido que si H es un
subcuerpo de F entonces Fy < H.

1.2. CUERPOS ORDENADOS

Definicién 3 Una relacién sobre un conjunto S es una relacion de orden si verifica las siguientes propie-
dades: Si x,y,z € S, entonces

(O1) Propiedad reflexiva: x < x;
(O2) Propiedad antisimétrica: XSYAysx=sx=y;
(O3) Propiedad transitiva: x<yany<z=z<z

Una relacién de orden sobre un conjunto S es una relacion de orden lineal si verifica que: Si x,y € S
entonces:
(O4) Propiedad de linealidad: x < y v y < x.

Definicion 4 Un subconjunto F* de un cuerpo F es un subconjunto de elementos positivos del cuerpo
F si verifica los siguientes axiomas.
i) Es estable con respecto a la adicién y a la multiplicacion:

x,ye F" =x+yeFt, xyeF".

ii) Se verifica el principio de tricotomia: si x € F entonces una y sélo una de las siguientes proposiciones es
verdadera:
x=60, xeF", —xeF".

Nota 1 Sesimboliza F~ := {x € F : —x € F"}. De este modo el axioma ii) indica que {{0},F*,F~} es una
particion del conjunto F. Se dice que F~ es el conjunto de elementos negativos del cuerpo F.
Se tiene que

xeFarx#0=x*ecF".

En efecto pues, si x € F*, por el axioma i) se tiene que x-x € F* y si x ¢ F*t, entonces al ser x # 6, por el

axioma ii) resulta —x € F* y asi x> = (—x)(—x) € F*. En particular se tiene que € = - = € € F'.

Definicién 5 Sea F* un subconjunto de elementos positivos del cuerpo F, se define la relacion < en el
conjunto F de la siguiente manera
x<y<ey—xeF,

en tal caso se dice que x es menor que y. La relacion inversa se simboliza >, y se dice que y es mayor que X.
En particular se tiene que
Ft={xeF:0<x}, F ={xeF:x<0}.

La relacién recién definida posee propiedades de las que se deducen todas las leyes usuales del
célculo con desigualdades entre ntimeros reales. Veamos algunas.

2 E.M.Mancinelli - M.E.Alvarez EMM (2018)



FR-LM Numeros reales 3

Proposicién 2 Sea F* un subconjunto de elementos positivos de un cuerpo F, entonces la relacion < que
él determina verifica las siguientes propiedades. Siendo x, v,z € F se tiene

i) Propiedad transitiva: X<yny<z=x<az

ii) Propiedad de tricotomia: una y sélo una de las siguientes proposiciones es verdadera

x<y x=Yy Yy<x

iit) Monotonia de la adicion: x <y < x +z <y +z
iv) Monotonia de la multiplicacion: x < y A0 <z=xz<yz, x<yarz<0=yz<xz
v) O<x<y=yl<xL

Demos: i) Por la definicién de < y usando el axioma i)
x<yary<z=y—-xeF  rz—yeF =z—x=0z-y)+(y—x)eFr=x<z
ii) El resultado surge de lo que sucede con las proposiciones
y—xeFt, y-x=6, x—y=—-(y—x)eF".
iif) Se tienen las siguientes equivalencias
x<ysy—-xeFte (y+z)—(x—z)=y—xeFresx+z<y+z
iv) La primera proposicién sigue de usar el primer axioma, pues
x<yrb<z=y—xeF" rzelf=yz—xz=(y—x)zeF" =xz<yz

La segunda desigualdad es andloga.
v) Veamos primero que el reciproco de un elemento de F* es un elemento de dicho conjunto. En
efecto pues

0<z=0=0(z1)2<z(@EzH?=z"1

Ahora, puesto que 0 < x 'y 0 < y~! resulta O < x~1-y~! y en consecuencia

-1 1

x<y=x@alyH<yxlyH=yt<x?

como querfamos demostrar. =

La relacién < definida en el cuerpo F a partir del conjunto de elementos positivos F* no es
una relacién de orden, pues si bien verifica las propiedades antisimétrica y transitiva, no verifica,
debido a la propiedad de tricotomia, la propiedad reflexiva.

Definicién 6 Un cuerpo ordenado es un par (F, <) constituido por un cuerpo F y una relacién < sobre
el conjunto F tales que
a) La relacion < es una relacion de orden lineal sobre F, i.e. x, y,z € F entonces

(CO1) Propiedad reflexiva: x <y,

(CO2) Propiedad antisimétrica: x <y Ay <x=x =,

(COB) Propiedad transitiva: x <y ny <z=x <z,

(CO4) Propiedad de linealidad: x,ye F =>x <y vy <x

b) La relacién < es compatible con la estructura de cuerpo de F, en el sentido que si x,y,z € F entonces
(CO5) Monotonia de la adicion: x <y =x+z <y +z,
(CO6) Monotonia de la multiplicacibon x < y A 0 <z = x-z < y-z.

EMM (2018) E.M.Mancinelli - M.E.Alvarez 3



4 NUMEROS REALES FR-LM

Definicién 7 Sea F* un subconjunto de elementos positivos de un cuerpo F y < la relacién de menor que
él determina sobre F. Se define la relacion < sobre el conjunto F del siguiente modo, para x,y € F

xSysx<yvi=y,
en cuyo caso se dice que x es menor o igual que y (o bien que y es mayor o igual que x).

Teorema 2 Sea F* un subconjunto de elementos positivos de un cuerpo F y < la relacion de menor o igual
que €l determina sobre el conjunto F. Entonces el par (F, <) constituye un cuerpo ordenado

Puede demostrarse el resultado reciproco de este teorema es decir que si (F, <) es un cuerpo
ordenado entonces el subconjunto {x € F : O < x A 0 # x} constituye un subconjunto de elementos
positivos del cuerpo F. Demostrar ambos resultados.

1.3. Los MULTIPLOS DE UN ELEMENTO DE UN CUERPO

Definicién 8 Sea F un cuerpo, siendon € Z.y x € F se define el elemento nx € F del siguiente modo

9, n = O/
B X, n=1,
= (n—1)x +x, n>1,
—((—n)x, n <0.
De la definicién anterior se obtiene que
ne”Z,xe€F= —(nx) = (—n)x, neZ = no=0.

Lema 1 Sea F un cuerpo, paran,m € Z.y x,y € F se tiene que

i) (m+n)x =mx+ nx, iit) m(—x) = (—m)x = —(mx), ©v) m(xy) = (mx)-y
ii) m(x+y)=mx+my, iv) n(mx)= (nm)x.

Demos: Se ve facilmente que los resultados son validos para los casosn = 0,m =0ox =0,y = 0.
Veamos las demostraciones para el caso en que m # 0 # n.

i) En el caso que m y n sean enteros positivos el resultado se prueba por induccién. Fijado m € Z
probemos (m + n)x = mx + nx. Para n = 1 vale, veamos que si vale para k vale para k + 1.

(m+(k+1)x=((m+k)+1)x=(m+k)x +x=(mx+kx)+x=mx+ (kx +x) = mx + (k+ 1)x.
Enelcasoenquem < 0yn <0, entonces m +n < 0, de donde
(m+n)x = —[(=(m+n))x] = =[((=m)+(—n))x] = =[(=m)x+(—n)x] = = [(=m)x]+ [ ((—n)x)] = mx+nx

En el caso en que m < 0y n > 0 debemos analizar dos casos:
e Si |m| < n, se tiene

(m+n)x =0+ (m+n)x = (mx+ (—m)x) + (m+ n)x = mx + ((—m)x + (m + n)x) = mx + nx.
e Si |m| > n entonces
(m+n)x=m+n)x+6=m+n)x+ ((—n)x +nx) = ((m+ n)x + (—n)x) + nx = mx + nx.

i) En el caso en que m sea un ntimero entero positivo el resultado se demuestra por induccién. Si
m es un ndmero negativo, se aplica la definicién y el resultado ya demostrado.

iif) A partir de las igualdades 6 = n9 = n(x + (—x)) = nx + n(—x) se obtiene que n(—x) = —(nx).

iv),v) Las demostraciones son similares a lo hecho hasta acd. Hégalo. ]

4 E.M.Mancinelli - M.E.Alvarez EMM (2018)
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1.4. CUERPOS ORDENABLES

Hemos mencionado que una condicién necesaria y suficiente para que un cuerpo F sea ordenable
(es decir que exista una relacién de orden lineal sobre el conjunto F compatible con su estructura
de cuerpo) es que el mismo posea un subconjunto de elementos positivos. La respuesta a si esto
siempre es posible de encontrar es negativa.

Teorema 3 Si (F, <) es un cuerpo ordenado entonces F es un conjunto infinito.
Demos: Segtin vimos se tiene que 0 < €, y asi por induccién se obtiene que
nelN = ne < (n+1e.

De este modo se tiene que m # n = me # ne, entonces el conjunto {ne : n € N} es un subconjunto
infinito de F y en consecuencia resulta F un conjunto infinito. ]

Corolario 2 Todo subcuerpo de un cuerpo ordenado F es un conjunto infinito.

Esteresultado muestra que si F es un cuerpo finito no es ordenable, i.e. no existe ninguna relacién
de orden sobre F que sea compatible con su estructura de cuerpo. Veamos que esto también puede
suceder aun en el caso de que F sea infinito.

Proposicion 3 El cuerpo C de los niimeros complejos no es ordenable.

Demos: Supongamos que sea < un orden cualquiera sobre el conjunto C compatible con su estruc-
tura algebraica, en este caso se tiene que 0 = (0,0) y € = (1,0). Se tiene

0 = (0,0) < (0,—1)% = (0,—1)(0,—1) = (0,1)(0,1) = (—1,0) = —(1,0) = —¢,

contradiciendo el hecho que probamos que 0 < €.
En consecuencia queda demostrado que la relacién de orden no es lineal. m

1.5. CARACTERIZACION DEL SUBCUERPO RACIONAL DE UN CUERPO ORDENADO F
Definicion 9 Sea (F, <) un cuerpo ordenado, al menor subcuerpo de F se lo denomina subcuerpo racional

del cuerpo F. Se simboliza el subcuerpo racional de un cuerpo F como Fy.

Observemos que al ser Fy un subcuerpo de F, entonces por ser Fy cerrado respecto de la adicién
y la oposicién resulta
{ne:neZ} < Fy.

Ademads si 0 # n,m € Z entonces Fy contiene la solucién de la ecuacion
(ne)x = me,
. . Y . . me )
que siempre existe y es tinica, y que simbolizamos me/ne = —. Por lo tanto se tiene que
ne
{me/ne :m,ne Z,n+ 0} < Fy.
1 Valen las siquientes propiedades

Oe le
e V1~

)

€.

(km)e  me
(kn)e ~ ne’

b) Sim,n # 0 € Z, entonces 0 £ k € Z =

EMM (2018) E.M.Mancinelli - M.E.Alvarez 5



6 NUMEROS REALES FR-LM

. me  re
c)Sim,r,n #0,s # 0 € Z, entonces — = — < ms = nr.
ne  se

) me

d) Szm,n;tOeZ,entoncesE =0<em=0.
. me

e) Sim,n # 0 € Z, entonces e <0< mn>0.

El siguiente teorema caracteriza el subcuerpo racional Fy de un cuerpo ordenado (F, <), mos-
trando que sus elementos son los recién presentados.

Teorema 4 Sea (F, <) un cuerpo ordenado, entonces el subcuerpo racional Fy de F es el conjunto
Fo = {me/ne :m,n + 0 € Z}.

Demos: Por las consideraciones anteriores basta ver que este conjunto es un subcuerpo de F. Para
ello usemos el resultado presentado en el Teorema 1, de este modo tenemos que probar:

me re  (ms+nrle

2 ne se  (ns)e ' 2 ne  ne
b)ﬂSE:“WF d)m¢0©GEyZJE
ne se  (ns)e ne me

Veamos a), para ello basta considerar

(ns)e: (% + g) = (ns)e: (% + %) =(ns)e- ((les))ee + (ns)e- (nr)e = (ms)e + (nr)e = (mx+nr)e.

Para el caso b) la igualdad que se debe usar es

(ns)e-(ﬁ-f) =s(ne)-<ﬁ-f) = (s(ne)-@> RASI ((ne)-ﬁ> € —s(me)-g =m(se)~£ =m(re).

ne se ne se nel se nel se

Para la prueba de c¢) y d) deben usarse

me (—m)e (mn+ (—m)n)e Oe
e ne (nn)e " (nn)e %

ne me (mn)e le

me ne  (mne  le .

Quedando asi demostrado el teorema. m

Corolario 3 El subcuerpo racional de un cuerpo ordenado es un conjunto numberable.

1.6. ISOMORFISMO ENTRE SUBCUERPOS RACIONALES

A partir de la demostracion del tltimo teorema vemos que estd justificado el nombre de cuerpo
racional ya que el mismo acttia de manera similar al subcuerpo Q de los reales, cuyos elementos
se expresan como un cociente de nameros enteros.

Definicién 10 Sean F y G dos cuerpos ordenados, una aplicacion biyectiva ¢ : F — G es un isomorfismo
si y sélo si se verifican los siguientes axiomas:

Dx,yeF=ox+y)=px)+e),

i) x,y € F = @(x-y) = ¢(x)-¢(y),

iif)x,ye Fax <y = @) <o(y),
Dos cuerpos ordenados F y G se dicen isomorfos si existe algiin isomorfismo ¢ : F — G.

6 E.M.Mancinelli - M.E.Alvarez EMM (2018)
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Notemos que puede verificarse que dados dos cuerpos ordenados F, G una aplicaciéon ¢ : F — G
es un isomorfismo si su inversa lo es. Ademads se comprueba facilmente que la composiciéon de
isomorfismos es un isomorfismo, con lo que se obtiene que, en el conjunto de todos los cuerpos
ordenados, la relacién de isomorfismo es una relacién de equivalencia.

Proposicion 4 Sean F y F dos cuerpos ordenados, si Fo y Fy son sus respectivos subcuerpos racionales,
entonces los cuerpos Fo y Fo son isomotfos.

Demos: Sean € y € los elementos unidad de los cuerpos F y F respectivamente, basta demostrar que
la aplicacién
®: Fp — F

wo (e =

es un isomorfismo.
La aplicacion @ es biyectiva: la sobreyectividad es inmediata y para la inyectividad se tiene que

me re mé  ré me  re
(D(_):q)(_)<:>_~:_~<:>msz1’lr<:>—:—_
ne se né  sé ne  se

Ademas en lo concerniente a las operaciones se tiene que

me  re ms + nr)e m+ms)é  mé ré me re
Q1 L 1) g (L ime) (P IE_ mE L g2 o)
ne  se (ns)e (ns)é né = sé ne se
De manera andloga se tiene que
me re me re
P(—  —) =D(—) - D(—).
(ne se) (ne) (se)

Falta solamente verificar el axioma iii) de isomorfismo para ello notemos que

me  re re me (rm—ms)e mé  ré me re

—<—e———=——"-"">0s(m-ms) >0 — < =< d(—) <D(—),

ne  se se€  ne nse né  sé ne s€
como querfamos demostrar. u

Corolario 4 Sea F un cuerpo ordenado, entonces su subcuerpo racional Fy es isomorfo al cuerpo Q de los
niimeros racionales.

1.7. CUERPOS ORDENADOS COMPLETOS

Cuando se estudia la estructura de los ntimeros reales, ademds de los axiomas de cuerpo y
de orden también se estudia el axioma de completitud , estrechamente ligado a la estructura
topolégica de dicho espacio.

NoCION DE SUPREMO DE UN SUBCONJUNTO DE UN CUERPO ORDENADO

Definicién 11 Sea F un cuerpo ordenado y X un subconjunto no vacio de F.

Se dice que X es acotado superiormente si existe un elemento b € F tal que xeX=x<b

Se dice que X es acotado inferiormente si existe un elemento a € F tal que xeX=a<x

Se dice que X es acotado si es acotado superior e inferiormente, i.e. si existen elementos a,b € F tales que
xeX=a<x<bh

EMM (2018) E.M.Mancinelli - M.E.Alvarez 7



8 NUMEROS REALES FR-LM

Un subconjunto X de un conjunto ordenado estd acotado si estd contenido en un intervalo [a, D]
o en forma equivalente si existe un elemento k € F tal que

xeX = |x| <k

Definicién 12 Sea F un cuerpo ordenado y X un subconjunto no vacio y acotado superiormente de F.

Un elemento s € F es un extremo superior o supremo de X si es la menor de las cotas superiores de X, i.e.
si se verifican los siguientes axiomas:

i) s es cota superior del subconjunto X: x € X = x <s.

if) Si b es una cota superior del subconjunto X entonces s < b.

Se simboliza el supremo del conjunto X como sup(X).

Notemos que la condicién ii) puede interpretarse como que ningtin elemento menor que s puede
ser cota superior de X, i.e.

Sic < sluego existe x € X tal que c < x <.
Otro modo de expresar esta tiltima condicién es la siguiente

Vp e Fexisteunx e X talques — p < x <s.

Definicién 13 Sea F un cuerpo ordenado y X un subconjunto no vacio y acotado inferiormente de F. Un
elemento i € F se denomina el extremo inferior o infimo si es la mayor de las cotas inferiores de X, i.e. se
verifican las siguientes propiedades

i) i es una cota inferior del subconjunto X: x € X = i < x.

if) Si a es una cota inferior del subconjunto X entonces a < i.

Se simboliza al infimo como inf(X).

Analogamente a lo acotado para el supremo puede mostrarse que la segunda propiedad puede
reformularse como: ningtin niimero mayor que i puede ser cota inferior de X, i.e.

Sii < cluego existe x e X tal quei < x <c.
De manera equivalente

VpeFrexisteunx e Xtalquei <x <i+p.

Definicién 14 Sea F un cuerpo ordenado y X un subconjunto no vacio de F. Se dice que el elemento m € X
es el mdximo de X si es el mayor elemento, i.e.

xeX=x<m,

en otras palabras, cuando m es una cota superior de X perteneciente a dicho conjunto.

Resulta evidente que si X es un subconjunto no vacio de un cuerpo ordenado F que posee
maximo m entonces el conjunto X es acotado superiormente y su supremo es .

Ejemplo 1 Se demuestra ficilmente que los intervalos [a,b] y [a,b) son subconjuntos acotados superior-
mente, que ambos admiten como cotas superiores los elementos del conjunto {x € F : b < x} y por lo tanto b
es el supremo de los dos intervalos. Ademds b = max([a, b]) mientras que [a, b) no tiene mdximo.
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EL AXIOMA DE COMPLETITUD

Segtin mencionamos en el ejemplo anterior existen subconjuntos acotados superiormente de
un conjunto ordenado que no poseen elemento méximo, pero que si poseen supremo. Nos pre-
guntamos si todo subconjunto acotado superiormente posee un supremo. La respuesta general a
esta pregunta es no. Veremos un resultado donde efectivamente esto no sucede.

Teorema 5 El siquiente subconjunto del cuerpo de los niimeros racionales Q
X={peQ:0<pArp*<2}
es acotado superiormente y no posee supremo.

Denos: Observemos que 0 < p A p> < 2 = p < 2, luego X es un conjunto acotado superiormente.
Supongamos que X posea supremo m € Q. Por el principio de tricotomia, debe verificarse una de
estas proposiciones:

m* =2, m*eX;={peQ:p* <2}, m*eX,={peQ:2<p*.

Veamos en primer lugar que m? # 2. Si sucediera esto tendrfamos que p = %, con m,n € Z no
ambos pares. Entonces se tendria que

m? = 2n?.

2 serfa un nimero par de igual modo m seria un ntimero par y por lo tanto que

Esto muestra que m
m? es divisible por 4. De aqui tendriamos que 212 es divisible por 4 y por lo tanto que 7? es un
numero par, de donde n serfa par contradiciendo nuestra hipétesis.

Para demostrar lo que falta consideremos para cada ntimero racional p > 0

p2—2_2p+2 5 _2(p2—2)

—p— - —2=C = 1
T=p p+2 p+2 - 7 (p +2)? M

Si suponemos que p € X1, i.e. p> —2 < 0, surge de la primera igualdad anterior que p < 7ty de la
segunda que 7> < 2, luego p no puede ser cota superior del conjunto X. Luego toda cota superior
del conjunto X debe estar en X,. Ademds como

peXzAxeX:>x2<2<p2=>0<p2—x2=(P+x)(P—x):>P_x>0

se tiene que todo p € X; es cota superior del conjunto X.
Para terminar basta ver que el conjunto X, no contiene un menor elemento, esto pues si

peXo= pz —2>0
y de la primera igualdad en (1) se obtiene que 7 < p y de la segunda que 7> > 2, es decir que 7 es

una cota superior de X y por lo tanto p no puede ser el supremo de X;. Luego de existir el supremo
no satisface el principio de tricotomia, lo que es un absurdo y queda demostrado el resultado. =

Definicién 15 El Principio del extremo superior. Se dice que un cuerpo ordenado F es completo si todo
subconjunto no vacio de F acotado superiormente posee supremo.

Lema 2 Si F es un cuerpo ordenado completo entonces todo subconjunto no vacio del cuerpo F acotado
inferiormente posee infimo.

EMM (2018) E.M.Mancinelli - M.E.Alvarez 9
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Demos: Sea & # X < F acotado inferiormente, definimos el conjunto
—X={xeF:—-xeX}

Es inmediato verificar que —X es un subconjunto no vacio de F, acotado superiormente. La
completitud de F asegura la existencia del supremo de dicho subconjunto. Demostrando que

inf(X) = —sup(—X),
la prueba queda completa. m

Veamos a continuacién algunas propiedades de los cuerpos ordenados y completos.

Teorema 6 Sea F un conjunto ordenado y completo, entonces:

i) El conjunto N = {ne : n € IN} no es acotado superiormente.

ii) El infimo del conjunto X = {le/ne : n € N} es 0.

iii) El Principio de Eudoxo-Arquimedes: Dadoa € F* y b € F, existe un n € IN tal que b < na.

Demos: i) Siendo & # N < F, éste cuerpo ordenado y completo, si N fuese acotado superiormente
tendria un supremo. Supongamos que sea n = sup(N), se tiene entonces que s — 1€ no es cota
superior de N y por lo tanto existe un n € IN tal que s — 1€ < neg, luego

s=(s—1le)+le<ne+1le=(n+1e.

Como (n + 1)e € N, la desigualdad anterior indica que s no es cota superior de N por lo tanto s no
puede ser el supremo del mismo.

if) Claramente O es una cota inferior de X, basta ver que es la mayor y para ello veremos que si
¢ € F luego c no es cota inferior de X.

Como 0 < ¢ por lo visto en 7) se tiene que existe un n € IN tal que

_ ne
0<c l<n<—::—,

le

entonces
le ne. _4

= (E) <(chH =g

ne
luego ¢ no es cota inferior de X.
iif) Por lo visto en i) existe un n € IN tal que

a lb < ne,

entonces se tiene que
b =a-(a"'b) < a-(ne) = n(ae) = na.

De este modo queda demostrado el teorema. m

El siguiente es un resultado debido a Georg Ferdinand Ludwing Philipp Cantor (1845 Saint
Petersburgo - 1918 Halle).

Teorema 7 El principio del encaje de intervalos cerrados

Sea F un cuerpo ordenado completo, si {[ay, bn]}fzl es una sucesion de intervalos cerrados encajados, i.e.

tales que
[a1,b1] 2 [a2,b2] 2 [a3,b3] 2 - -+ 2 [an, by] 2 [ap41,bps1] 2+,
Entonces
©¢]
a) ﬂ [an,bn) # 5.
n=1
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b) Ademads, si inf{b, — a, : n € N} = 0, entonces existe & € F tal que

ﬂ [an,bn] = {&}.

Demos: a) A partir de la sucesion de intervalos podemos obtener las sucesiones {a,};” | y {bu},”
tales que
A <ap <o Sy Sdpyp < o Sbpy1 S by <by < br

Veamos que para n,m € IN se tiene que a, < by,. De no se asi existen 1y, mg € IN, supongamos que
ng < my tales que by, < ay,, luego a,,, < by, < a,, lo que es una contradiccién con el hecho que la
sucesion {a,}° | es creciente.

El conjunto {a,}’ ; es acotado superiormente, luego como F es un cuerpo ordenado completo
existe s, = sup{a,} , siendo a, < s,,Vn € IN. Ademads por ser cada b,, cota superior de {a,} " ,
resulta s, < b, Vn € IN.

Por otro lado {bn}zo:l es acotado inferiormente, tiene infimo y se verifica a, < s, < b,,Vn € IN.
Resumiendo se tienen las siguientes desigualdades

a, <S8, <sp, <by,VnelN,

con lo cual resulta [s,, sp] < [an, by], V1 € N y asi

0
@ Sazsh - ﬂ an/
n=1

Se tiene entonces que 0 < s, — s, < b, —a,,Vn € N, luego s, — s, es cota inferior de {b,, — a,,}*
con lo cual es menor que infimo, de donde si éste es O se tiene

n=1’

Qgsx—sagQ:>Sb—s,1:6:>Sb:Sa:CE,

como queriamos probar. m

Teorema 8 Sea F un cuerpo ordenado que verifica el ppio. de Eudoxo-Arquimedes y el ppio. del encaje de
intervalos cerrados, entonces F es un cuerpo ordenado completo.

Demos: Sea & # X < F acotado superiormente, queremos ver que existe & € F : £ = sup(X). Sea
M = {m e F : m es cota superior de X} = {me F: m > x,Vx € X}.

Seabe Mya e X tijos. Consideremos la siguiente sucesion de intervalos cerrados en F. Paran € IN
se tiene que 2= - > 0y ademds b — a < 0, luego por el ppio. de Eudoxo-Arquimedes, existe m € IN
tal que

b—a<m£:>b<a+m1—€
2he 2ne

de donde resulta a + my< = cota superior de X, pues b lo era.
Para n fijo elegimos

le .
pni=min{me N:a+ m% es cota superior de X},

entonces

le
El—l-}?nﬁ >x,Vxe X
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ya+ (pn — 1)2% no es cota superior de X, luego existe xo € X tal que a + (p, — 1)2&
Con51deremos los intervalos

g < Xp.

le
Iﬂ - [an,bn] = [a + (p 1)271 7 +pnﬁ],n = 1,2,...

I, n X # &, pues para cada n estd el xp que mencionamos recién.
Se observemos que p,11 = 2p, o bien p,+1 = 2p, — 1. Esto pues

le _5 le
Proie = an”“e'

luego a + 2p, 5 sni12 s cota superior de X'y py11 < 2pn. Por otro lado

le le
(p 1)21’1 (an - 2) 2n+1€/

con lo cual a + (2p, — 2) 2,,1f1 no es cota superior de X, y resulta 2p, — 1 < pp41.

Si se tiene que p,11 = 2p, resulta

le le €
A+ Prtlsa. on+le 2Pn S on+le TPy one’

es decir que b,41 = by, i.e. los extremos derechos de I, y de I,, ;1 coinciden. Ademas

1 le le 1 le le le
ap =a+ (pn — )zne—a+pn2n€ 2T<a+pn2n€ m:ﬂn+1.
Si se tiene que p,11 = 2p, — 1 resulta
le le le
+ (pn+l — 1)m =a+ (2pn -1 1)2n+1€ =a+ (pn — 1)%,

es decir que a,41 = a;, i.e. los extremos izquierdos de I, y de I,,;1 coinciden. Ademas

le le

le 1 le b
P T T LA T

bpy1 = a+ pui1

En consecuencia en ambos casos resulta I,, 1 < I,;, siendo {In}:;o:1 un encaje de intervalos cerrados
en F. Ademads se tiene que

le le le

le
bn—an:a+pn%—a+(p 1)2n€ e < o

con lo cual in]lfI {b, —a,} = 0. Luego por el ppio. del encaje de intervalos cerrados se obtiene que
ne

existe un unico elemento & € F tal que {&} = () L.
n=1
Falta por demostrar que efectivamente & es supremo del conjunto X. Veamos primero que es una

cota superior, de no serlo existiria un elemento xp € X tal que 0 < xp — & entonces existe n € IN tal
que

le < le le ex_&
2% ne ’
yen consecuencia
Pn€ (pn —1)e 1€ (pn — 1)e
ﬂ+%=H+T€+%<(H+T€—§)+x<X
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€ . . .
en cuyo caso el elemento a + ’”2”")6 no seria una cota superior del conjunto X, lo que es una contra-

diccién por construccion.
Finalmente para ver que ¢ es supremo de X, supongamos que no lo es. Luego existe un elemento

y e Mtal que y < &, con lo que existirfa un n € N tal que 2 < & — y, y como & € I, resultaria

(pn — 1)e pu€  le Pn€
T T T A DL Ul g
en cuyo caso el elemento a + (p”zn;l)e serfa una cota superior de X contradiciendo una vez su

construccion. ]

DENSIDAD DEL SUBCUERPO RACIONAL EN UN CUERPO ORDENADO Y COMPLETO

Es muy importante el siguiente resultado que presentamos sin demostracién, la misma puede
verse en [5]

Teorema 9 Un cuerpo ordenado y completo es un conjunto infinito no numerable.

Proposicién 5 Sea F un cuerpo ordenado completo y sea Fo su subcuerpo racional. Si x,y € F son tales
que x < y entonces existe unr € Fo tal que x <r < y.

Demos: Se tiene que 6 < y — x, ademads como 0 < € por el axioma de Eudoxo-Arquimedes se tiene
que existe ng € IN tal que € < n9(y — x) o lo que equivalente que

le
n—0€<y—x. (2)

Supongamos que y > 0. Por Eudoxo-Arquimedes, existe m € IN tal que

<m—-.
Y nope

Sea entonces 71 = min{m € N : y < m%} Vale entonces que (11 — 1)% <y< ﬁa% y por (2),
resulta
le _1le le . le
X<y——<m——-—=(m-1)— <uy.
no€ no€ np€ no€e

En el caso 0 > y serfa 0 < —x y por Eudoxo-Arquimedes podemos asegurar que existe un m € IN

tal que

le
—x < m—.
no€
5 — 7 . le 5 z . le
Sea ahora m = min{m € N : —x < m;=}. Vale que (1 — 1)min{m € N : y < m;%} < —x <
~ P . le .
mmin{m € N : y < m; <}y usando nuevamente (2) se obtiene que

le _1le le B le
—y<x——<Mm——-——=m-1)— < —x,
nop€ nop€ noe no€
es decir x < (1 —17i1)1£ < y como queriamos probar. n

npe

Recuperamos para los cuerpos ordenados completos la propiedad que ya conociamos para el
subcuerpo racional de los reales. Veamos ahora un resultado que muestra que los elementos no
racionales también son densos en el cuerpo.

Corolario 5 Sea F un cuerpo ordenado y completo y Fo su subcuerpo racional, si x,y € F tales que x < y
entonces existe z € F\Fq tal que x < z < y.
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Demos: Sean p, q € Fy tales que x < p < g < y, esto es posible debido al teorema precedente. Como
F es un conjunto no numerable y Fy lo es resulta F\Fy # J, luego sea 0 < w € F\Fy. Por el axioma
de E-A existe unn € N, tal que w < n(q — p), entonces, simbolizando z = p + %w resulta x € F\Fy
yademds g <z < q. n

El resultado fue enunciado para cuerpos ordenados completos pero es vélido para cualquier
cuerpo arquimediano (cuerpo ordenado que verifique E-A), en cuyo caso para el corolario debe
agregarse la hipétesis F\Fy # (.

UNICIDAD Y EXISTENCIA DE LOS CUERPOS ORDENADOS Y COMPLETOS

Teorema 10 Si F y G son dos cuerpos ordenados y completos luego son isomorfos.

Este resultado, si bien no establece la unicidad de los cuerpos ordenados y completos, nos permite
considerarlos como idénticos a través de la existencia de un isomorfismo que los vincula.
La demostracién, que omitimos, sigue el siguiente esquema:

a) Se construye un isomorfismo entre los subcuerpos racionales respectivos Fy y Gy, la existencia
de este isomorfismo fue establecida en la Proposicion 4.

b) Se extiende dicho isomorfismo a todo el cuerpo F utilizando argumentos de densidad,
haciendo uso de la densidad del subcuerpo racional Fp en F.

Esta nocion de unicidad nos permite introducir la siguiente:

Definicién 16 Se denomina cuerpo de los miimeros reales y se simboliza R, al cuerpo ordenado y
completo, cuyos elementos son denominados niimeros reales.

Para demostrar la existencia de un cuerpo ordenado y completo es necesario describir explici-
tamente uno de ellos a partir de elementos ya definidos, por ejemplo los ntiimeros racionales. En
dicho caso, los elementos del cuerpo ordenado y completo serdn ciertos subconjuntos de ntimeros
racionales y en él se definiran operaciones de adicién y multiplicacién y una relacién de orden que
verifique los axiomas correspondientes.

Existen diferentes construcciones basadas en estas ideas aparecidas de modo independiente en la
segunda mitad del siglo XIX, por Weierstrass (1869), Dedekind (1872) y Cantor (1872). Nosotros
consideraremos la construccién de cortaduras de Dedekind.
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1.8. REPRESENTACION DECIMAL DE LOS NUMEROS REALES

Recordemos
Definicién 17 Dado x € R se define como parte entera de x como el tinico entero tal que [x] < x < [x]+1

Para la representacién decimal de un ntmero real podemos reducir el andlisis a 0 < x < 1 pues
0<x—[x] <1lyx=[x]+ (x—[x]). Simbolizamos con D = {0, 1, - - - , 9} el conjunto de los digitos.

Proposicion 6 Dado x € [0,1) existe una sucesion {x,} < D, tal que
0¢]
Xn
M-
n
=10
Demos: Probamos que existe una sucesién {x,} < D que verifica

X e |
0< )~ <x< Y, 0+ ———.
Z 10" 10" 10m
n=1 n=1
m
En este caso, Vn € IN, se tiene que 0 < x — ] 73 < 18,,1 y luego resulta que

n=1

La sucesién se obtiene por recurrencia.
Paso 1): Sea x; = [10x], se tiene que al ser 0 < 10x < 10 — x7 € D. Ademas

x1+1
<10 1= < .
X < X1 + =>10 x < 0

Paso 2) Habiendo obtenido x; € D que verifica la ultima desigualdad, i.e. 0 < 10(x — §) < 1, se
define

Xp = [102(x - %)]

Resulta x, € D y ademas

X1 X2 X1 x+1
1 — <

)<t :10+102 2<70 " 1,

Paso m): En general, una vez obtenidos {x1,x2 - -+ ,x,,—1} < D tales que verifican

Xy < 102(x

mly 1
<x— S
0<x 10" = 10m-1’
se define
m—1 ”
n
n=1
Resulta x;, € D y ademads
m—1 x m x m—1 x X, 4+ 1
n n n m
xm<10m(x—n:1w)<xm+1:nzzllﬁ<x<Z10” T
como querfamos demostrar. n

Definicion 18 Dado un niimero real x € [0, 1] se denomina representacion decimal de x a toda sucesion
{x, < D} tal que

Usualmente se nota 0, x1x3X3 +++ Xy - - *

EMM (2018) E.M.Mancinelli - M.E.Alvarez 15



16 NUMEROS REALES FR-LM

UNICIDAD DE LA REPRESENTACION DECIMAL?

Si modificamos ligeramente la definicién de parte entera de un ntimero real x y lo tomamos
como el tinico ndmero entero [x] tal que [x] < x < [x] + 1 puede probarse siguiendo los pasos de
la demostracién anterior, la existencia de una sucesién {&,} < D tal que Vm € IN se tiene que

&, - & 5n+1
2, 30r <% ET T

Resulta entonces que 0,&1&2 - -+ es una nueva representacion decimal del ndmero x, la cual en
principio no tiene por qué ser igual a la ya obtenida. Por lo tanto, en principio, podemos afirmar
que la representacién decimal de un ntimero real no es necesariamente tinica. Para analizar esta
situacién veremos si existen ntimeros reales con mas de una representacién decimal y dicho caso
que caracteristicas tienen dichas representaciones.

Supongamos que existe x € [0, 1] que admite 2 representaciones decimales diferentes {x,} y {}.
Sin pérdida de generalidad supongamos que existe m e N talque £, = x,,Vn =1,--- ,m—1y que
Em < Xm.

Por la definicién de representacién decimal de x se tiene que

n=1 10 n=1 10’
de donde resulta que
w3 e 3 e § S
n=m+1 n=m+1 n=m+1

Como los xy, &, € D se tiene que 1 < (x),, — Em ¥ que |Ey — Xy| < 9 sin > m, en consecuencia

o0 o
En — Xn ‘5 1
Z 10" S Z 10" <9 2 10n = 1om
n=m+1 n=m+1 n=m+1

Se ha obtenido entonces que

o0
L<my =& =10" Y Sy

n=m+1

y esto ocurre si y s6lo si se verifican simultdneamente las condiciones siguientes:

o Xy —ém=1

em<n=& —x,=9=>x,=0n¢&,=09.
En conclusién probamos que si x € [0, 1] tiene dos representaciones decimales entonces se tiene
que para algin m € N es

m
Como »; 10" "x, € N, resulta que debe ser x un nimero racional cuya representacion irreducible
n=1
posea denominador con tnicos factores primos a lo sumo 2 y 5. Ademads dichos ntimeros aceptan

tnicamente dos representaciones decimales diferentes dadas por

0, x1x2 - - - x,0000 - - -, y 0,x1x2 -+ (%, — 1)9999 - - -

Notemos que la primera representacion es la obtenida a partir del procedimiento utilizado en la
Proposicién 6, mientras que la segunda se obtiene a partir de la definicién de [x|. Luego dichos
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procedimientos pueden considerarse los tinicos para la obtencién de la representacién decimal
de los ntiimeros reales del intervalo [0, 1), salvo para los nameros racionales cuya representacion
irreducible posee un denominador cuyos tinicos factores primos son, a lo sumo, 2 y 5, en cuyo caso
estos 2 métodos dan las 2 tnicas posibles representaciones decimales.

Una vez seleccionado uno de los procedimientos para la obtencién de la representacion decimal
de los nimeros reales del intervalo ‘[0, 1), queda determinada una aplicacién entre dichos nameros
y las sucesiones de digitos. La definicién de representaciéon decimal de un ntimero real muestra que
esta aplicacién de inyectiva. Notemos ademds que, fijado un procedimiento quedan sucesiones
fuera del recorrido de la aplicacién, a saber las sucesiones tales que a partir de un cierto término son
todos 0 09, dependiendo del procedimiento elegido. Eligiendo cualquiera de los 2 procedimientos
el complemento del conjunto recorrido de esta aplicacién es un conjunto numerable.

Cabe destacar que la eleccién del conjunto D formado por 10 digitos no es esencial y que puede
ser reemplazado por subconjuntos de tipo {1,2,--- ,m} paraun 1 < m € IN cualquiera.

Basta entonces repetir el razonamiento reemplazando el namero 10 por el namero m, siendo de
particular interés el caso m = 2, con el que se obtiene la representacién binaria de los nameros
reales.

A partir de la representacion decimal de los niimeros reales puede obtenerse otra prueba de la
no numerabilidad de tal conjunto, la misma estd basada en el método de diagonalizacién utilizado
en la demostracion original obtenida por Georg Cantor.

1.9. EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS REALES EXTENDIDOS

Para facilitar el tratamiento de algunos temas es conveniente extender el conjunto de los ntime-
ros reales mediante la incorporacion de dos nuevos elementos, que simbolizaremos —o y +c0. Al
conjunto asi obtenido se lo llama conjunto de los niumeros reales extendidos y se simboliza R.

Extenderemos a R las operaciones algebraicas y la relacién de orden definidas en el cuerpo R
de los ntimeros reales. Para ello introducimos las siguientes definiciones. Sea x € R

a)

b)
—0 <X < +0.

Observemos que no se define (+o) + (Foo), por lo tanto la extension de la adicién no resulta
+00 —0 |, —©

, , ni .
. . . . . .0 4o — .
Las propiedades algebraicas importantes de la adicién y de la multiplicacién, como son la asocia-
tividad, la conmutatividad y la distributiva se mantienen en los casos en que dichas operaciones
estén definidas.

La extension del orden sigue siendo un orden lineal.

. 2 5 < .. . +00
ser una operacién en IR. Tampoco estdn definidos los cocientes ey

Una primera aplicacién del conjunto de los ntimeros reales extendidos es la generalizacién del
concepto de extremo superior o supremo de un subconjunto de ndmeros reales.
Sabemos que si S < R es un subconjunto no vacié y acotado superiormente, entonces su supremo,
sup(S), es la menor de las cotas superiores cuya existencia estd asegurada por el axioma del
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extremo superior.
Definiendo sup(S) = +0si S es un conjunto no acotado superiormente, y sup(f) = —0, logramos
que quede definido el supremo para todo subconjunto de S de R y en todos los casos sup(S) resulta
ser el menor niimero real extendido que es mayor o igual que todo elemento de S, es decir la menor
cota superior “extendida”.
Se consideran convenciones similares para el caso del infimo de un conjunto S de ntimeros reales,
resultando entonces

inf(S) = —sup(-S),

donde —S = {x e R: —x € S}.

1.10. SUCECIONES DE NUMEROS REALES

Recordemos que una sucesioén {x,} de nameros reales es una aplicacioén del conjunto de los
numeros naturales IN, en el conjunto R de los ntimeros reales, tal que la imagen del ntimero
natural n es el nimero real x,. Supondremos conocidas las propiedades elementales de estas
sucesiones.

CONVERGENCIA DE SUCESIONES

Definicién 19 Diremos que un niimero | € R es el limite de la sucesion {x, | si para cada € > 0, existe
unv e NN tal que
nelNanzv=|x, -1 <g,

en cuyo caso diremos que la sucesion {x,} es convergente , 0 mds precisamente converge al niimero I.

Es fécil ver que si la sucesién de ntiimeros reales {x,} es convergente, entonces posee un tinico
limite /, al que se simboliza como

| = lim x,, X, — 1
n—oo

Definicion 20 Una sucesion {x,} de niimeros reales se denomina una sucesion de Cauchy si para cada
e > 0existe un v € IN tal que

nelN,meN,v<mv<n=|x, — x| <e.

Este concepto es muy importante pues permite caracterizar a las sucesiones convergentes en IR sin
necesidad de conocer su limite. Esto surge ya que se tiene el siguiente resultado

Proposicion 7 Una sucesion de niimeros reales es convergente si y solo si es una sucesion de Cauchy.

Demos: =)La demostracion de la necesidad es evidente y queda como ejercicio.

<) Sea {x, } una sucesion de Cauchy, veamos que es convergente. Podemos definir, por recurrencia,
una sucesién de ntmeros naturales {n;} del siguiente modo: n; = 1, y suponiendo que se ha
obtenido el n;_1, definimos

1
np = min{n > m_q : |x, — x4| < 2kT,p>1’l/\I]>7’l}.

Consideremos los intervalos cerrados
1 1
Ik = |:x7lk - ?/xnk + ?jl

observemos que, como |x,, . — X, | < == resulta [, 1 < Iy ya que
k+1 k ok+1 k+ k

1

X € Dipr = [ — x| < o — 2y |+ Xy X | < # + zk% = 2k
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Aplicando el axioma de encaje de intervalos, podemos afirmar que N2 | Iy # .

Sea entonces ] € n° | Ii. Si p > ny se tiene que |x, — xp, | < 2,{%, es decir que x, € [y41, y por lo tanto
se tiene que

1
‘uelN/\[u>nk=>]xy—l!<?,

es decir que la sucesion {x,} converge al nimero /. m

Existe una nocién mas débil que la de ser el limite de una sucesién de niimero reales

Definicion 21 Un niimero real I es un punto de adherencia se la sucesion de niimeros reales {x,}, si para
todo € > 0, el conjunto
{nelN:|x, -1 <e}

es infinito o, lo que equivalente, si dado ¢ > 0,y v € N existe un niimeron € IN tal quen > vy |x, —I| < €.

Claramente si ! es el limite de la sucesién {x, }, entonces [ es un punto de adherencia de la misma, la
reciproca no es, en general cierta. Por ejemplo la sucesion {(—1)" + %} tienea 1y —1 como puntos
de adherencia pero no tiene limite.

Puede extenderse las nociones de limite y punto de adherencia a una sucesién de nimeros
reales extendidos

Definicién 22 Sea {x,} una sucesion de niimeros reales.
a) Se dice que la sucesion diverge a +0 , y lo simbolizamos cmo lim x,, = +00, si para cada M > 0 existe
n—0oo
un ng € N tal que
nelN,n >ny= x, > M.

b) Se dice que + 0 es un punto de adherencia de la sucesion, si VM > 0, el conjunto {n € N : x, > M} es
infinito, o lo que es equivalente, si para M > 0y para cada v € N existe un n € IN tal que n > v y x,, > M.

Nota 2 Andlogamente se tienen definiciones de limite y punto de adherencia para el el caso del niimero real
extendido —oo.

Definicion 23 Si {x,} es una sucesion de niimeros reales, definimos su limite superior y su limite
inferior , que simbolizaremos 1im x,, y lim x,, respectivamente, a los niimeros reales extendidos:

lim x,, = infsup x; = inf {sup{x; : n <k} : n € N}
" n<k

lim x,, = sup inf x; = sup {inf{x; : n <k} : n e N}

X

Como todo subconjunto de R posee supremo e infimo en el conjunto de los reales extendidos,
resulta que toda sucesién posee limite superior y limite inferior. Caractericemos los tres casos
posibles

Proposicion 8 Sea {x,} una sucesion de niimeros reales. Entonces:

1. limx, = I € R si y s6lo si se verifican las siguientes dos condiciones:
i) dado € > 0,3n € IN tal que Vk € N,k = n resulta x, <1+ ¢.
it) dados e > 0yunneIN,Fke N, k > n tal quel — ¢ < xi.

2. limx, = +c0 siy sélo si dados M > 0y n € N,3k € N,k > n tal que x; > M.

3. limx,, = —o0 si y solamente si lim x,, = —oo.

EMM (2018) E.M.Mancinelli - M.E.Alvarez 19



20 NUMEROS REALES FR-LM

Demos: Notemos que sup{x; : k > n} forma una sucesién monétona decreciente, mientras que
inf{x; : k > n} es una sucesién monétona creciente. El resto queda como ejercicio. [

Proposicion 9 Sean {x,} e {y,} dos sucesiones de niimeros reales, entonces

1. limx, = — lim(—x,),

2. limx, <limx,,

3. limx, = limx, = = limx, = [,

z

4. limx, + lim y,, < lim(x, + v,,) < limx, + lim y,, < lim(x,, + v,,) < lim x,, + lim y/,,,
siempre que las sumas estén definidas.

Demos: : Ejercicio. ]

1.11. LA TOPOLOGIA DEL CUERPO DE LOS NUMEROS REALES

El objetivo de este pardgrafo es considerar las principales propiedades topoldgicas de los

subconjuntos de ntiimeros reales. Estas propiedades son aquellas basadas en las nociones de pro-
ximidad y de limite y, que estdn estrechamente relacionadas con el comportamiento de funciones
continuas.
Usaremos frecuentemente el lenguaje geométrico, por lo cual nos referiremos al cuerpo R como
la recta real, hablaremos de punto en lugar de ndmero real, traduciremos la relacién a < b por la
expresion a estd a la izquierda de b, el valor absoluto |b — a| serd interpretado como la distancia del
punto b al punto g, etc.

SUBCONJUNTOS ABIERTOS DE NUMEROS REALES

Los subconjuntos més sencillos de la recta real son los infervalos . Seana, b € R tales quea < b,
consideraremos los infervalos abiertos :

(a,b) ={xeR:a<x<b}, (a,+0)={xeR:a<x}, (—oo,b)={xeR:x<b} (-0, +m0) =R,
y los intervalos cerrados :
[, ={xeR:a<x<b}, [a,+0)={xeR:a<x}, (—ob]={xeR:x<b}.
También consideraremos los intervalos semiabiertos :
(a,b] ={xeR:a<x<b}, [a,b) ={xeR:a << x <b}.

Queremos generalizar la idea de intervalo, en el caso de los intervalos abiertos, la generalizacién
estd dada por los subconjuntos abiertos de la recta real.

Definicién 24 Un subconjunto A < R es abierto si para cada x € A existe un niimero 6 > 0 tal que
(x—0,x+06)={yeR:|ly—x <0} <A

De manera equivalente podemos decir que un subconjunto A es abierto si para cada x € A existe
un intervalo abierto I, tal que x € I, < A.

Resulta inmediato que los intervalos abiertos son un ejemplo de subconjuntos abiertos de la rec-
ta, como asi también el espacio R y el conjunto vacio. El siguiente resultado establece propiedades
de los subconjuntos abiertos de ntiimeros reales.
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Proposicion 10 La familia G de los subconjuntos abiertos de niimeros reales es una topologia en IR, es decir
que:

T1 ReGyJdegG,
T2 AlegAAzenglmAzeQ,

T3 Si A es un conjunto arbitrario de indices, entonces

Ay eGVAe A= UA/\eg
AEA

Demos: Ejercicio. m

La propiedad [T2] de la proposicién anterior asegura que la familia G es cerrada con respecto a
intersecciones finitas, no ocurre lo mismo con intersecciones infinitas. Por ejemplo sea paran € N
el conjunto A, = (—%, %), luego A, € GVn € N pero (A, = {0} ¢ G.

n

La propiedad [T3] muestra que la unién de una familia arbitraria de intervalos abiertos es un
subconjunto abierto de la recta, el siguiente resultado es una forma fuerte de la reciproca de ese
resultado.

Proposicién 11 Caracterizacion de los subconjuntos abiertos en R
Todo subconjunto abierto y no vacio de niimeros reales es la unién de una familia a lo sumo numerable de
intervalos abiertos, disjuntos dos a dos.

Demos: Sea A un subconjunto abierto no vacio de R. Para x € A se tiene que los subconjuntos
{yeR:y<xn(yx) <A} {zeR:x<zn(x,z)c A}
son no vacios. Definimos
a=inf{lye R:y<x A (y,x) <A} b=sup{ze R:x <z A (x,2z) c A}

Resulta entonces que a y b son niimeros reales extendidos tales quea < x <bel, = (4,b) es un
intervalo abierto que contiene a x.
Se tiene que I, — A. Pues, sea w tal que x < w < b. Entonces por la definicién de b, existe un y € R
tal que w < yy (x,y) < A. Por lo tanto w € A. De modo similar se ve que sia < w < x, se obtiene
el mismo resultado.

Veamos ahora quea ¢ Ay b ¢ A. Consideramos sélo el caso en que a,b son ntimeros reales. Si
suponemos que b € A, por ser éste un conjunto abierto, existe 6 > 0 tal que (b — 6,b + 6) < A. De
aqui se tiene que (x,b + 6) < A, lo que contradice la definicién de b. De manera andloga para a.

Como se tiene que
A=|Jite|JhcA=A={]L
xeA xeA xeA

luego A es la unién de una familia de intervalos abiertos.
Veamos que la familia {I, : x € A} es disjunta dos a dos, es decir que

Lnly#@=1=1I,.
Sily = (ay,by) ey = (ay, by) tenemos que
Lynly # & —ay <byvay <by,

ycomoa, € A —ay <ayycomoay ¢ A — ay <ay luego ay = ay. De manera analoga se tiene que
by = by, de donde I, = I,,.
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Hemos visto que la familia {I, : x € A} esta constituida por intervalos abiertos disjuntos dos
a dos y que su unién es A. Veamos que tal familia es a lo sumo numerable. Consideremos una
ordenacién Q = {g, : n € IN}, de los ntimeros racionales. Definimos la aplicacién

V: {I,:xeA} — N
I — W() =min{ne N:gq,€l},

esto es posible debido a la densidad de los niimeros racionales en el cuerpo de los nameros reales
y al principio de la buena ordenacién. La aplicaciéon W es inyectiva, puesto que

V() =VYy)=r=qgelknly=L=,=x=y.

Se obtiene asi que W establece una correspondencia biyectiva entre el conjunto {I; : x € A} y un
subconjunto de IN. m

Proposicién 12 Teorema de Lindeloff
Seal = {G, : y € I'} una familia de subconjuntos abiertos de niimeros reales, entonces existe una subfamilia
{Gy, : n € N}, a lo sumo numerable de T tal que

Je=1JGn

GeTl' nelN

Demos: Sea H = | J Gy x € H. Entonces existe un G € I' tal que x € G. Ademds puesto que G es
Gel'
un subconjunto abierto, existe un intervalo abierto I, tal que x € I, = G. Més aun, por la densidad

de los nimeros racionales en IR, podemos encontrar un intervalo J, de extremos racionales tal que
xX€Jy .
La coleccién {Jy : x € H} es a lo sumo numerable y ademds H = |J J,. Para cada uno de los

xeH
intervalos ], elegimos un conjunto G € I' que lo contenga. Obtenemos asi una subfamilia a lo sumo

0
numerable {G, : n € N} deT talque H = | Gy. m

n=1

SUBCONJUNTOS CERRADOS DE NUMEROS REALES

Definiciéon 25 Sea E — R, entonces

a) Un punto x € R es un punto de adherencia de E si para todo ¢ > 0 existe y € E tal que |x — y| < e.
b) El conjunto de los puntos de adherencia de E se denomina clausura de F , y se simboliza E.

¢) Se dice que un conjunto E es cerrado si E = E.

Lema 3 Sea E un conjunto de niimeros reales.
a) Un niimero x € R es un punto de adherencia de E si y solo si todo intervalo abierto que contiene a x
también contiene un punto de E.

b) Todo punto de E es un punto de adherencia de E, i.e. E c E, en consecuencia E es cerrado si y sélo si
EcCE.

Demos: : Ejercicio m

Ejemplo 2 Los intervalos cerrados, el espacio R y el conjunto vacio son subconjuntos cerrados de IR.

Proposicion 13 Sean A, B < R, entonces
a)Ac B=AcB.
b) A u B = A U B, ypor lo tanto, la unién finita de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.

¢) A = A, ie. la clausura de todo subconjunto de R es un subconjunto cerrado.
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Demos: a) Es inmediata.

b) Como Ac AuByBc AUB,setieneque A c AuByB c AuBy por lo tanto resulta que
AUBcAUB.
Reciprocamente, supongamos que x ¢ A U B, luego existe 6; > 0, tal que A n {y e R : |y — x| <
01} = Pyexiste b, >0talque Bn{y e R: |y —x| < O} = &. Por lo tanto si 6 = min{61, 62}
tendremos que

(AuB)n{yeR:|ly—x| <o} =0,
y en consecuencia x ¢ A U B.

¢) Basta probar que A — A. Sea x € A, entonces dado 6 > 0, existe y € A tal que |y — x| < /2y
siendo y € Aexistez € Atalque |z—y| < 0/2.Porlotanto,alserze Ay [z—x| < [z—y|+|y—x1 <9,
resulta x € A. m

Proposicién 14 Un subconjunto E < R es cerrado si y s6lo si su complemento CE es abierto.

Denos: Probemos primero la necesidad. Supongamos que E es cerrado y sea x ¢ E = E. Entonces
x no es un punto de adherencia de E y por lo tanto existe un 6 > 0 tal que

En{yeR:|y—x| <6} cCE,

es decir que CEesun subconjunto abierto de IR.

Veamos ahora la suficiencia. Supongamos que CE sea abierto y que x € CE, luego existe 6 > 0 tal
que {y € R: |y — x| < 6} = CE, es decir que x no es un punto de acumulacién de E. Entonces E
contiene a todos sus puntos de acumulacién y resulta asi un subconjunto cerrado. m

Nota 3 El resultado anterior sugiere que las nociones de abierto o cerrado son excluyentes, esto no es cierto
pues tanto el espacio R y el (& son abiertos y cerrados a la vez.

Tampoco debe pensarse que todo subconjunto de R es abierto o cerrado, por ejemplo el intervalo [a, b) no es
ni abierto ni cerrado.

EL TEOREMA DE HEINE-BOREL

Veremos en este paragrafo una propiedad fundamental que verifican los subconjuntos cerrados
y acotados de IR. Para ello introduciremos algunas definiciones.

Definicion 26 a) Una familia A = {A, : y € I'} de subconjuntos de R es un cubrimiento de un

subconjunto E c Rsi E < (J A,.
yel

b) Si ademds, A, es abierto Yy € I, entonces se dice que A es un cubrimiento abierto de E.
c) Sien particular A es una familia finita, se dice que es un cubrimiento finito de E.

Teorema 11 de Heine-Borel

Si F es un subconjunto cerrado y acotado de R entonces todo cubrimiento abierto de F admite un subcubri-
miento finito de F. Es decir que si A = {G,, : y € I'} es un cubrimiento de F entonces existe un subconjunto
finito {Gy : k =1,--- ,n} tal que

n
F c U Gk.
k=1
Demos: i) Veamos primero el resultado para el caso en que F = [a, b]. Definimos el conjunto

E = {x € [a,b] : [a,x] puede ser cubierto por una subflia finita de T'}.
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Se tiene que E es un subconjunto no vacio de R (puesto que a € E), acotado superiormente (puesto
que b es una cota superior de E), por lo tanto E posee supremo c € [a,b]. Veamos que ¢ = b.

Sic < bexiste un y € I tal que ¢ € G, entonces como G, es abierto, existe 0 < ¢, tal que
(c —¢,c+¢) = Gy. Por definicién de c, se tiene que c — ¢ € E, luego existe una subfamilia finita
{Gx:k=1,---,m} c Atal que

n
[a,c—¢] < U Gy.
k=1

De este modo resulta que {G1,G, -, G, Gy} un subcubrimiento finito de [a,c + ¢], de donde
c + ¢ € E contradiciendo la definicién de c.

Resulta entonces que ¢ = b y en forma completamente similar, se muestra que b € E, con lo que el
teorema queda demostrado en el caso particular analizado.

if) Sea ahora F < R cerrado y acotado, por lo tanto existe un intervalo cerrado tal que F < [a,b]. La
familia A = A U {CF} constituye un cubrimiento abierto del intervalo cerrado [a, b].

Por lo visto en i) sabemos que existe una subfamilia finita de A que es un cubrimiento abierto de
[a,b] y por lo tanto de F, claramente si CF forma parte de dicha familia se puede eliminar. m

Corolario 6 Sea A = {F, : y € I} una familia de subconjuntos cerrados de niimeros reales tales que
la interseccion de toda subfamilia de conjuntos de A tiene interseccién no vacia. Si al menos uno de los
elementos de A es acotado, entonces

F =* 2.

yel

Demos: : Queda como ejercicio. n

Teorema 12 Sea F < IR, entonces son equivalentes:

i) F es cerrado y acotado.

if) Todo cubrimiento abierto de F contiene un subcubrimiento finito.

iit) Toda sucesién de puntos de F contiene una subsucesion convergente a un punto de F.

Demos: i) < iii) Es el teorema de Bolzano-Weierstrass.
i) = ii) Es el teorema de Heine-Borel.
if) = i) Sea F un conjunto que verifica ii), veamos que es acotado y cerrado.

Seal = {(—n,n) : n € N} una familia de abiertos que cubre IR, por lo tanto también lo hace con F,
1o

luego existe np € N tal que F < | J (—n,n) = (—np, ng) entonces F es acotado.
n=1

Supongamos que existe un ¢ € F’ tal que ¢ ¢ F. Consideremos la familia creciente de abiertos

O, = {x e R: |x — 1| > 1/n}. Dicha familia resulta un cubrimiento abierto de F, luego existird una
subfamilia finita que cubra F, luego

Fc @Onz{xeR:|x—¢\>l/n0}.

n=1

De donde en el entorno Ej,,({) no contiene puntos de F, lo que contradice el hecho que ¢ € F'.
Por lo tanto F es cerrado. m

Definicién 27 Diremos que un conjunto F < R es compacto si tiene alguna de las propiedades del teorema
anterior.
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1.12. ConjuNTOS PERFECTOS. CONJUNTOS DE CANTOR

Definicién 28 Diremos que un conjunto P es perfecto si coincide con P'.

Nota 4 Un conjunto perfecto es cerrado pues contiene a sus puntos de acumulacion y no tiene puntos
aislados.

Teorema 13 Todo conjunto perfecto no vacio es no numerable.

Demos: Sea P # & perfecto, supongamos que es numerable. Sea P = {x,},eN con x; # x; para
i # j, esto es posible pues si fuese P finito, serfa P’ = (J y por tanto no seria perfecto. Construimos
una sucesioén de puntos en P, tomando x; = x,, y sea E; un entorno de x;, (contiene un intervalo
abierto centrado en x,,). Como x,,, € P’ existen infinitos x, € E1. Sea x,,, € P tal que n; < ny y nz es
el menor indice tal que x,, € Eq,i.e. n; < j < np luego xj ¢ Eq.

Sea ahora E, un entorno abierto de x,, tal que x,, ¢ E2 y E c E;. Repitiendo este proceso con
Xn, € P’ encontramos un x,,, € Ey talqueny <mnp < j<mnzy x;j ¢ Ea (n3 primer indice mayor que 7,
tal que x,,, € E>). Asi siguiendo, se obtiene una sucesion de elementos (x,,) de P y una sucesién de
entornos abiertos E; de estos puntos tales que

ni <mniy1 =X, €E, mi<j<ng1=xj¢E, x,,¢E;1, Ei1cE.

Observemos que siendo (x,,) una sucesién acotada, pues {x,,} < Ej, contiene una subsucesién
(xn, )k convergente a cierto x. Ademds x € P’ = P.
Ahora si fijamos i € IN, entonces Vj > i = Xp; € E; © Eit1 < Ejy1, en consecuencia x =

limk — 00Xy, € Ei+1y como x,, ¢ E;1 sigue que x # xy,, Vi.
Ahora, para cierto iy € IN tendremos que

njy <m < Mj41,X =X, €P,

tendriamos que x,, = x € E; 1 < E;, siendo m < nj,11, esto contradice el hecho de que 7;,,1 es el
primer indice mayor que n;, tal que x,,, ,, € Ej,. Luego P no es numerable. m

EL conjunTO DE CANTOR

Hay conjuntos perfectos con cardinal igual a la potencia del continuo de medida cero. Consi-
deremos los conjuntos Fy = [0,1] (es 1 = 2 intervalo cerrado de longitud 1/3%), F; = [0, 3] U [£,1]
(son 2 = 2! intervalos cerrados de longitud 1/3!), F, = [0, %] v [%, %] v [%, %] U [g,l] (son 4 = 22
intervalos cerrados de longitud 1/3%). Continuamos con este procedimiento, en la etapa 7 a cada
uno de los 2"~ intervalos cerrados de la etapa anterior los subdividimos en 3 intervalos de igual
longitud 1/3" y eliminamos el intervalo abierto central, resulta que F, tiene 2" intervalos cerrados
de longitud 1/3".

0

W=
wWiro
—_

Fy
R
F,

By — — — — — — — —

Fy == =- - - - - .- -

Se obtiene asf una sucesién (F,);; de cerrados no vacfos tales que F, > F; 1, por lo tanto el

0
conjunto K = (] F,, es no vacio y cerrado. Este conjunto se denomina conjunto de Cantor .
n=1
Veamos que es perfecto. Como K es cerrado K’ K. Para establecer la otra contencién sea x € K
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luego x € Fy,Vn y cada uno de los F, consta de 2" intervalos cerrados de longitud 1/3". Sean
¢ > 0y E¢(x) entorno de x. Sea ng € IN tal que 1/3" < ¢, entonces x € I{lo intervalo cerrado de

longitud 1/3™ componente de F,, y se tiene que I] c E¢(x). Este intervalo sera Izlo = [a no,b] ] tal

que x, < a] <x< b] < x + €. Ademas ano,b] € FnVn luego ano,b] € Ky al menos uno de ellos

es distinto de x (por que7) llamémoslo z. Entonces, en todo entorno E, (x) existe un punto z € K tal
que z # x, luego x € K.

Por lo tanto K es perfecto, no vacio y por lo tanto no numerable. Por otra parte K < [0, 1], siendo
la potencia del [0, 1] la del continuo, luego K tiene la potencia del continuo. Los subconjuntos que
fuimos sacando en cada paso, son disjuntos y la suma de sus longitudes es

1+£+§+ —1(1+2+2—2+ )= -
3 32 33 -3 3 32 3 1-2

=1

O sea que K tiene medida (de Lebesgue) nula.

1.13. FuncioNEs REALES. CONTINUIDAD

FUNCIONES REALES

Definicién 29 Sean f: D € R — Rya e D'. Se dice que un niimero L es limite de | en ap sii
Ve >0,30>0:x€ E;(a) n D — f(x) € E¢(L).

Ve>0,30>0:xeD,0<|x—a| <6 — |f(x) —L| <e.
Se nota lim f(x) = L.

X—a

Proposicién 15 Si f: D ¢ R — Ry a € D' existe a lo sumo un limite de f en a.

Proposicién 16 Sean f: D — Ry a € D', entonces son equivalentes:
i) lim f(x) =
X—a

if) Toda sucesion ({x,} < D tal que x,, — a, entonces f(x,) — L.

Demos: i) = ii) Supongamos lim f(x) = L, como a € D/, sea x, # a,Yn € N tal que x,, — a. Dado
X—a

e >0, existe 0 > 0tal que 0 < |x, —a| < dluego |f(x,) — L| < e.

Para ese 0 existe N5 € N tal que 0 < |x, —al|,Vn > Ns y asi |f(x,) —L| < e€¥n > N;. En consecuencia

lim f(x,) = L.

n—00

if) = i) Supongamos que para toda sucesion {x,} < D, x, # a,Vn € N tal que x,, — a se tiene que

f(x4) — L. Supongamos que lim f(x) # L luego existird un ¢ > 0 tal que para 6, = 1 > 0, existe
X—a

x, € Dtalque 0 < |x, —a| < 0y |f(xy) —L| > ¢. Esta sucesiéon x, — ay f(x,) - Llo que contradice
la hipétesis. m

Teorema 14 (Condicion de Cauchy)
Sea f : DRy a € D'. Entonces

lim f(x) =L < (CC)Ve >0,30>0:x,ye DnEj(a) = [f(x) — f(y)| <e.

X—a
Demos: =) Muy facil.
<) Supongamos que se cumple (CC) en a. Veamos que existe }Cm; f(x). Hagamoslo por sucesiones.
Sea (x,) < D, x,, # a,Yn € N tal que x, — a, veamos que es (f(x,)) convergente probando que es
de Cauchy.
Dado ¢ > 0 sea 6 > 0 que existe por la (CC). Como x, — a, para dicho 0 existe N € N tal que si
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n>=N= 0 < |x, —a|] <0.Luego para n,m > N se tiene que x,, X, € E;(a) y por (CC) resulta

f () = f(xm)| <&

De este modo {f(x,)} es de Cauchy en R y por lo tanto convergente a un L € IR, esto para cualquier
sucesion de elementos distintos de a en D tal que x, — a.

El valor limite L es independiente de la sucesion (x,) considerada. Si consideramos dos sucesiones
de elementos distintos dea en D (x,,) y (z,) tales que x, - ayz, —ay nlglgo flxp) =L #Lp =

lirglo f(zn). Si formamos la sucesion (y,) = (x1,21,%2,22,---) < D, con y, # ay y, — a pero no
n—ooa
existe lim f(y,), lo que contradice lo recién probado.

n—oo

Es decir que para toda sucesién de elementos distintos de a en D, (x;,) tal que x,, — a se tiene que
f(xn) — L, luego se tiene que lim f(x) = L, como queriamos demostrar. n
X—a

Ya se han estudiados en cursos anteriores la nocién y algunas propiedades de la continuidad
de funciones reales.

Definicién 30 Sea E < R, dada una funcion f : E — R, diremos que:
a) f es continua en x € E sidado € > 0 existe 6 > 0 tal que

yeEnly—xl <do=|f(y) - fx)] <e

b) f es continua en A < E si es continua en todo punto de A.

Proposicién 17 Teorema de Weierstrass 1

Sea F < R cerrado y acotado, si f : F — R es una funcién continua en F, entonces:
a) f es acotada sobre F,

b) f asume su mdximo y su minimo en F, o sea existen puntos 1, € F tales que

xeF= f(Y1) < f(x) < f(¥a)-

Demos: a) Sea € = 1, por la continuidad de la funcién f, para cada x € F, existe un intervalo abierto
I, tal que x € I, y ademas

ueFnk=|f(y)—f(x) <1,

es decir que
yeFnL=|f(y)l < flx) +1,

luego la funcién f es acotada en el conjunto F N I,.

La familia {I, : x € F} constituye un cubrimiento abierto de F, conjunto cerrado y acotado, en con-
secuencia por el teorema de Heine-Borel, existe un subcubrimiento finito de F, sea {Iy,, Ir,, - - - , I, }.
Sea M = max{| f (x1)], [f (x2)], - - ,‘| f(xr)[}. Entonces si y € F, resulta que y pertenece a algtn Iy, de
la subfamilia finita, de donde se tiene que

W <fEl+1<M+1,

de donde se tiene que f es acotada en F.

b) Esta demostracion puede verse en los libros de cdlculo elemental. m

Proposicion 18 Una funcién f : R — R es continua si y sélo si para cada subconjunto abierto G de R se
tiene que f~1(G) es un abierto.
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Dermos: <). Supongamos que f~1(G) = R es abierto para todo subconjunto abierto G = RR. Entonces
dado x € R, para cada ¢ > O el intervalo I, = (f(x) — ¢, f(x) + ¢) < R es abierto, y por lo tanto su
imagen inversa f~!(I) es también un abierto de R. Observemos que x € f~!(I), por lo tanto debe
existir un 6 > 0, tal que (x — &,x + 0) = f~!(I). Esto implica que

ly—x[<d= f(y) e (f(x) =& f(x) + &) = |f(y) - f¥)] <&

Por lo tanto f es continua en el punto x, de la arbitrariedad de dicho punto resulta f continua en
R.

=) Sea f : R — R una funcién continua y sea G = R abierto.Si x € f~1(G) entonces f(x) € Gy, por
ser este abierto, existe ¢ > 0 tal que (f(x) — ¢, f(x) + €) < G. Por la continuidad de la funcién f en
el punto x existe un 6 > 0 que verifica:

ly—x[ <6= f(y) e (f(x) — & fx) + &),

es decir que (x — 6,x + 6) = f~1(G), y de ahf que f~1(G) es un subconjunto abierto de RR. n

Proposicién 19 Teorema del valor intermedio
Sea f : [a,b] = R una funcién continua. Dado un niimero y € R tal que f(a) < y < f(b) (o bien
f(b) <y < f(a)) existe un c € [a, b] tal que f(c) = y.

Demos: Puede verse en cualquier libro de calculo elemental, por ejemplo en [1]

Definicién 31 Sea E < R, una funcién f : E — R se dice uniformemente continua , si dado un € > 0,
existe un 6 > 0 tal que

xeEAnyeEAly—xl<d=|f(y) — f(x)| <e.

Evidentemente si la funcién F : E — R es uniformemente continua, entonces es continua. La
proposicién siguiente muestra que la reciproca de esta afirmacién es vélida en el caso que E sea
un subconjunto cerrado y acotado de IR.

Proposicién 20 Teorema de Heine - Cantor
Sea F R cerrado y acotado, una funcién f : F — R continua es uniformemente continua.

Demos: Dado € > 0, para cada x € F existe un 0, > 0 tal que

yeFaly—x <6 = [f(y) - f0] < 5.

Simbolizando Gy = (x — %", X+ 52—*), se tiene que {G; : x € F}, es un cubrimiento abierto del conjunto
F,y como consecuencia del teorema de Heine-Borel, existe una subfamilia finita {Gy,, - - - , Gy, } que
sigue siendo un cubrimiento de F. Sea 6 = min(dy,,---,0y,), resulta 6 < 0y ademds,siy € Fy

z € F son tales que |y — z| < §,y como y € Gy, paraalgtini € {1,--- 7}, se tiene que |y — x;| < =

2
de donde
Oy,
|z —xi| <|z+y|+ |y — xi <6+? < Oy,
y en consecuencia
£ €
f@) = fWI < 1f@) = fea)l + 1fa) = fy)l < 5+ 5 =&
como querfamos probar. n
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