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Trabajo Practico N° 4.

Repaso
Para el problema

y = f( )7
{ y(g ’ ()

se indica con y(s) = wu(s;t,x) a su solucion, para indicar que es una soluciéon de la ecuacion
que verifica la condicién inicial. En el trabajo practico anterior se estudié como varia la solucién al
modificarse la condicion inicial x.

Anteriormente, ya sea analizando la uniforme convergencia de una serie telescépica o utilizando
el principio de contractibilidad de Banach, se estudio la existencia local de soluciones, llegando al
teorema de Picard-Lindel6f.

Teorema 1. Sipara x € R™ existe b > 0 tal que f : By(x) — R"™ es Lipschitz con constante K.
Entonces el PVI (1) tiene unica soluciény : J — R" paras € J = [t — a,t + a] cona = ml’n{%, %}
siendo M = gl?}% |f(y)l.

b (T

Intervalo de existencia maximal

Teorema 2. Sea FE abierto y sea f : E — R"™ localmente Lipschitz. Entonces existe un intervalo
maximal J = («, 3), que contiene at, tal que el PVI (1) tiene solucion unicay : J — R".

Demostracion. Indicando y(s) = wu (s ;t,z), por la existencia local de solucién, para cada bola
By(x) C E existe una unica solucién definida en un intervalo Jy = [t — ag,t + ao).
Ademas, u(s;t,z) € By(z) C E'y es de clase C!, por lo que

S_l)ltrfao u(s;t,z) = x1 € By(z) C E abierto.

Tomando t; = t 4+ ag Y y(t1) = 1 como condicion inicial, se tiene J; = [t; — a1,t1 + a1] ¥
u(s;t1, 1) Unica solucion en J;. Por la unicidad, u(s ;t,x) = u (s ;t1,21), Vs € Jo N Ji.

(comentar para completar)

Luego, J = |JJi es abierto pues si no lo fuera y, por ejemplo, fuera J = («, ], se tendria
k

y(B) € E 'y la solucion se podria extender a un intervalo mayor.

(comentar para terminar la demostracion, ¢queda claro por qué es maximal?)



Ejemplo
Sea el PVI . ,
{ y(()?; ; g" 7> 0. (2)
-a- Analizar si este problema se puede encuadrar en las hipétesis de el teorema 2.

-b- Mostrar que la solucion es y(s) =

1 . .
para |s| = o= habiendo considerando b = .
€T

i 1—-sz
Asi, Jo = [—ao,ao].
-c- Considerar un nuevo PVI con condicion inicial (¢1,x1) = (ag,y(ag)) para obtener a; = Toz Y
€T
definir Js.

-d- Encontrar la expresion general para (t,, z,), asi como para J,, y calcular cudl es el intervalo
maximal J. (Armar otra sucesién adecuada para conseguir determinar o).

Teorema 3. Sea FE abierto y sea f : E — R™ localmente Lipschitz. Sea J = («, 3) el intervalo
maximal de existencia de solucion del PVI (1). Si f < oo entonces para todo compacto K C E
existe un s € [t, B) tal que y (5) ¢ K. Andlogamente, si « es finito, para todo compacto K C E existe
uns e (a,t) talquey (5) ¢ K.

Demostracion. Considerando el caso en el que S es finito, suponer que la tesis es falsa. Entonces
existe un compacto K C E tal que y(s) € K, Vs € [t,5). Como f es continua y K compacto, f es
acotadaen K. Sea M = mél)(( |f(z)].

xe

La ecuacién integral equivalente,

S

u(s) =z + / f(u(r))dr. (3)

t

implica que para cualesquiera s; < so < 3, se tiene |y(s1) — y(s2)| £ M|s; — sa.

Esto significa que si una sucesion de tiempos s; — /3, entonces la sucesion y(s;) es de Cauchy
en el compacto K y luego convergente. Mas aun, como esto es valido para cualquier sucesion
s — By y(s)escontinua s € [t, §), entonces

3 lim y(s) = x1.
s—f3
Si se define y(8) = x1, la funcién y(s) es continua para s € [t, 5]. Se puede ahora utilizar el teorema
1 nuevamente con la condicion inicial y(3) = 1 para mostrar que hay una solucion del PVI definida
en algun intervalo alrededor de 3. Por la unicidad, dicha solucién coincide con y(s) en las cercanias
de 8. Por lo que 3 no es la cota superior del intervalo de existencia y se tiene una contradiccién. La
demostracién para « es similar. O

Corolario 1. Si 3 es finito, entonces o bien lin% y(s), o bien lin% y(s) € OF.
S—r S—r

Demostracion.

... escribir...
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Ejemplo
Sea el PVI .
y‘l - 1 s )
Y2 Y2, (4)
U1 (0) = 1 €R,
yQ(O) To € R
-a- Analizar si este problema se puede encuadrar en las hipotesis del teorema 2.
y 1—
-b- Mostrar que la solucion es y(s) = u(s; 0, z1, x2) = (y1(s),y2(s)) = <m1 +In|—; 2 ,J)QSS).
(& — T2
-c- Mostrar que si x5 > 1, entonces J = (—Inzg,00) y cuando 0 < z9 < 1, J = (—o0, — Inxy).
Ademas, resulta  lim  u(s;0,2z1,22) = (00, 1).
S—— 111:1?2
-d- Mostrar que si 0 = x5, entonces J = R.
Ejemplo
Sea el PVI .
y =
Y (5)
y(0) = >0
-a- Analizar si este problema se puede encuadrar en las hipétesis del teorema 2, eligiendo un
adecuado espacio E.
-b- Encontrar la solucion.
-c- Mostrar el intervalo maximal de existencia J.
-d- Si J es acotado, analizar el limite de la solucién.



