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Trabajo Practico N° 2.

O Sea el problema diferencial a valores iniciales

{ g zav et 0

Enunciar el problema integral asociado a (1) y mostrar su equivalencia.
® Definir el operador integral correspondiente al problema integral del item @.

® Identificar las propiedades del problema (1) para que el operador integral resulte contractivo,
eligiendo un espacio métrico adecuado .

@ Reescribir la demostracién del punto fijo de Banach, con el espacio métrico completo elegido,
para mostrar la existencia y unicidad de solucion del problema (1).

® De la demostracién del item @, resaltar la existencia de una sucesion convergente a la solu-
cién del problema y analizar el error.

® Mostrar que, para L constante positiva ,

lull, = sup e =l u(t),
teJ

define una norma en C (J; By (x0)), con J intervalo real tal que to € J°.

@ La norma del item anterior se llama norma de Bielecki. Mostrar que el espacio resulta com-
pleto.

® Reescribir el teorema de existencia y unicidad considerando la norma de Bielecki, revisan-
do la acotacion del error de las aproximaciones sucesivas. Indicar los minimos supuestos
necesarios sobre las propiedades de f.

® Debilitando las hipdtesis sobre la funcién f utilizadas en ® y mediante la construccién de
soluciones e-aproximadas, mostrar la existencia de solucién utilizando el resultado de Ascoli-
Arzela. (Teorema de Cauchy-Peano)

Antes de comenzar a resolver los items del trabajo, seria conveniente comentar el problema (1).

En este enunciado se puede considerar una ecuacién diferencial que si bien es de primer orden
(cantidad de 6rdenes de derivacion) es de dimension n, es decir, z € E, con E C R™ abierto de
interior no vacio. Luego, f : I x E — R™y asi ¢/(¢) indica el gradiente del campo escalar y en el
instante ¢ € 1. Para que el problema no sea sin solucion, se debe considerar un dato inicial (s, z)
dentro del dominio de definicién de f, es decir, (s,z) € I° x E C R x R™.

® El problema integral asociado es encontrar una funcion u solucion de la ecuacion integral
ut)=a+ [ £(utr)) dr @
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Sea ¢ solucion de (1). Luego ¢'(t) = f (¢, ¢(t)), t € I. Integrando ambos miembros entre sy ¢,

[ owar= [ reomar

Si se supone ¢’ continua, por el 2° teorema fundamental del célculo,

o(t) — o(s) = / £ (r o)) dr.

Como ¢ es solucién de (1), resulta diferenciable. Para conseguir que ¢’ sea continua, se le
puede pedir ciertas propiedades a f. Se le podria pedir directamente que t — f (¢, ¢(t)) sea
continua en I aunque se suele usar una hipétesis mas restrictiva pero mas facil de utilizar,
pedir directamente que f sea continuaen I x E.

Por lo tanto, si f es continua, ¢ resulta solucién de (2).
Sea ahora v solucién de (2). Por estar definida mediante una funcién integral, ¥ es continua
con solo ser el integrando Lebesgue medible. Para poder derivar a ambos lados, se le puede
pedir condiciones a f. Nuevamente, alcanzaria con que ¢t — f (¢, (t)) sea continua en I pero
consideremos f € C (I x E;R™). Entonces,
t
d d
S0 =2 et [ Fea)dr | = F (@) dr

Considerando ¢t = s, se tiene en (2) que ¥(s) = =+

)

f (r,9(r)) dr = x. Por lo tanto, de ambas

igualdades se tiene que ¥ es solucién de (1).

Se puede reescribir el problema integral pensando en un operador (funcional o transforma-
cion) T

u— Tu(t) =z + /f (ryu(r))dr.

Si consideramos la minima propiedad para lograr la equivalencia de los problemas, del item
anterior tenemos que f es continua. Luego, este operador T' lo podemos pensar definido de
C (I x E;R™) en si mismo, aunque la imagen sea un subespacio (¢ propio?) de C! (I x E;R").

Si se le pide mas regularidad a f, por ejemplo ser de clase C*, entonces el operador T estaria
definido de C* (I x E;R™) en C**1 (I x E;R").

Para hablar de la contractividad del operador T' debemos primero elegir adecuados espacios
métricos Ay Btalesque T : A — B.

(completar siguiendo el teorema de punto fijo de Banach)
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Ayuda:

Una funcion [ definida entre espacios métricos (A, p) y (B, ) se dice localmente lipschitziana
enO C Asi

FL>0/ p(l(z),l(y)) = Lp(z,y), Va,y€O.

Se dice que L es una constante de Lipschitz para [ en O. Segun la bibliografia, se considera a
la menor de dichas constantes como la constante de Lipschitz, pero no es necesario en este
contexto.

Esta definicién se puede usar como ayuda al momento de pensar condiciones sobre f para
que T resulte contractivo. Una de las condiciones usuales es pedir que f sea lipschitziana
respecto de su segunda variable. seguir ...
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