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Trabajo Practico N2 12

Ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden.
El operador de Laplace.

(. Hallar las expresiones del operador de Laplace usando coordenadas polares en el plano y coor-
denadas esféricas y cilindricas en el espacio.

(. Determinar las relaciones entre las constantes a, b, ¢ y d para que las siguientes funciones
resulten armonicas:

uy(z,y) = ax® + bry + cy?,  ua(z,y) = az® + 3bx’y + 3caxy® + dy.

®. Mostrar que si v : R> — R es armonica entonces las siguientes funciones también lo son:

v(z,y) =u(lx —a,y—0b), w(x,y)=u(Az,\y), a,b,AeR.

®. Probar que el operador de Laplace es invariante por transformaciones ortogonales, esto es, si
T :R"™ — R™ es ortogonal, resulta A(f(T'x)) = (Af)(T z).

®. Encontrar la solucion u(z,y) de la ecuacion de Laplace en el rectdngulo 0 < z < a, 0 < y < b,
que satisface las siguientes condiciones de borde:

@. 0. u(0,y) =ul(a,y) =0,0 <y <b.
(. u(z,0) =0, u(xz,b) = g(z),0 <z < a.
(b). Encontrar la solucion si g(x) es

(®. Encontrar la solucién u(x,y) de la ecuacion de Laplace en el rectangulo 0 < z < a,0 < y < b,
que satisface las siguientes condiciones de borde:

{ u(0,y) = k(z), u(la,y) =0 0<y<b,
u(z,0) = h(x), u(z,b)=g(x), 0=z =a.



®.

Encontrar la solucion u(r, #) de la ecuacion de Laplace
1 1
Upp + (;)ur + (ﬁ)uﬂé =0,
fuera del circulo de radio » = a, que también satisface las siguientes condiciones de borde:
u(a,8) = f(0) 0=6<2m.

Hint: Suponer que u(r, ) es univaluada y acotada para r > a.

Encontrar la solucién u(z, y) de la ecuacion de Laplace en la franja semi-infinita 0 < z < a,0 < y
que satisface las siguientes condiciones de borde:

{ U(Ovy) = u(a,y) =0, 0<y,
u(x,O):f(x), O§x§a,

y la condicion adicional que u(z,y) — 0 cuando y — oo.

Sea el problema de Cauchy

Ugt + Uggy = 0,
u(x,0) =0,

g (,0) = Sen(z x)

n,k € N.
n

-a- Hallar una solucién de la forma u(z,t) = v(x) - w(t).
-b- Usar el item para probar que este problema no es un problema bien planteado.

Slea Q=Rx R, Gz, &) = K(z,£) — K(x,£*) donde & = (&1, &), & = (&, =&)Yy K(z,€) =
%loglx—é’\

(a)- Probar que G es una funcién de Green para el problema de Dirichlet para la ecuacion de
Laplace en , esto es, G es una solucion fundamental de la ecuacion tal que G(z, &) = 0,
Yz € 09, £ € Q, y obtener para u € C%(Q) la féormula integral de Poisson

wo -1 [ (G )

(b)- Usar el item (a) para obtener una solucion acotada de

{ Au =0 N A=RY)
u(z1,0) = f (71)

con f € C?(R) N L™ (R).
(c)- Indicar si la solucién obtenida satisface o no el principio de maximo.

Probar que una solucién de Au — u? = 0 en un dominio €2, no puede tomar su maximo en Q
salvo que u = 0.
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@. Sea Q2 C R" dominio acotado y sea {uy},y sucesion de funciones armonicas uniformemente

acotadas, es decir,

sup |un(z)] < M, neN.
e

Probar que si K C Q) es un compacto existe una subsucesiéon que converge en K.

. Demostrar el teorema 15 (Evans, pag. 41).

La ecuacion del calor.

®. Sean ug(s,t), k =1,2,...,n soluciones de u; = uss paratodo t > 0, s € I C R. Probar que
n
u(x,t) = u(xy, To, .oy Ty, t) = H ug(zg, t),
k=1
es soluciéon de u; = A u paratodo ¢ > 0, 2 € I C R™.

(. Verificar que:

(1) u(z,t)es solucion de u; = a(t) ugy, a(t) > 0siy solo siv(z,7) = u(z, ¢(7)), donde t = ¢(7)
es la funcién inversa de A(t) = fg a(s) ds, es solucion de v, = v,y.

t
(N) u(z,t) es solucion de u; = ugzy —b(t) uy Siy solosiv(é,t) =u <§ + [ b(s)ds, t) es solucion
0
de v, = Vge -
(M) wu(z,t) es solucién de a(u) uy = (a(u) ug)g, a(u) > 0 siy soélo siv(z,t) = [ a(s)ds es
solucion de vy = vgy.
(V) wu(x,t) = erfc (235/%) es solucion de u; = gy, © > 0. (erfe(z) =
(®. Hallar la solucién positiva del problema de Cauchy

U — Uz =0 xR, >0,
u(z,0) = f(z) z € R,

sifle)={ o 520

(@. Sea u solucién clésica de uy — Au = 0en R" x (0, 00).

*a* Mostrar que uy(z,t) = u (Az, A\*t) también es solucion de la ecuacion para cualquier A € R.

*b* Usando el item anterior, mostrar que v(z,t) = = - Du(x,t) + 2tus(x, t) también es solucion
de la ecuacion.



®.

Considerando la ecuacién del calor unidimensional,

*a* hallar todas las soluciones que satisfacen ¢(z,t) = ¢ (Az, A’t) para X € R.
*b* Mostrar que el método presentado en el item anterior también puede aplicarse a la ecuacién

del calor no lineal
0 ou B ou 1
m(KW)ax)—at’ Kec.

Este método se conoce con el nombre de Método de similaridad.

Resolver por el método de separacién de variables:

ou 5 0%u

a—k@+cu:0, O<x<mt>0,
u(0,t) =0, t>0,

u(m,t) =0, t>0,

u(z,0) = up(z), O<z<m.

Sugerencia: Considerar la funcién v(z, t) = u(x, t) exp(ct).

Considerar el siguiente problema:

ou  0%u

———=0, 0 1,t>0
ot 0z ’ sEshien
us(0,8) =0,  t>0,

ug(1,t) =0, t>0,

u(z,0) = up(z), 0<z<l.

con ug(x) € L%(0,1).

(a).- Por el método de separacion de variables, hallar la solucién del problema y verificar que es
una solucion clésica en (0,1) x (0,1).

(b).- Verificar que la solucién hallada en el item anterior satisface u(,t) — uo en L?(0,1) cuando
t — 0yque u(z,t) — fol uo(x) dx cuando t — 1 uniformemente.

. Aplicar el método de separacidn de variables para resolver el siguiente problema de conduccién

de calor en un disco de RV.

0
—u—AUZO, x| < 1,t>0,
ot
u(z,t) =0, lz| =1,t>0,

U(ZE,O) = ’LLQ(I’), |$| <1,

donde ug(x) = ¢(|z|) (y por ende u(x,t) = w(|z|,t)).
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(®. Sea u la solucion del siguiente problema

Ut — Upy g(x,t), (x,t) € (0,L) x (0,+00),
u(0,t) =u(L,t) = 0, t>0,
u(z,0) = 0, 0<xz<L.

Probar que u puede ser representada en la forma

t
u(x,t)—/ O (x,t; s)ds,
0

donde @ es la solucién del problema

o, -0, = 0, (x,t) € (0,L) x (s,+00),
®(0,t;5) = ®(L,t;s) = 0, t>s,
q)(l',S;S) = g(l’,S), YIS (OaL)

Este resultado se conoce como el Principio de Duhamel.

. Dada la funcién g : [0,00) — R, con ¢(0) = 0, deducir la formula

t —x
_* 1 4(t — s)
) = <= / e g(ayas.
0
para la solucién del problema
Up — Uy = 0 (x,t) € RT x (0, 00),
u = 0 (z,t) e RT x {t =0},
u =g (x,t) € {x =0} x [0,00).

( Hint: Considerar v(z,t) := u(z,t) — g(x) y extender de forma impar v sobre {z < 0}).

La ecuacion de ondas.

(). Considerando la ecuacién de ondas unidimensional

(a)

Ugy (T, 1) = uy(z, ) (z,t) € R2. (1)

Demostrar que si se realiza el cambio de variables independientes { = x +t,7 =z — ¢, la
ecuacioén anterior se transforma en

ufr(gv 7-) =0 (67 7-) € RQ' (2)

Calcular el conjunto de soluciones u € C%(R?) de (2) y, usando el cambio de variables
indicado, calcular el conjunto de soluciones de (1).

Demostrar que el conjunto de soluciones de (1) y (2) es un espacio vectorial real de dimen-
sién infinita.
Extender los resultados anteriores para una ecuacion de ondas de la forma

CQ sz(xat) :utt(xvt)v (l’,t) €R2a

donde c es una constante no nula.



@. (1) Si feC'(R? x R), demostrar que la funcion

t r+t—s
vty =5 [ | [ swsdy ) as
0 —t+s
verifica
v (2, 1) — Vee (2, 1) = flx,t),¥(z,t) € R2. (3)

() Teniendo en cuenta el ejercicio previo, encontrar una férmula que proporcione todas las
soluciones de (3).

®. Probar que toda funcion u € C%(A), A C R? es solucion de la ecuacion de ondas
Ut — Ugy = 0,
si y solo si satisface en A la ecuacion en diferencias:
u(x —k,t —h)+ulx+k,t+h)=u(lx—h,t —k)+u(z+h,t+k).

(@. Considerar la ecuacion a derivadas parciales lineal de segundo orden
Uy (z,) + @tz (2, y) + buy(z,y) + abu(z,y) =0 (z,t) € R? (4)

donde a y b son constantes reales y u € C?(R? x R).
Mediante el cambio de variable u(z,y) = v(x,y) e~*~* encontrar una férmula que proporcione
todas las soluciones de (4).

(®. Obtener la solucién de
U — Uge = xt, T ER, tER
u(z,0) = 22, zeR
u(x,0) =1, reR

(®. Estudiar la solucién de los siguientes problemas por la férmula de D"Alambert y determinar los
puntos en que la solucién no es C?

U — Uge =0, x ER, t ER, Ut — Uge = 0, x €R, t €R,
u(xz,0) =0, xz€R, [ 1 x>0,
textrm—a— (0.0) — | 23>0 -b- u(a;,O){ 0 z<0,
5710 z<o, ug(z,0) =0, zeR.
. Sea el problema
Ut — Ugy = 0, reR, teR
(P) u(z,0) = max {1 — |z|,0}, reR
u(z,0) = min {z* — 1,0}, reR

=

Determinar el dominio de dependencia del punto (0, 3).
(b). Determinar el conjunto de puntos (z,4) € R? tales que u(z,4) # 0.

(c). Utilizar la férmula de D"Alambert para calcular la solucién del problema, estudiando en qué
puntos la solucién no es C2.
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Transformada de Laplace.

Resolver los siguientes problemas con PDE utilizando la transformada de Laplace.

ou ou

@. a(95,1t) + 8—(1:,15) =z, = > 0,t > 0, con condiciones iniciales u(z,0) = 0, z > 0, y con
T
condiciones de borde «(0,t) =0, t > 0.
ou ou - o .
®. E(az,t) + 8—(:n,t) + u(z,t) =0, x >0, t > 0, con condiciones iniciales u(z,0) = sin(x), > 0,
X

y con condiciones de borde «(0,t) =0, ¢t > 0.

0 0? - I
®. a—?(a:,t) = 8—2(95,1&), 0 <z < 2,t> 0, con condiciones iniciales u(x,0) = 3sin(27x), 0 < = < 2,
xXr
y con condiciones de borde u(0,t) = 0, u(2,t) =0, t > 0.
0%u 0%u . - o
@. W(x’t) = ﬁ(:z:,t) + sin(mz), 0 < z < 1, t > 0, con condiciones iniciales u(x,0) = 0,
X

ut(x,0) = 0,0 < z < 1, y con condiciones de borde u(0,¢) = 0, u(1,¢t) =0, ¢ > 0.

ou 0%u
a(iﬂat) = @(
es acotada. Analizar las hip6tesis minimas necesarias sobre f. De la expresién de solucién
obtenida, recuperar el nucleo fundamental del calor.

x,t), x € R, t > 0, con condiciones iniciales u(z,0) = f(x), z € R, tal que u(z,t)



