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Motivacidn

» \-Calculo (clasico):
» Modelo equivalente a las Maquinas de Turing

» De gran utilidad en la teoria de la computacion y el estudio de
lenguajes y sus semanticas

» André van Tonder desarrollé6 un \-Calculo Cuantico[vT04]
equivalente a la Maquina de Turing Cuantica

Posibles problemas

» El| Calculo de van Tonder no tiene medicidn

» El afirma que cualquier algoritmo se puede redisefiar para
diferir la mediciéon

» Pero esto puede generar dificultad para entender los algoritmos
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Computacion Cuantica (Physics-free)
Qubits |

Computacién Cuantica: modelo de computacién basado en la
Mecanica Cuantica

Unidad basica: “Qubit” (o quantum bit)

Definicién
qubit: vector de dos dimensiones:

(3

con a, 3 € Cy |af?> 4+ |B|?> = 1. (Forma un Espacio Vectorial)



Computacion Cuantica (Physics-free)
Qubits 11

Una base del espacio vectorial de un qubit es

(B0
-()- w-()

Entonces, un qubit queda definido por

o|0) + B]1) =a<(1)) +5® - <g>

Notacién:

Computacion Cuantica (Physics-free)
Qubits 111

Sistema de n-qubits: espacio vectorial de dimensién 2"
Una base de dicho espacio:

r 1 0 0 \
0 1 0
< : ) : ) ’ >
\o /) \o 1))
Notacion: , Entonces un n-qubit queda definido
|Il7 ceey In> con I, € {O, 1}
, por
)
|I]_> SR ‘ln> con Ik & {O’ 1} on—1 on—1
6]

Z ay |k) tal que Z la]® =1
i) conic{0,...,2""1} k=0 k=0



Computacion Cuantica (Physics-free)

Compuertas |

Compuertas cuanticas: matrices

(satisfacen propiedades de manera que multiplicadas por qubits dan qubits)
Ejemplo

Compuerta NOT

Computacion Cuantica (Physics-free)

Compuertas Il

Matriz x qubit: aplicacion lineal

2n—1 2n—1

U ailiy =) ajUli)
i=0 i=0

Especificando cémo acttia la compuerta con la base del espacio de
qubits, ya se ha especificado todo lo necesario

Ejemplo Obs Todas las compuertas
cuanticas son reversibles y
Z|0) = |0) coinciden con su inversa
Z|1) = —]1) (aplicando dos veces una
compuerta, se vuelve al estado
Entonces original)

Z(a]0) + 5 11)) = «]0) = G ]1)



Computacion Cuantica (Physics-free)

Medicién

Medir un n-qubit 212;1 «; |i) respecto a la base {|/>},2£)1 del
espacio de n-qubits, devuelve un vector |k) de dicha base con
probabilidad | |?

Ejemplo

Qubit a medir: %(\0) + 1))
Resultado: |0) 6 1) (con probabilidad % cada uno)

» Algoritmo cuantico: Hacer evolucionar un sistema de n-qubits
mediante la aplicacién de compuertas y mediciones

» Debido a la reversibilidad de las compuertas, los algoritmos
son reversibles (excepto en la medicion)

Computacion Cuantica (Physics-free)

Circuitos

Circuito cuantico: Representacion grafica de un algoritmo cuantico

Ejemplo

Dado |00), aplicar la compuerta Hadamard (H) al primer qubit y
luego una compuerta CNOT entre el primero y el segundo

L
0)

N>




Computacion Cuantica (Physics-free)

Enredo cuantico

Un estado enredado es un estado en el que no puedo “factorizar”

los qubits
Ejemplo
Ejemplo
No enredado
1 Enredado
—(|00) + |10
V2 oo = —=(100) + [11))
00 = —=
] V2
=—(]0) + |1 0
\/5(‘ )+ I) L)-/ No los puedo separar!
N ~~ ” 2do qubit
ler qubit

Computacion Cuantica (Physics-free)

Ejemplo: Teleportacién |

El algoritmo de Teleportacion[BBCJPW93] nos permitira mostrar
cédmo se pueden escribir algoritmos cuanticos en los diversos
formalismos

Ejemplo

El objetivo de esta técnica es transmitir un qubit de Alice a Bob
mediante el envio de dos bits clasicos



Computacion Cuantica (Physics-free)

Ejemplo: Teleportacion Il

Pasos a seguir por Alice y Bob:

Paso 1. Alice y Bob preparan un estado oo
Paso 2. Alice se queda con el primer qubit del par y Bob se lleva el segundo
Paso 3. Alice aplica CNOT entre el qubit a transmitir y el primero del par (oo

Paso 4. Alice aplica Hadamard al primero de sus dos qubits, luego realiza una
medicién sobre ambos y envia el resultado de la medicién (2 bits clasicos)
a Bob

Paso 5. Bob aplica una transformacién sobre su qubit, de acuerdo a los bits
recibidos, basandose en la siguiente tabla

Bits recibidos | 00 | 01 | 10 11
Compuerta a aplicar I X Z X

Computacion Cuantica (Physics-free)

Ejemplo: Teleportacién Il

El circuito completo queda de la siguiente manera:

[¥) l H = A
|0> _llr/‘; l_l N A
| |
0) ——— Zbixb —  |4)

donde [1)) es el qubit a teleportar

Mas adelante mostraremos cémo se puede escribir este algoritmo
en los diversos formalismos que se haran en esta presentacion



Ag: El Célculo de van Tonder

Reversibilidad |

» En \-Calculo clasico, las (3-reducciones descartan informacién
en cada paso haciendo el proceso irreversible

» Cualquier computo clasico se puede transformar en un
cémputo reversible[Ben73]

Ag: El Célculo de van Tonder
Reversibilidad I
Cémo tener reversibilidad (una forma naive):

> Sea x un términoy 3 : x — ((x) una (-reduccion

» Consideremos la funcién x — (x, 5(x)), la cual es invertible

El computo podria proceder de la siguiente manera:

x = (x, B(x)) = (x, B(x), B%(x)) — (x. B(x), B*(x), B*(x)) — ...



Ag: El Célculo de van Tonder

Reversibilidad 111

En cada paso guardaremos qué subtérmino se ha reducido y qué

operacion se ha aplicado en un historial
Definicién

El estado computacional se toma como una
superposicion cuantica de secuencias de la forma

hi:....h, t

donde a hy;...; h, se le llama Historial y a t
Registro computacional

Notacién: Al historial en general lo notamos con #

Ag: El Célculo de van Tonder

El lenguaje |

Sintaxis del A,

t = término

X variable

(Ax.t) abstraccion

(tt) aplicacion

C constante

It término no lineal

Alx.t) abstraccion no lineal
c =

0|1|H|cnot|X] ...

constantes

" denota la
concatenacion

de strings

Oy 1son
primitivas. El
resto de las
constantes
denotan
compuertas
elementales
entre qubits



Ag: El Célculo de van Tonder
El lenguaje Il

» Esta sintaxis, que distingue términos lineales y no lineales, es
una extensién una la sintaxis introducida por Philip
Wadler[Wad94]

» Para entender el por qué de incluirla aqui, veamos cémo se la
utiliza en este contexto

Ag: El Célculo de van Tonder
El lenguaje Ill

Definicién
Decimos que una subexpresion es definida con respecto a la base
computacional si es textualmente la misma en todos los branches

de una superposicién
Ejemplo

(I(Ax.0) 0) + |(Ax.0) 1))

Nia

» La subexpresion (Ax.0) es definida

» El argumento %(|O> +|1)) no lo es



Ag: El Célculo de van Tonder

El lenguaje IV

“Reglas de uso”
» Los términos de la forma !t son llamados no lineales

» Los términos no lineales seran términos definidos con respecto
a la base computacional

> (Alx.t): denota funciones con argumentos no lineales
> (Ax.t): el argumento es lineal

» Una abstracciéon lineal contiene todos los términos no lineales
que se quiera (o ninguno), pero debe haber un término lineal
(y s6lo uno) en el cuerpo de la funcién

Estas “reglas’ evitan que el historial quede en enredo cuantico con
el registro computacional

Ag: El Célculo de van Tonder

El lenguaje V

Para evitar que se evalien términos de la forma !t, seguimos a
Abramsky[Abr93] y extendemos nuestra definicién de valores de |a
siguiente manera:

Valores en el A,

VA valores:
X variable
Cc constante

(Ax.t) abstraccion lineal
(Alx.t) abstraccion no lineal
It l-suspension



Ag: El Célculo de van Tonder

El lenguaje VI

La semantica se da de manera operacional mediante reglas

> reglas de reduccién tradicionales (beta, etc.) con algunos
cambios para manejar el historial

Ejemplo

I (O t) V) = 2 (O ) Vitlv/n] )
donde tx se obtiene de t reemplazando recursivamente todos los subtérminos

que no contienen x con el simbolo _ y manteniendo x
> reglas especificas para las compuertas

Ejemplo

H 0 evaluara a %(\O) + |1))

Ag: El Célculo de van Tonder

El lenguaje VII

Teorema
En el calculo cuantico \q, la evolucién del registro computacional

esta gobernada por las reglas de reduccion, eliminando toda
mencién al historial o

Esto provee un conjunto de reglas que nos permite pensar los
algoritmos sin tener que acarrear el historial



Ag: El Célculo de van Tonder

Ejemplo: Teleportacion con medicién diferida |

» El A\q no puede representar la operacién medicién

» Por lo tanto se modifica el algoritmo para diferir la medicion

El circuito queda de la siguiente manera:

1) H *
0) —TH- ji

@L l—Z— [4)

Este circuito es menos claro, pues no es evidente que Alice y Bob
quedan separados fisicamente durante el proceso

Ag: El Célculo de van Tonder

Ejemplo: Teleportacion con medicién diferida Il

En )4 este algoritmo queda definido por:

Teleportacion con medicién diferida

teleport x — let (e1,e) = eprin
let (x',y’) = alice (x, e1) in
bob (x',y’, &)
donde
alice (x,e1) — let (X', y') = cnot (x,e1) in (H x'),y")
bob (x',y', &) — let (y',&)) = cX (¥, &) in
let (x",e)) =cZ (X', €) in

(x",y", &)
epr = cnot ((H 0),0)



Agregando Medicién a Aq

Calculo Probabilistico

» La medicién cuantica es intrinsecamente probabilistica
» Las reglas de transicion deberan ser probabilisticas

» Siguiendo a Di Pierro y otros[DHWO05], usaremos un modelo
simple en el cual cada regla de transicién puede tener varias
conclusiones, cada una con una probabilidad asociada

Ejemplo
Premisas sobre P P tiene probabilidad p de transicionar a 4
z:’;g; y probabilidad g de transicionar a @

Agregando Medicién a Aq

El lenguaje |

La operacién medicién tiene en cuenta la “forma” del qubit, por lo
tanto necesitamos dar la sintaxis de las constantes y reglas que
determinen cuando éstas estan bien formadas

Sintaxis del )\g‘”

t = términos:
X variable
(Ax.t) abstraccion
(tt) aplicacion
It término no lineal
(Ax.t) abstraccion no lineal
Cu constante para compuertas
q qubit
M, constante para medicion



Agregando Medicién a Aq

El lenguaje Il

Sintaxis del A (cont.)

q:=
0) | [1)
(g ® q)
(g+q)
a(q)
Cy i\—=

cnot | H| q(q)7 | etc ...

Agregando Medicién a Aq

El lenguaje Ill

qubits:

qubits definidos

producto tensorial
superposicion

producto escalar

constantes para compuertas:

Ademas de esta sintaxis, se han definido reglas que determinan

cuando un término esta bien formado

Ejemplo

F}—ql

Al—q2

AF gL ®q

2"
S lai? =1 ajeCi=1,...,2"
i=1

~ao(110) @ -+ ©110)) +++ + axn(1]1) - & 1))



Agregando Medicién a Aq

El lenguaje IV

La definicién de valores se extiende trivialmente:

Definicion de valores del )\g/’

V= valores
X variable
(Ax.t) abstraccion
(Alx.t) abstracciéon no lineal

It l-suspension
cy compuerta
M, medicion

q qubit

Agregando Medicién a Aq

El lenguaje V

» El modelo operacional sufrié algunos cambios para adaptarse a
la nueva sintaxis de las constantes

» Todas las transiciones que no involucren la medicién tendran
probabilidad 1 de ocurrir

» Ademas, se agrega la regla que determina como se comporta
la medicion:

Regla de transicion para la medicién en )\g”

g=cao('goo @ ---®!q10) + - -+ + azn(!goan @ - - - @!qpan)

M:
H; (Man q) — o2 (190 @ -+ - ®q1;)

Esta regla descarta el historial, ya que la medicién es irreversible



Agregando Medicién a Aq

Ejemplo: Teleportacién |

Recordemos el algoritmo de teleportacién

%) l H A
‘0> _IIrH_ l_l D A
| |
0) ———- Zbixbe —  [1)

Agregando Medicién a Aq

Ejemplo: Teleportacion Il

Teleportacion en )\g/’

teleport g —1 let x® y = epr in
let by ® by = alice (g, x) in
bob (b1, b2, y)

donde

epr = cnot ((H !|0) ® |0))

alice (g,x) —1 let r@w = cnot g ® x in
M ((H r) ® w)

bob (b1, bo,y) —1 (zed by) (ex b2) y

ex by —1110) by T+ 1) (X bo)T

zed b1 —1

Z (10) (110)) T + bu(1[1))T) =10y (1)) T 4+ (X ba)(H1) T
(ex by) es simplemente X?2 y (zed b;) es Z2



Conclusiones y trabajo futuro |

Algunas conclusiones

» El )\g” permite razonar los algoritmos cuanticos de una manera
mas familiar que los circuitos cuanticos

» Modelo de van Tonder: equivalente al de la maquina de Turing
cuantica

Agregar Medicion:
» no amplia el modelo computacional,
» pero provee una manera mas intuitiva de razonar con el

lenguaje

Conclusiones y trabajo futuro Il

Trabajo futuro

» Trabajos recientes que se han hecho a partir del A\q

» Desarrollo de una teoria de tipos y su semantica denotacional
» Semantica categoérica
> etc.

Como trabajo futuro queda extender dichos resultados al Ag”

» El paper original de van Tonder incluye una teoria ecuacional

» La medicién no podria ser parte de una teoria ecuacional,
» pero queda por estudiar las implicaciones de esta afirmacion
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