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Motivacién

Las Maquinas de Turing Cuanticas proveen un modelo para definir

la universalidad de la Computacién Cuantica, pero razonar sobre

ellas es un proceso bastante complicado. Por ese motivo los

circuitos cuanticos son mas populares: proveen una visién grafica y

composicional de los algoritmos y pueden ser manipulados
Actualmente existen dos modelos equivalentes[Ya093] algebraicamente. Pero ningin circuito cuantico finito puede ser
predominantes para “pensar”’ la computacién cuantica: universal.

e Maquinas de Turing Cuanticas[Ben80][Deu85]

o e En Computacién Clasica, el A-Calculo provee un modelo alternativo,
e Circuitos Cuanticos[Deu89]

equivalente a las Maquinas de Turing, y es de gran utilidad en la
teoria de la computacién y el estudio de lenguajes y sus semanticas.

La idea es proveer a la Computacién Cuantica de una herramienta
equivalente.



Computacién Cuantica (Physics-free)
Qubits

La Computacién Cuantica es un modelo de computacién basado en
la Mecanica Cuantica.
Su unidad basica es el “Qubit”

Definicién
Un qubit es un vector de dos dimensiones de la siguiente forma

(5)

con a, 3 € Cy |a|? +|B|? = 1. Esto forma un Espacio Vectorial

Para un sistema de n-qubits tendremos el espacio vectorial de
dimensién 2" generado por la base

1 0 0
0 1 0
0 0 1

y a esos n-qubits los notamos de dos maneras alternativas:

i1, ..., in) con i, € {0,1}
o
i) con i € {0,...2""1}
Entonces un n-qubit queda definido por

2n71 2n71

Z ay |k) tal que Z log? =1
k=0 k=0

Una base del espacio vectorial de un qubit es

o) (2))

A estos vectores los notamos de la siguiente manera

0-(3) w-()

Entonces, un qubit queda definido por

o]0) + B11) w(é)”(?) - <§>

Computacion Cuantica (Physics-free)

Compuertas

Las compuertas cuanticas son matrices que satisfacen determinadas
propiedades (basicamente, propiedades que hacen que la matriz
“aplicada a" (multiplicada por) los qubits nos devuelvan qubits).

Ejemplo Ejemplo

Compuerta NOT Compuerta Hadamard

01
(1) (i h)
x10)=x(3)=(3) =1 H10) = 2(10) +[1))
xy1>:x(‘1’>:(g)=\o> HI1) = Z5(10) - 1))

VR

NS



Ejemplo

Compuerta CNOT

Por lo tanto, especificando cémo actta la compuerta en la base del

I 0
vor (| )
CNOT |00) = |00)
CNOT |01) = |01)
CNOT |10) = |11)
CNOT |11) = |10)

La aplicacién de una compuerta cuantica a cualquier qubit es una

aplicacién lineal
2n—1

U aili)
i=0

2n—1

=Y aiUli)
i=0

Computacion Cuantica (Physics-free)

Al medir un n-qubits 327" o |i) respecto a la base {|i)}2"5

Medicién

n—1

del

espacio de n-qubits, obtendré un vector |k) de dicha base con

probabilidad |ovy|?.

Ejemplo

Al medir el qubit % (]O> + |1>) obtendré |0) 6 |1) con probabilidad

5 L1 cada

Obs Un algoritmo cuantico se basa

uno.

en hacer evolucionar un sistema

de n-qubits mediante la aplicaciéon de compuertas y mediciones.
Debido a la reversibilidad de las compuertas, los algoritmos son
reversibles (excepto en la medicién).

espacio de qubits, ya se ha especificado todo lo necesario.

Ejemplo

z[0) = o)
Z[1y=—1)

Entonces

Z(a|0) + (1)) = a[0)

Obs Todas las compuertas
cuanticas son reversibles y
coinciden con su inversa,
entonces, aplicando dos veces
una compuerta, se vuelve al
estado original.

- B11)

Computacion Cuantica (Physics-free)

Circuitos

Un circuito cuantico es la representacion grafica de un algoritmo

cuantico.

Ejemplo

Dado |00), aplicar H al primer qubit y luego un CNOT entre el

primero y el segundo.

|0) b—

j0o) ) %(|o>+|1>)|o>
= 75 (100) + |10))
CNOT(l,Z) k(|00>+|11>)



Computacién Cuantica (Physics-free)

Entanglement

En el ejemplo anterior, hemos producido un estado entangled, los
cuales son estados en que no puedo separar los qubits.

Ejemplo

Ejempl

No entangled Jemplo
Entangled

(00} +[10)) e
—(/00) + |11
1 5100) + 111)
= 50 +11) |9
%z—'Qdo\qﬂait No los puedo separar!

ler qubit

Primer Intento

Presentacion

e En lambda calculo clasico, las (3-reducciones descartan
informacién en cada paso, haciendo el proceso irreversible.

e Cualquier cémputo clasico se puede transformar en un
cémputo reversible[Ben73]

Podriamos tener reversibilidad de la siguiente manera:
Sea x un término y 3 : x — [(x) una [-reduccién. Entonces
consideremos la funcién x — (x, 3(x)), la cual es invertible.

En una versién simple, el computo procede de la siguiente manera

x = (%, B(x)) = (x, B(x), B2(x)) — (x, B(x), B*(x), B°(x)) — ..

Aunque éste método podria funcionar para implementar
reversibilidad, veremos que no funciona en el caso cuantico sin
hacerle algunas modificaciones.

Continuando con la Motivacién...

Circuito cuantico

o {AH
f
b {EH———

En Lambda Calculo Cuantico se podria escribir asi:

Deutsch

deutsch Ur = let (x,y) = Ur ((H0),(H 1)) in
((Hx),y)

Sintaxis para el primer intento

ti= término
X variable
(Ax.t) abstraccion
(tt) aplicacion
c constante
cu=
0|1|H|cnot|X|Z]| ... constantes

0 y 1 son primitivas.
El resto de las constantes denotan compuertas elementales entre
qubits.



Ahora le permitimos al estado de un cémputo ser una superposicion
cuantica de términos en este lenguaje.

Consideremos un estado inicial como el siguiente string: [(H 0))
Quisiéramos elegir reglas de transicién tales que este estado evalie
una compuerta Hadamard aplicada a |0).

Una regla de transicion |(H0)) —
candidata podria ser: (H1)) —

(10) +11))
(10) = 11))

NN

Y usamos el truco para hacerlo reversible:

((H0)) —
= [(H

5(I(H )>+|(H0):1>)
)> 7(0)+11)

o S"“

El “" denota la concatenacién de strings. El resultado se ha
factorizado a la derecha.

Segundo intento

Presentacion

Con sélo guardar en cada paso qué subtérmino se ha reducido y qué
operacién se ha aplicado ya me bastaria.

Ejemplo
((H(H 0))) — J5(I_(H _)i(H0))+|_(H _);(H1)))
= 3 [(C(H Ne(H _):0)+[(H _)i)+|(H _)i0)—|(H _);1))
=3 1(_(H )y @2|(H _);0) = |(_(H _))(H _))®|0)

En cada paso reemplazamos los subtérminos que no necesitamos
para la reversibilidad por el placeholder “

Ahora formalicemos un poco ésto.

Primer Intento

Problemas

Ejemplo

((H(H0))) — %(IH(H 0); (H0)) + [H(H 0); (H 1))

- % [(H(H 0))) @ (I(H 0);0) + [(H 0); 1) +[(H 1);0) = [(H 1); 1))

Aqui no puedo factorizar el resultado ya que quedé en entangled
con el término intermedio del historial

Este método esta guardando mas informacion de la necesaria para
lograr reversibilidad.

Primero extendemos la definicién de valores para incluir a las
constantes

Definicién de valores del Segundo Intento

v i= valores
X variable
c constante

(Ax.t) valor de abstraccion

El estado computacional se toma como una superposicién cuantica
de secuencias de la forma

donde a hy;...; h, se le llama historial y a t registro computacional.



Las reglas de transicién son las siguientes

Reglas de transicion del Segundo Intento

t1 — hl; ti
S (APPy)
i (tt2) — 25 (h )i (1 t2) # denota el historial
ty — hy: t) (puede estar vacio)
2 (APP>)

H; (i t2) = 9 (_ h2); (w1 8))

H; (Ax.t) v) — 3 (Ax.Ex); ); t[v/x] (1) Si x € F(t)

9, (Ax.t) v) — 2 (Ax. ) v);t (B2) Si x ¢ F(t)

Ht— H: ot (Id) en otro caso(v/er formalizacién en anexo)

tx se obtiene de t reemplazando recursivamente todos los

subtérminos que no contienen x con el simbolo  y manteniendo x.

Regla de reduccion extra para simbolos de compuertas cuanticas

Regla de reduccion para simbolos de compuertas cuanticas

()

1 (cu ¢)) — |7 (cu _)) @ U|9)
donde ¢y denota cualquiera de los simbolos cuanticos y U la
correspondiente transformacién unitaria. ¢ es 0 6 1 en el caso de
operadores de 1 qubit 6 (0,0), (0,1), (1,0), (1,1) en el caso de
operadores de 2-qubits, etc.

Ejemplo

|(cnot(1,0))) — |(cnot );(1,1))
|7:(H 0)) — |9£;(H _)) ® J5(|0) +[1))

Ejemplo

|((apply id) cosa)) = |((Af.(Ax.(f x))) (A\z.2)) cosa))

— !(((Af( (f 2)))2) ) (x((Az.2) x) cosa))
= [(((AF.(_(F 2))) ) )i (e (L x) )i ((Az.2) cosa))
= [(((AF((F 2)))2) )i (x(L %) )i ((Az.2) _); cosa)
!((( (PN ) (Lx) )i (Az2) )i s cosa)

—

En este ejemplo podemos usar como criterio de terminacion
comparar la Gltima expresién con ", no tenemos un criterio de
terminacién bien definido en A; ya que el estado podria tener una
superposicion de varios historiales, algunos de los cuales hayan
terminado y otros no. Entonces “observando” podria cambiar el
estado.

Este problema sera resuelto mas adelante con el Aq.

Segundo Intento

Problemas

Ejemplo

|((Ax.cosa) otraCosa)) — |((Ax. ) otraCosa); cosa)

Aqui debemos guardar “otraCosa” en el historial para mantener
reversibilidad.

Pero entonces entramos en problemas cuando el argumento que se
descarta es una superposicién



Ejemplo
x0) (HO)) — I (H ) @ |(w0) (25(0) + 1)
Aqui tengo dos formas de reducir (Ax.0) (7(\ ) +11)))

0 (=) (% (|o>+\1>)>®ro>
zf( D)0+ () D)@ o)

Z5(I(Ax.0) 0) +[(Ax.0) 1)) — v2[0)
Tercer (y altimo) intento
A-Calculo Cuantico (Aq)
Definicién

Decimos que una subexpresion es definida con respecto a la base
computacional si es textualmente la misma en todos los branches
de la superposicion.

Ejemplo

1
V2
La subexpresion (Ax.0) es definida, aunque el argumento
%(|0> + 1)) no lo es.

(I(Ax.0) 0) + |(Ax.0) 1))

Otro ejemplo

Ejemplo
[((y-(Ax.y) y)) (H 0)))
= 1((H ) @ ((Oy-((Axy) ¥)) 0)) + [((Ay-((Ax.y) ¥)) 1))
~LIC(H pe
[((y-((_y) ¥)) ) @ ([((Ax.0) 0)) + [((Ax.1) 1)))
- SI(_(H )
(- ((Ly) y)) D @ (I((Ax._) 0):0) + [(Ax._) 1); 1))

Quedé el historial en entangled con el estado!!!

Para resolver los problemas que mostramos previamente,
consideraremos un A-célculo que guarde informacién de cuando un
argumento es definido o no, el cual hara imposible escribir
funciones que descarten elementos no definidos.

Existe un tipo de calculo sensible al tipo de elementos llamado
A-célculo lineal, que ha sido estudiado extensamente
[Abr93][Wad94][MOTW99][See89]

La sintaxis que usaremos sera una extensién de la introducida en
[Wad94]



Sintaxis del A,

=T X
- X
5
N—r

g}

It
Alx.t)

término

variable

abstracciéon
aplicacién

constante

término no lineal
abstracciéon no lineal

0|1|H|cnot|X|Z| ... constantes

Para reforzar estas
reglas, necesitamos
términos
“bien-formados”. Esto
corresponde a la
restriccion de que los
argumentos lineales
aparezcan linealmente en
el cuerpo de una funcién
y que todas las variables
libres de un término !t
refieran a variables no
lineales.

Ejemplo
Bien-Formados No bien-formados
(A!x.0) Ax.0)

Observaciones:

e Los términos de la forma !t son llamados no lineales. Los
términos no lineales seran términos definidos con respecto a la
base computacional.

e La abstraccién (Alx.t) denota funciones con argumentos no
lineales. En contraposicién, en la abstraccion (Ax.t) el
argumento es lineal.

e En una abstraccién lineal puedo usar todos los términos no
lineales que quiera (o ninguno), pero debe haber un término
lineal (y sélo uno) en el cuerpo de la funcién.

Las restricciones de términos bien-formados impiden escribir
funciones que descarten argumentos lineales, pero esto no es
suficiente para prevenir computos inseguros sin especificar el orden
de reduccién.

Ejemplo

La expresion ((A!x.0) !(H 0)) es bien-formada. El problema esta en
que permitimos usar ! para promover la expresiéon (H 0) (que va a
ser descartada) a un valor no lineal. Si reducimos primero el
subtérmino (H 0), razonando ecuacionalmente tenemos

(Ax.0) [(H 0)) = L(|((A1x.0) 10)) + [((A1x.0) 1)) = v2[0)
En cambio, si consideramos a !(H 0) como irreducible, podriamos
usar beta reduccion inmediatamente y obtener

|(Alx.0) I(H 0))) = [0)



Para prevenir que términos de la forma !t sean evaluados, seguimos
a [Abr93] y extendemos nuestra definicién de valores de la siguiente
manera

Valores en el )\,

vi= valores:
X variable
c constante
(Ax.t) abstraccion lineal
(Alx.t) abstraccion no lineal
It l-suspensiéon

@ De acuerdo a estas reglas, las superposiciones cuanticas sélo
pueden ser creadas mediante la evaluacién de términos que
contengan primitivas cuanticas.

® El resultado de aplicar una compuerta cuantica es un valor
lineal (sin 1).

© Notese que cuando una funcién no lineal encuentra un término
lineal, lo Gnico que se puede aplicar es la regla (Id).

O Las reglas de reduccién precedentes permiten crear
superposicion, pero los términos en la superposicién sélo
difieren en las posiciones que contienen las constantes 0y 1. A
continuacién vamos a formalizar esto dltimo.

El modelo computacional se describe como sigue (donde ¢ es

definido como lo definimos anteriormente).

Modelo operacional para el A,

th—hity (APP;)
A (0 0) — o ()i (6 ) 1

t ho; t)

27 2 P (APP)

A (v &) = H; (_ h); (w1 th)
7 (Owt) V) = 7 (Ot ) v/
H; (Mx.t) 1) — 2f; (AlxEe) )i t[t'/x]

o (o) 18) = 7 () 1) e (2SI EFE

(

9 (v 0)) = [#i(cw NoUlg) 0

(Id) en otro caso

(8)

Hit — H;, ;t

Definicién

Dos términos son congruentes si coinciden simbolo a simbolo

excepto tal vez en las posiciones que contienen 0 6 1.

Lema

Todos los términos en una superposicion obtenidos mediante una

secuencia de reduccién de un término inicial definido son
congruentes.

Lema

Si t es bien-formado y |#(; t) — >, ci|#; t!), entonces todos los

términos t! son bien formados.

(!61) Si x € F(t)

O

O



Dado que los términos que aparecen en una superposicion tienen la
misma forma, tiene sentido hablar acerca de subtérminos
especificos de la expresién en el registro computacional. Por lo
tanto, podemos formular el siguente lema:

Lema

Empezando con un término inicial definido, cualquier subtérmino
I-suspensién que ocurra durante la reduccién serd definido con
respecto a la base computacional. O

Observacién: Notar que mediante reduccién tampoco puedo crear
I-suspenciones no definidas.

(Ax.- (- ox--) ) (H0)

ya que x es lineal, lo que implica que !(---x---) es un subtérmino
no bien-formado.

Teorema

En el calculo cuantico A\, la evolucion del registro computacional
esta gobernada por las reglas de reduccién que se listan a
continuacion.

Reglas de reduccion del registro computacional

t1 — - - (181) Si x€ F(t)
APPy)  (Alx.t) It/ — t[t
th — th (162) Si x ¢ F(t)

(APPy) (Alx.t) It —t

(v 2) = (v 1)
(Ax.t) v — t[v/x] #) lcu @) — Ulo)

(V)

O

Observacién: Llegamos a un conjunto de reglas de reduccién simple
y que nos permite razonar sobre los cémputos sin tener que
acarrear el historial.

Lema
Dado un término inicial definido, los contenidos del historial se
mantienen definidos a través de la reduccion. O

Corolario

La terminacién se puede testear observando el altimo término del
historial sin modificar nada. Cuando ese término es igual al
placeholder “_ ", el resultado queda en el registro

computacional. O

El hecho de que el historial se mantenga definido en el \; elimina
los impedimentos para definir una teoria ecuacional.

De hecho, ya que ahora podemos garantizar que cualquier estado
computacional sera de la forma |#) @ |c) (i.e. no en entangled) y
que |#) se mantendra definido (por lo cual se preservara la
normalizacién) se puede enunciar el siguiente teorema.

Ahora, para presentar la teoria ecuacional, listamos el conjunto de
axiomas y reglas de inferencia de dicha teoria.
Sistema de prueba ecuacional para el calculo cuantico A,

Y — £ (refl) th = t
t=t 1 2 (A2)
AMx.tp = AMlx.t

t1 = b
bh =1t

— )
H—ty bt (Ax.t) v = t[v/x]

— (trans) 1) Si x
=ty Oixt) 1 = t[t /=] () SixeF)

t1 =1t tza =14

()= (bt) 0 (xpig=¢ (WSNEFO
t]_ = t2 U
DT BRI



Notar que no hay ninguna regla que permita sustituciones dentro
de las !-suspenciones.

Teorema

En el Lambda Célculo Cuéntico, la evolucion del registro
computacional procede reemplazando términos por términos iguales
de acuerdo a la teoria ecuacional anterior. O

Ejemplos

Un algoritmo muy conocido en Computacién Cuantica es el
llamado “Algoritmo de Deutsch”[NCO0Q].

Circuito cuantico
Donde Ur es una compuerta

que actla de la siguiente
manera

0 IH H

o) #] Ur Ll Urlx,y) =[x,y & f(x))

1 -
L) donde f es alguna funcién

desconocida de 1 bit.

Cémo computa el A,
Punto Fijo

Vamos a definir el operador de punto fijo en A,

fix = (MuNF.(F 1((u tu) 1)) YW (F 1((u tu) 1F)))) =

(v !v) ’ ’
Ejemplo
Veamos cémo actiia Sit=\fu
fix 1t fix 1t — t 1(fix 1t) = (AF.u) (fix 1t)
S OUEF I W IONTE (i 10)7]
— t (v Iv) 1t) En otras palabras, fix It se copia a si
— t !(fix It) mismo en el cuerpo (u) de t a traves

de la reduccién.

La salida de este circuito sera

{ +|0) |[+) sif(0)=f(1)
+|1) |[4+) sif(0) # (1)

(Ver demostracién en anexo)
Por lo tanto, midiendo el primer qubit se puede saber si f es

constante o no.



En Lambda Calculo Cuantico se podria escribir asi:
Ejemplo
Entonces

Deutsch

deutsch Ur = let (x,y) = U ((H0),(H 1)) in deutsch cnot = et (x,y) = cnot ((H 0),(H 1)) in
((H),) ((H).) |

Ejemplo Desarrollemos cnot ((H 0), (H 1))
cnot ((H 0),(H 1)) = cnot (3(10) + [1)), 3(10) — [1)))

Sea f la funcién identidad. Entonces, es facil ver que 1
= cnot (5(|00) — |01) + [10) — |11)))

Ur |00) — |00) = 3(100) — [01) + [11) — [10)) = (J5(I0) — [1)), F5(10) — [1)))
Ur|01) — |01) Volviendo: let (x,y) = (5(10) — 1)), J5(10) — |1))) in
o o) ((H0,) = (H (L5(00) ~ 1), 2510~ 1))

. Ur = cnot = |1>®%(’0>_|1>)
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|01> 2 2(10) + [1))([0) — [1)) = 3(|00) —[01) + [10) — [11))
%(Uf!()o) Ur [01) + Ur [10) — Ur [11))

%(|0 £(0)) —10,—-7(0)) + |1, £(1)) — |1, =f(1)))
1§(|fJ>(|7r(0)> — [=£(0))) + 1) (If (1)) — [=£(1))))

= |l ||

(1)

Institute of Electrical and Electronic Engineers Computer — 22 ((‘0>+‘1>)(’f(0)>_|_'f( )>)+(‘0>_‘1»(“(1»_'_'7[(1))))
Society Press. Si £(0) = f(l) Si £(0) # f(1)

2 Chares H. Bomner = 00 (FO) — 1-FO) + = 525(10) (7(0) — |=F(0) -
Logical re;/ersibilit}./ of computation. If(;?()(;); |ﬂ|?€8;;)++‘ ’1>((|;>()(;)> ; (1?()0>)> _H;Eg;;) +| |1'Z((0|;>()0))> B
IBM Journal of Research and Development, 17(525532), 1973 _ ﬁ(m) (2 |F(0)) — 2 |-F(0))) - L\[(M( 1£(0)) — 2| =F(0))))

=10) (£75(10) + 1)) = 1) (£5(10) + [1)))
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Anexo

Formalizacién del t,
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