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Modelos de Error en Computación Cuántica1

J. Garćıa-López2, F. Garćıa-Mazaŕıo3 y V. Mart́ın4

(jglopez@eui.upm.es, gmazario@eui.upm.es y vicente@fi.upm.es)

1. Introducción

La potencia del modelo cuántico de computación se basa en la utilización de un fenómeno f́ısico
que no se utiliza en computación clásica, el paralelismo cuántico. Otra diferencia esencial entre ambos
modelos de computación consiste en que el modelo clásico es digital mientras que el cuántico es
analógico. Este hecho plantea mayores dificultades para la construcción de ordenadores cuánticos
que las que se tuvieron que afrontar para ordenadores clásicos. En primer lugar, las superposiciones
coherentes de estados se pierden rápidamente por la influencia del entorno que provoca el fenómeno
denominado decoherencia que se convierte de este modo en una fuente de errores. Y, en segundo lugar,
la imprecisión del propio ordenador cuántico al aplicar puertas y medidas cuánticas constituye una
nueva fuente de errores. Estas son las razones fundamentales por las que la computación cuántica
requiere un mecanismo para acotar la acumulación de errores durante el proceso de cálculo.

Para corregir los errores que se producen a lo largo de una computación cuántica hab́ıa que superar
dificultades importantes. Los errores cuánticos son continuos al estar relacionados con los coeficientes
que describen los bits cuánticos (qubits). Como consecuencia del no-cloning theorem [34] no es posible
usar el método clásico de copia para introducir redundancia durante la codificación de la información.
Tampoco es posible en general usar el método de la mayoŕıa para leer la información codificada en un
estado cuántico, puesto que la lectura colapsa el estado de forma irreversible ocasionando la pérdida
de la información. Estos obstáculos fueron finalmente superados, una vez que Shor [24] y Steane [27]
establecieran las ideas básicas para la construcción de códigos cuánticos y se formalizase de forma
consistente la teoŕıa cuántica de códigos [2, 4, 5, 11, 14, 18]. Estos códigos permiten corregir errores
en estados cuánticos sin destruir su coherencia, es decir, evitando el colapso.

Sobre la base de la teoŕıa de códigos cuánticos se propuso un modelo de computación tolerante
a fallos, para reducir la acumulación de errores durante el cálculo y hacer viable la computación
cuántica [1, 3, 10, 13, 15, 21, 23]. El ingrediente fundamental de este modelo es, además del uso de los
códigos cuánticos, la computación con qubits codificados [10, 15, 21, 23]. La construcción de códigos
correctores cuánticos se basa en una discretización de los errores y, sobre la base de esta discretización,
se define el modelo estocástico de errores independientes de este modelo de computación. El error que
se produce en un paso cualquiera de la computación es discreto e independiente en cada uno de los
qubits y se modeliza por E1⊗· · ·⊗En, donde Ei (1 ≤ i ≤ n) es igual a I, X, Y y Z con probabilidades
1− p, p/3, p/3 y p/3 respectivamente.

1Trabajo parcialmente subvencionado por el MCYT, proyecto TIC2002-01541.
2Dpto. Matemática Aplicada, E.U. Informática, U. Politécnica, Ctra. Valencia Km 7, 28031 Madrid.
3Dpto. Matemática Aplicada, E.U. Informática, U. Politécnica, Ctra. Valencia Km 7, 28031 Madrid.
4DLSIIS-Análisis Numérico, F. Informática, U. Politécnica, Boadilla del Monte, 28060 Madrid.
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En este art́ıculo consideramos un modelo de error diferente para la decoherencia del n−qubit
sobre el que se realiza la computación cuántica. Modelizamos el proceso de decoherencia, a partir de
los principios básicos de isotroṕıa e independencia temporal, como un proceso estocástico análogo al
movimiento browniano y estudiamos la capacidad de los códigos cuánticos para reducir este tipo de
decoherencia. El resultado desafortunado que se obtiene indica que los códigos cuánticos no pueden
controlar este tipo de decoherencia y, a la vista de este hecho, resulta crucial entender la relación entre
el modelo de decoherencia usado y los modelos utilizados habitualmente.

El art́ıculo está estructurado como sigue. En la sección 2 hacemos un resumen de los diferentes
modelos de error que se han estudiado, incluyendo el modelo de decoherencia que proponemos. En la
sección 3 recordamos la estructura general de los códigos cuánticos y en la sección 4 analizamos en
detalle el modelo de decoherencia propuesto y la capacidad de los códigos cuánticos para corregir este
tipo de decoherencia. Finalmente, como conclusión, comentamos las consecuencias que se derivan de
los resultados obtenidos.

2. Modelos cuánticos de error

Los errores que se producen durante una computación cuántica se deben, en primer lugar, a la
decoherencia del n−qubit sobre el que se realizan los cálculos y, en segundo lugar, a la imprecisión
del ordenador en la aplicación de puertas y medidas cuánticas. Esta hipótesis de trabajo es habitual
en los trabajos sobre tratamiento de errores cuánticos y computación tolerante a fallos. Si embargo
se trata de una hipótesis demasiado genérica que es preciso concretar, para abordar el estudio de la
propagación de errores.

Desde el principio se trabajó con la hipótesis de que los errores en cada qubit son independientes.
Según Shor [24] simplemente por analoǵıa con el modelo de computación clásico. Esta hipótesis es
realista para los errores debidos a la imprecisión del ordenador en la aplicación de puertas y medidas
cuánticas de un qubit [15]. Pero no está del todo justificada en el modelo de decoherencia del n−qubit
pues, contrariamente a lo que se espera, deja invariantes las medidas de entrelazamiento del n−qubit.

La decoherencia se debe al acoplamiento del n−qubit con el entorno (ordenador cuántico). En
consecuencia el n−qubit debe considerarse como un sistema abierto. El acoplamiento del n−qubit
y el ordenador cuántico produce un entrelazamiento entre ambos sistemas que modifica el n−qubit
de forma, a priori, incontrolable. Generalmente se asume que una vez que el n−qubit ha perdido la
coherencia la computación completa falla y, en consecuencia, los resultados que se obtienen no son
correctos [15, 17, 24, 28]. En el modelo de computación cuántica los cálculos se realizan aplicando
transformaciones unitarias al n−qubit. Sin embargo esto sólo se cumple de forma aproximada ya
que, debido al acoplamiento entre los dos sistemas, la evolución del n−qubit generalmente no es
unitaria [22, 24]. Esta es la causa última de la decoherencia del n−qubit.

Se han planteado numerosas estrategias para reducir la decoherencia de un sistema abierto como,
por ejemplo, el n−qubit de una computación cuántica. En todas ellas se intenta restituir la evolución
unitaria de dichos sistemas. El primer método que se propuso fue la corrección cuántica de erro-
res [4, 5, 11, 26] que consiste en una forma de realimentación cuántica fundamentada en la codificación
redundante de la información. Hasta la fecha, es el único método para el que se ha probado que es
posible realizar computaciones cuánticas de longitud arbitraria (threshold theorem) [1, 10, 13, 15,
21, 23]. El segundo método introducido por Zanardi y Rasetti [3, 35] utiliza subespacios libres de
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decoherencia (DFS) para representar los n−qubits. La inmunidad natural de estos subespacios frente
al proceso de decoherencia se debe a la simetŕıa especial de la interacción sistema-entorno.

En otras propuestas la decoherencia se controla mediante una realimentación activa del sistema
cuántico. La primera, debida a Tombesi y otros [12, 29, 30], permite mantener la coherencia de un
estado conocido durante largos periodos de tiempo. Pero este método no es aplicable en computación
cuántica, ya que generalmente el estado del n−qubit es desconocido. Un refinamiento de este método,
debido a Lloyd y Viola [22, 31, 32, 33], permite cancelar la interacción sistema-entorno aplicando rápi-
dos pulsos de control. Esta técnica denominada open-loop control congela la decoherencia de manera
análoga al efecto Zeno [8, 16].

En los trabajos sobre computación tolerante a fallos [15, 21, 23] generalmente se asume la in-
terpretación de la decoherencia que da Zurek [36]. En esta interpretación el entorno interactúa sobre
el n−qubit realizando medidas del mismo. En este art́ıculo proponemos un modelo estocástico de
decoherencia análogo al movimiento browniano [6]. Para definirlo vamos a representar el estado Ψ
del n−qubit mediante un punto en la esfera de Bloch. Si la parametrizamos en coordenadas reales,
el estado Ψ se corresponde con un punto en la esfera S2d−1, siendo d = 2n. Llamamos proceso de
decoherencia del n−qubit Ψ a todo proceso estocástico D(Ψ, t), t ≥ 0, sobre S2d−1 que cumple las
siguientes propiedades:

1. La distribución de probabilidad para t = 0 cumple D(Ψ, 0) = δ(Ψ).

2. La distribución de probabilidad en el instante t, D(Ψ, t), es isótropa respecto de Ψ.

3. Si t1 < t2 y Ψ(t1) es el estado resultante del proceso de decoherencia de Ψ en el intervalo de
tiempo (0, t1) entonces D(Ψ, t1) y D(Ψ(t1), t2 − t1) son independientes.

La definición anterior del proceso de decoherencia D(Ψ, t) parte de tres hipótesis básicas. La primera
establece que para t = 0 no existe decoherencia, es decir, que el n−qubit está en estado Ψ con
probabilidad 1. La segunda afirma que la probabilidad de decoherencia de Ψ es igual en todas las
direcciones. Como consecuencia de la isotroṕıa, la probabilidad de que el estado resultante sea Φ
sólo depende del ángulo θ entre Ψ y Φ o, equivalentemente, de la distancia entre ambos estados
‖Ψ − Φ‖2 = 2 − 2 cos(θ). La última hipótesis indica que los procesos de decoherencia a lo largo de
dos intervalos de tiempo disjuntos, (0, t1) y (t1, t2), son independientes. Nuestro modelo estocástico
de decoherencia está respaldado de forma cualitativa por algunos resultados sobre movimiento brow-
niano cuántico (QBM). Por ejemplo, Eisert y Plenio [7] prueban que un estado puro con distribución
gaussiana evoluciona instantáneamente a un estado entrelazado, independientemente de la intensidad
del acoplamiento y de la temperatura del entorno.

Los errores ocasionados por la imprecisión del ordenador en la aplicación de puertas y medidas
cuánticas son, en principio, más fáciles de modelizar que los errores de decoherencia. Estos errores se
consideran independientes y se modelizan mediante operadores unitarios cercanos al operador identi-
dad, que se denominan operadores de error. Se asume que el error que se produce al aplicar una puerta
cuántica afecta de modo directo exclusivamente a los qubits sobre los que actúa [10, 15]. Por ejemplo,
si se aplica una puerta cuántica al primer qubit el operador de error será de la forma E ⊗ I ⊗ · · · ⊗ I.
Para modelizar el error que se produce en una medida cuántica se sustituye formalmente la medida
por la puerta cuántica I y una medida ideal [15]. Los errores, cuando se producen, están localizados
sobre qubits determinados pero, a lo largo de la computación cuántica, se pueden propagar a otros
qubits [21]. Esto ocurre cuando un qubit interactúa, por mediación de una puerta cuántica, con otro
que está afectado por un error previo. En este caso el segundo qubit propaga el error previo al primero,
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además de que ambos se ven afectados por el error originado por la puerta cuántica. Por último se
supone que los errores promedio son independientes del número de qubits [21].

A partir del modelo de errores independientes se plantea de forma natural un modelo estocástico.
En este modelo se sustituyen los operadores generales de error por los operadores discretos (bit-flip,
phase-flip, etc). Estos operadores, además de jugar un papel crucial en la construcción de códigos
cuánticos, permiten construir bases que permiten el desarrollo de los operadores generales de error.
Este es el modelo de error utilizado con mayor frecuencia, tanto en los estudios teóricos como en las
simulaciones numéricas [25] de la computación tolerante a fallos.

3. Códigos cuánticos

La estructura básica de los códigos cuánticos es la misma que la de los clásicos. Se codifica la
información introduciendo redundancia con la finalidad de utilizar esta información adicional para
detectar y corregir errores. Como ya se ha comentado en la introducción, la teoŕıa cuántica de códigos
debe abordar algunos problemas nuevos respecto a la teoŕıa clásica de códigos: errores continuos,
imposibilidad de copiar estados (no-cloning theorem [34]) y colapso de los estados durante su lectura.
A pesar de estas dificultades las ideas propuestas por Shor [24] y Steane [27] han permitido establecer
de forma consistente la teoŕıa cuántica de códigos.

En esta sección vamos a recordar la estructura general de un código cuántico. Esto nos va a
permitir, en la siguiente, analizar su capacidad de corrección de errores de decoherencia. Consideremos
un código cuántico C de longitud (n, m), es decir, un código que codifica un m−qubit en un n−qubit.
Formalmente se trata de una aplicación lineal inyectiva que conserva el producto escalar

C : Hm → Hn (1)

donde Hm y Hn son las espacios de Hilbert que describen el m−qubit y el n−qubit respectivamente.
La aplicación lineal C se puede implementar como un operador unitario C : Hm ⊗Hn−m → Hn que,
restringido al subespacio Hm⊗|0〉, coincide con la aplicación lineal C. El operador C es el operador de
codificación del código y W = C(Hm⊗|0〉) es el espacio código. Los estados que pertenecen al espacio
código, estados código, no tienen ningún error mientras que los que no pertenecen al espacio código
śı. El espacio código también se denotará W1, por tanto asumiremos que W = W1.

Para determinar el conjunto de errores que el código corrige se eligen d′′ = 2n−m operadores
unitarios de error E1, E2, . . . , Ed′′ . Entre ellos debe estar el operador identidad que, por comodidad,
supondremos que es el primero, es decir, E1 = I. Para que este proceso, que se denomina discretización
de errores, permita corregir cualquier combinación lineal de los mismos es preciso que los subespacios
Wh = Eh(W ), 1 ≤ h ≤ d′′, (obsérvese que W1 = W ) determinen una descomposición ortogonal de Hn,
es decir,

Hn = W1⊥W2 · · · ⊥Wd′′ (2)

Una vez introducidos los ingredientes esenciales del código vamos a describir el proceso de co-
rrección. Supongamos que el estado código Ψ sufre una perturbación convirtiéndose en el estado Φ.
El estado inicial es un estado código, es decir Ψ ∈ W , mientras que el estado perturbado en general
no lo es, es decir Φ 6∈ W . Si el estado perturbado pertenece al subespacio

WΨ = L(E1Ψ, E2Ψ, . . . , Ed′′Ψ) (3)
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el código permite recuperar el estado inicial Ψ. En primer lugar medimos Φ respecto de la descomposi-
ción ortogonal de la fórmula (2). El resultado de la medida será un valor h, entre 1 y d′′, denominado
śındrome y la proyección del estado Φ en el subespacio Wh. Y, a continuación, aplicamos el inverso
del operador de error indicado por el śındrome. De forma esquemática el proceso es el siguiente:

Φ h=⇒ αh

|αh|
EhΨ

E−1
h=⇒ αh

|αh|
Ψ (4)

El estado resultante no es exactamente Ψ pero, al diferir solamente en un factor de fase, ambos estados
son indistinguibles desde el punto de vista f́ısico.

Naturalmente hay errores que el código no es capaz de corregir. Por ejemplo, cuando el estado
perturbado Φ es un estado código el resultado de la corrección vuelve a ser Φ y, en este caso, no se
recupera Ψ. Esta limitación en la capacidad de corrección del código también se da en los códigos
clásicos. Sin embargo, para que esto se produzca en un código clásico la perturbación (distancia
de Hamming entre la palabra código y la palabra perturbada) tiene que ser grande (mayor que el
número de bits que corrige el código), mientras que en un código cuántico se puede producir para
perturbaciones arbitrariamente pequeñas (estados Φ arbitrariamente cercanos a Ψ). Esta diferencia
esencial entre códigos clásicos y cuánticos se debe al hecho de que los códigos clásicos son discretos y
los cuánticos continuos.

Hemos comprobado que el código corrige de forma exacta el estado perturbado Φ si se cumple
que Φ ∈ WΨ. Pero, ¿cuál es el resultado de la acción del código sobre Φ si éste no pertenecen a WΨ?
En este caso la situación es bastante más desfavorable. Se puede probar que la probabilidad de que la
corrección no sea exacta es mayor que 0. Y la codimensión de WΨ es mayor o igual que su dimensión
ya que el cociente entre ambas, 2m − 1, es mayor o igual que 1.

Para hacer un análisis cuantitativo, denotamos por Φ̃ al estado resultante de la corrección de Φ.
En realidad Φ̃ debe considerarse como una distribución de probabilidad, puesto que la corrección puede
generar resultados diferentes. Para medir la bondad de la corrección, tal como se define más adelante,
se compara el error inicial ‖Ψ− Φ‖2 con el valor esperado del error final, es decir, con E(‖Ψ− Φ̃‖2).
Si consideramos Φ =

√
p Ψ +

√
1− p ϕ tal que ϕ ∈ W2, ϕ⊥E2Ψ y p ∈ (0, 1), entonces

‖Ψ− Φ‖2 = 2(1−√p) < 2(1− p) = E(‖Ψ− Φ̃‖2) (5)

Con este ejemplo se demuestra que el código corrector puede amplificar el error de Φ, incluso si el
error inicial es arbitrariamente pequeño (p próximo a 1).

El estado que se obtiene después de aplicar el código es un estado código, es decir, un estado que
formalmente no tiene error. Esto significa que si la corrección no ha sido exacta queda un error residual
que ya no es detectable. Estos errores residuales se van acumulando a lo largo de la computación y, si
son suficientemente significativos, pueden hacer que ésta falle.

Por otro lado se puede controlar el subespacio WΨ, eligiendo adecuadamente los operadores uni-
tarios de error. Aśı, por ejemplo, se puede conseguir que todos los errores que afectan a un único qubit
se corrijan de forma exacta. El mejor código que se conoce con estas caracteŕısticas para codificar un
qubit, [2, 18], es un código de longitud (5, 1). Este código es óptimo en el sentido de que ningún código
de longitud (n, 1) con n < 5 es capaz de corregir todos los errores de un solo qubit.
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4. Modelo estocástico de decoherencia

Para describir el proceso de decoherencia del estado Ψ de un n−qubit vamos a identificarlo como
un punto en la esfera de Bloch. Se trata de un vector unitario de un espacio de Hilbert complejo Hn

de dimensión d = 2n en el que se considera una base ortonormal Bn = [ϕ1, ϕ2, . . . , ϕd ]. En esta base
el estado Ψ se representa del siguiente modo

Ψ =
d∑

k=1

αk ϕk tal que
d∑

k=1

|αk|2 = 1 (6)

Sin embargo resulta más sencillo representar el estado Ψ, como punto en la esfera de Bloch,
en coordenadas esféricas. Con este objetivo obtenemos en primer lugar una representación de Ψ en
coordenadas cartesianas. Para ello basta expresar los coeficientes de Ψ en la fórmula (6) en forma
binómica. Por ejemplo, de esta manera: αk = x2k−1 + i x2k para todo 1 ≤ k ≤ d. De este modo el
estado Ψ se representa por un punto en la esfera de Bloch de dimensión 2d− 1, contenida en R2d, que
denotaremos por S2d−1:

Ψ ≡ RΨ = (x1, x2, . . . , x2d) tal que
2d∑

j=1

x2
j = 1 (7)

Para determinar un punto de la esfera S2d−1 se necesitan exactamente 2d− 1 ángulos. Por tanto,
el estado Ψ se puede representar en coordenadas esféricas por una (2d − 1)−tupla de ángulos que
toman valores en el intervalo [0, π] a excepción del último que los toma en el intervalo [0, 2π]:

Ψ ≡ EΨ = (θ1, θ2, . . . , θ2d−1) tal que


0 ≤ θ1 ≤ π
...
0 ≤ θ2d−2 ≤ π
0 ≤ θ2d−1 ≤ 2π

(8)

Si elegimos los ángulos de forma que θj es el ángulo que forma el j−ésimo semieje coordenado
positivo con el vector (0, . . . , 0, xj , xj+1, . . . , x2d), para todo 1 ≤ j ≤ 2d− 1, el cambio de coordenadas
esféricas a coordenadas cartesianas es el siguiente:

x1 = cos(θ1)
x2 = sin(θ1) cos(θ2)
...
xj = sin(θ1) · · · sin(θj−1) cos(θj)
...
x2d−1 = sin(θ1) · · · sin(θ2d−2) cos(θ2d−1)
x2d = sin(θ1) · · · sin(θ2d−2) sin(θ2d−1)

(9)

Para que la descripción del proceso de decoherencia del estado Ψ sea más sencilla elegiremos la
base Bn de forma que Ψ = ϕ1, es decir, que RΨ = (1, 0, . . . , 0). Supongamos que Φ es el estado
resultante del proceso de decoherencia de Ψ durante un cierto tiempo. Entonces

‖Ψ− Φ‖2 = 2− 2 cos(θ1) (10)

si las coordenadas esféricas de Φ son EΦ = (θ1, . . . , θ2d−1). Para simplificar un poco la notación
denotaremos por θ a la primera coordenada esférica de Φ, es decir, asumiremos que θ = θ1.
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4.1. Definición del modelo

Seguidamente daremos una descripción precisa del proceso de decoherencia del estado Ψ del
n−qubit. El punto de la esfera de Bloch que representa a Ψ comienza a moverse en el instante t = 0
siguiendo un camino estocástico en la esfera, análogo a un camino browniano. Para definir este proceso
de decoherencia, es suficiente con conocer la distribución de probabilidad sobre la esfera de Bloch del
estado resultante en cada instante de tiempo t.

Definición 1 El proceso de decoherencia de un n−qubit Ψ es el proceso estocástico D(Ψ, t), t ≥ 0,
sobre S2d−1 (d = 2n) definido por las siguientes propiedades:

1. La distribución de probabilidad para t = 0 cumple D(Ψ, 0) = δ(Ψ).

2. La distribución de probabilidad en el instante t, D(Ψ, t), es isótropa respecto de Ψ.

3. Si t1 < t2 y Ψ(t1) es el estado resultante del proceso de decoherencia de Ψ en el intervalo de
tiempo (0, t1) entonces D(Ψ, t1) y D(Ψ(t1), t2 − t1) son independientes.

4. La distribución de probabilidad en el instante t, D(Ψ, t), tiene como función de densidad

ft(θ) =
(2d− 2)!!

(2π)d

(1− σ2t)
(1 + σ2t − 2σt cos(θ))d

(11)

en los sistemas de coordenadas en los que EΨ = (0, . . . , 0), donde σ es un parámetro del sistema
que toma valores en el intervalo (0, 1).

A la distribución de probabilidad D(Ψ, t) también la llamaremos Ψ(t), considerando que des-
cribe la decoherencia temporal del estado Ψ. Teniendo en cuenta esta notación, la primera propiedad
establece que para t = 0 se cumple Ψ(0) = δ(Ψ), es decir, que el n−qubit está en estado Ψ con
probabilidad 1. Por tanto, en el instante t = 0 el estado Ψ no ha sufrido ninguna decoherencia. Más
adelante tendremos ocasión de demostrar esta propiedad. La demostración de la segunda es tan simple
como comprobar que la función de densidad ft, en coordenadas esféricas, sólo depende del ángulo θ.
La tercera afirma que los procesos de decoherencia a lo largo de dos intervalos de tiempo disjuntos,
(0, t1) y (t1, t2), son independientes y, de forma indirecta, que D(Ψ, t2) y D(Ψ(t1), t2 − t1) tienen la
misma distribución de probabilidad, puesto que ambos describen el proceso de decoherencia de Ψ en el
intervalo (0, t2). Esta propiedad, igual que las dos anteriores, se puede demostrar a partir de la cuarta.
Por tanto, se pueden suprimir las tres primeras propiedades sin que cambie la definición de proceso
de decoherencia.

Vamos a estudiar ahora el significado del parámetro σ que aparece en la función de densidad ft.
Si σt = 0 la función de densidad es constante, es decir, la distribución de probabilidad es uniforme
y, dado que σ ∈ (0, 1), esto sólo ocurre cuando t → ∞. Por el contrario si σt = 1, es decir t = 0, la
función de densidad es δ(Ψ). Esto indica que la parametrización de ft obedece a la regla de que para
tiempos largos la información de Ψ se pierde en el entorno, mientras que para tiempos cortos (σt ≈ 1)
el estado Ψ apenas se ha difuminado. Resumiendo, podemos definir Ξ(Ψ(t)) = σt como la coherencia
del estado Ψ en el instante t y el parámetro del sistema σ como la coherencia del estado Ψ al cabo de
una unidad de tiempo.

En la figura 1 podemos ver una representación gráfica de la función de densidad para distintos
valores de t. Se ha elegido un valor pequeño del parámetro del sistema, σ = 0,5, para que se aprecie
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θ
t = 0.5
t = 1
t = 2
t = 5

log(f )t

Figura 1: Función de densidad para 5 qubits con parámetro del sistema σ = 0,5

mejor la evolución temporal. Además se ha utilizado una escala logaŕıtmica para representar los valores
extremadamente altos de la función de densidad. Esto se debe al hecho de que la superficie de la esfera
de Bloch decrece exponencialmente con la dimensión:

|S2d−1| =
(2π)d

(2d− 2)!!
(12)

Para medir la decoherencia del estado Ψ a lo largo del tiempo utilizaremos la varianza de la
distribución de probabilidad Ψ(t), es decir, el valor esperado de ‖Ψ−Ψ(t)‖2 o, equivalentemente, de
2−2 cos(θ). Por tanto, podemos interpretar la decoherencia del estado Ψ en el instante t como el valor
de Var(Ψ(t)) = E [2− 2 cos(θ)].

Teorema 2 El valor de la varianza del estado Ψ(t) en el instante t es

Var(Ψ(t)) = 2(1− σt) (13)

El teorema 2 demuestra la primera de las propiedades que definen el proceso de decoherencia. En
efecto, si t = 0 entonces se cumple Var(Ψ(0)) = 0 y de este hecho se deduce que la distribución de
probabilidad de Ψ(0) es δ(Ψ). El teorema 2 también permite obtener la coherencia del estado Ψ(t) en
función de la varianza:

Ξ(Ψ(t)) = σt =
2−Var(Ψ(t))

2
(14)

En la figura 2 tenemos la representación gráfica de la coherencia del estado Ψ(t), para un valor
σ = 0,5 del parámetro del sistema, en la que se aprecia claramente el decaimiento exponencial.

4.2. Control del error de decoherencia

Ya tenemos los elementos necesarios para abordar el estudio de la capacidad de corrección de
los códigos cuánticos frente al proceso de decoherencia propuesto. Supondremos que Ψ es un estado
codificado mediante un código de longitud (n, m) que en el instante t = 0 es coherente. Se trata de
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t

Ξ(  (t))

Figura 2: Coherencia del estado Ψ(t) con parámetro del sistema σ = 0,5

un estado código de n qubits que está codificando a un m−qubit y que, inicialmente, no tiene ningún
error. El estado Ψ sufre un proceso de decoherencia durante un tiempo t. Podemos suponer que durante
ese tiempo no se realiza ninguna computación sobre Ψ. Si, por el contrario, se hubiese realizado una
computación sobre Ψ equivalente a la aplicación del operador unitario U , el proceso de decoherencia
afectaŕıa exactamente del mismo modo al estado UΨ, suponiendo que no se produce ningún error al
aplicar el operador U .

Una vez transcurrido el tiempo t aplicamos el circuito corrector del código. Supondremos, para
este análisis, que el circuito corrector es ideal, es decir, que no introduce ningún error adicional. En
estas condiciones, el error del estado resultante será justamente el error de decoherencia que el código
no ha sido capaz de corregir.

Tal como se ha comentado anteriormente, denotamos d = 2n a la dimensión del espacio Hn y
d′′ = 2n−m al número de errores discretos que el código es capaz de corregir. A partir de este momento
denotaremos por d′ = 2m la dimensión de los subespacios Wh, 1 ≤ h ≤ d′′. Estos parámetros no son
independientes entre śı pues cumplen la relación d = d′ d′′. Elegiremos la base Bn de forma que se
cumplan las siguientes propiedades, tomando los sub́ındices de los vectores de la base módulo d:

Eh ϕk = ϕ(h−1)d′+k

Ψ = ϕ1

Wh = L (ϕ(h−1)d′+1, ϕ(h−1)d′+2, . . . , ϕ(h−1)d′+d′)

(15)

De forma más intuitiva, los operadores de error Eh son rotaciones ćıclicas de los vectores de la base de
amplitud (h− 1)d′, el subespacio código W está generado por los d′ primeros vectores de la base y los
demás subespacios Wh están generados por los vectores obtenidos al rotar ćıclicamente los generadores
de W con amplitud también (h− 1)d′.

Volviendo al problema que estamos tratando, el estado código Ψ ha sufrido un proceso de de-
coherencia durante un tiempo t y, en ese instante, hemos aplicado el circuito corrector del código.
Supongamos que, durante la corrección, el śındrome que se ha obtenido es h. Esto quiere decir que
Ψ(t) se ha proyectado sobre Wh y a continuación se ha corregido el error asociado a dicho śındrome
aplicando E−1

h . Si llamamos Πh al operador de proyección (renormalizada) sobre el subespacio Wh, el
estado resultante será

Ψ̃(t) = E−1
h ΠhΨ(t) (16)
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Para determinar la capacidad de corrección del código calcularemos la varianza del error después
de la corrección, es decir, el valor esperado de ‖Ψ(t)−Ψ̃(t)‖2. Pero antes vamos a estudiar un problema
un poco más sencillo: determinar la probabilidad Ph de que el śındrome sea h o, equivalentemente,
de que la proyección se produzca sobre el subespacio Wh. Usando la simetŕıa de la distribución de
probabilidad de Ψ(t) se deduce que E

[
|αk|2

]
= E

[
|αk′ |2

]
para todo 2 ≤ k, k′ ≤ d. El mismo argumento

permite probar que Ph = Ph′ para todo 2 ≤ h, h′ ≤ d′′. Por tanto se cumple:

P1 = E

 d′∑
k=1

|αk|2
 = E

[
|α1|2

]
+ (d′ − 1)E

[
|α2|2

]
(17)

Ph = E

 2d′∑
k=d′+1

|αk|2
 = d′E

[
|α2|2

]
para 2 ≤ h ≤ d′′ (18)

Teorema 3 La probabilidad de que en el instante t el śındrome sea h, es decir, de que la proyección
se produzca sobre el subespacio Wh es

P1 = 1− d′′ − 1
d′′

(1− σ2t) (19)

Ph =
1− σ2t

d′′
para 2 ≤ h ≤ d′′ (20)

Retomamos el problema principal que consiste en calcular E[‖Ψ(t) − Ψ̃(t)‖2], con el objetivo de
determinar la capacidad de corrección del código. Este valor esperado mide la varianza del estado que
resulta después de la corrección y se obtiene de la siguiente forma:

E[‖Ψ(t)− Ψ̃(t)‖2] = E

 d′′∑
h=1

 (h−1)d′+d′∑
k=(h−1)d′+1

|αk|2
 ‖Ψ− E−1

h ΠhΨ(t)‖2



=
d′′∑

h=1

E

 (h−1)d′+d′∑
k=(h−1)d′+1

|αk|2
 ‖EhΨ−ΠhΨ(t)‖2



En la última igualdad hemos usado que Eh es una transformación unitaria y, por tanto, conserva
la norma. Además, por la simetŕıa de la distribución de error, los valores esperados que aparecen como
sumandos en la última expresión son iguales para todo 2 ≤ h ≤ d′′. Utilizando esta propiedad y el
hecho de que E1 = I la expresión anterior queda del siguiente modo:

E[‖Ψ(t)− Ψ̃(t)‖2] = E

 d′∑
k=1

|αk|2
 ‖Ψ−Π1Ψ(t)‖2

+

(d′′ − 1) E

 d′+d′∑
k=d′+1

|αk|2
 ‖E2Ψ−Π2Ψ(t)‖2



El proceso seguido para obtener E[‖Ψ(t)− Ψ̃(t)‖2] a partir de esta expresión incluye largos desa-
rrollos y, aunque no se obtiene una expresión matemática cerrada para Var(Ψ̃(t)), se ha determinado
su valor en función de una serie de potencias.
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Teorema 4 La varianza del estado Ψ̃(t) que se obtiene al aplicar a Ψ(t) el código corrector en el
instante t es

Var(Ψ̃(t)) = 2− 2σt (1− σ2t)22(d−d′)

(1 + σ2t)d+1

∞∑
j=0

(j + d)! (2j + d)! (2j + 2d′ + 1)!
j! (j + d′)! (j + d′)! (2j + 2d + 1)!

(
σt

1 + σ2t

)2j

(21)

Para interpretar mejor los resultados del teorema 4 vamos a representar gráficamente la coherencia
del estado Ψ(t), Ξ(Ψ(t)), frente a la coherencia del estado Ψ̃(t) que, en función de la varianza Var(Ψ̃(t)),
se define como

Ξ(Ψ̃(t)) =
2−Var(Ψ̃(t))

2
(22)

No debemos perder de vista que Ψ(t) es el estado resultante del proceso de decoherencia de Ψ a lo
largo de un intervalo de tiempo t y que Ψ̃(t) es el estado que se obtiene al aplicar a Ψ(t) el código
corrector en el instante t.

t

Ξ(  (t))

Ξ(  (t))~
corrección

Figura 3: Coherencia de los estados Ψ(t) y Ψ̃(t) con parámetro del sistema σ = 0,5

En la figura 3 se muestra la evolución temporal de la coherencia del estado Ψ(t) y la del estado
Ψ̃(t), para un valor σ = 0,5 del parámetro del sistema. La figura no deja lugar a dudas, el código
corrector no es capaz de controlar la decoherencia del estado Ψ. Es más, la aplicación de dicho código
provoca un aumento de la decoherencia.

Los resultados que refleja la figura 3 se han obtenido numéricamente, aproximando tanto el valor
de Ξ(Ψ(t)), dado en la fórmula (14), como el de Ξ(Ψ̃(t)), obtenido al sustituir el valor de Var(Ψ̃(t))
de la fórmula (21) en la fórmula (22). Para que no quede ninguna duda, estos resultados se han
demostrado anaĺıticamente acotando la serie que aparece en la fórmula (21).

Teorema 5 El estado Ψ̃(t) que se obtiene al aplicar a Ψ(t) el código corrector en el instante t verifica:

Var(Ψ̃(t)) ≥ Var(Ψ(t)) +
d− d′

d

1− σ2t

1 + σ2t
σt (23)

Ξ(Ψ̃(t)) ≤ Ξ(Ψ(t))− d− d′

2d

1− σ2t

1 + σ2t
σt (24)
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En ningún momento hemos tenido en cuenta que dos estados que difieren en un factor de fase
son, desde el punto de vista f́ısico, indistinguibles. Esto significa que hemos sobreestimado el error,
tanto para el estado Ψ(t) como para el estado resultante del circuito corrector Ψ̃(t). No obstante
esta circunstancia no invalida los resultados obtenidos. En efecto, el estudio realizado plantea la
propagación de la decoherencia a lo largo de una computación cuántica de forma exacta, determinando
la distribución de probabilidad del estado final. Sólo se estaŕıa sobreestimando el error al interpretar
el estado resultante de la computación.

5. Conclusiones

En el presente trabajo hemos analizado el comportamiento de los códigos correctores de errores
cuánticos bajo suposiciones razonables, pero que se salen de las aceptadas convencionalmente. Los
errores en computación cuántica son continuos y su corrección no siempre es perfecta. La motivación
básica de este trabajo es intentar comprender hasta qué punto estas imperfecciones en la corrección
pueden acabar afectando al resultado final.

El punto de partida es un modelo de decoherencia visto como un proceso estocástico que se
construye sobre dos principios generales a priori aceptables: isotroṕıa e independencia temporal. Con-
sideramos la función de onda como una variable aleatoria que sigue una distribución de probabilidad
dependiente de dos parámetros, el tiempo y la intensidad de la decoherencia por unidad de tiempo.
Las propiedades anaĺıticas de esta distribución nos permiten estudiar su evolución exacta bajo la apli-
cación de códigos correctores. El modelo reproduce el decaimiento exponencial de la coherencia de
los estados cuánticos y concuerda cualitativamente con resultados teóricos sobre el modelo browniano
cuántico (QBM). Por ejemplo Eisert y Plenio [7] establecen que un estado puro con distribución gau-
ssiana evoluciona instantáneamente a un estado entrelazado, independientemente de la intensidad del
acoplamiento y de la temperatura del entorno. Por el contrario, otros resultados indican que el modelo
browniano cuántico no tiene por qué ser siempre un proceso caótico o desordenado. En este sentido
Eisert y Plenio [7] también prueban que, para cualquier intensidad del acoplamiento, existe una tem-
peratura por debajo de la cual hay estados puros con distribución gaussiana que no se entrelazan con
el entorno. De igual modo la coherencia de un estado cuántico puede evolucionar de forma periódi-
ca, apareciendo las denominadas recurrencias de Poincaré [9]. En cualquier caso, estos fenómenos de
movimiento browniano cuántico ordenado son extremadamente improbables en sistemas grandes.

Para cuantificar la proximidad de dos estados hemos utilizado la distancia en norma, aunque en
Información Cuántica existen otras posibilidades como la distancia en traza y la fidelidad [20]. En
cuanto a la cuantifiación de la decoherencia de un estado, sólo recientemente se está teniendo acceso
experimental al control y, por tanto, al estudio directo de la decoherencia en sistemas mesoscópicos.
En estos sistemas es habitual caracterizar el grado de decoherencia como el contraste entre los picos
y los valles en un experimento de interferencia adecuado [19]. Nosotros hemos modelizado el proceso
de decoherencia como la evolución temporal de una variable aleatoria y hemos utilizado la medida
estad́ıstica más representativa, la varianza, como indicador de decoherencia.

La elección adecuada de la distribución de probabilidad nos ha permitido obtener resultados
exactos para la evolución temporal de la varianza bajo la aplicación de un código corrector. El resultado
obtenido es que los códigos correctores no sólo no reducen la varianza sino que la aumentan. Aunque
esto no sea un resultado alentador hay que tener en cuenta que la varianza, aun siendo una magnitud
estad́ısticamente significativa, no es una caracterización completa de la decoherencia o de la pérdida
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de información. Hasta qué punto hay que considerar este efecto en el diseño de circuitos correctores y
circuitos tolerantes a fallos está todav́ıa por determinar. Para ello es preciso estudiar el comportamiento
detallado de otras magnitudes, tales como la fidelidad, bajo modelos de decoherencia concretos.

El modelo de decoherencia que hemos estudiado está determinado por la función de densidad
asociada al proceso. Sin embargo, los resultados cualitativos obtenidos pueden ser significativos para
otros modelos más generales como, por ejemplo, para los modelos de decoherencia que, manteniendo
la independencia temporal y la isotroṕıa, vengan descritos por otras funciones de densidad e incluso
para determinados modelos que mantienen solamente la independencia temporal. Aśı, los resultados
obtenidos se pueden aplicar a la componente isótropa de todo proceso de decoherencia temporalmente
independiente D que admite una descomposición en dos procesos independientes D1 y D2, tales que
D1 es isótropo y D(Ψ, t) = D1(D2(Ψ, t), t).

Finalmente queremos poner de relieve que los errores debidos a las imprecisiones en las puertas
cuánticas pueden generar errores de decoherencia, por efecto de la propagación de errores locales
durante la computación [21]. En el esquema de una computación tolerante a fallos los qubits se
codifican por bloques y el circuito corrector correspondiente a cada bloque se aplica después de cada
una de las puertas cuánticas que involucran a alguno de sus qubits. Las puertas del circuito corrector
relacionan entre śı a todos los qubits del bloque, propagando los errores que se producen por la
imprecisión de dichas puertas a todos los qubits. En resumen, la imprecisión de las puertas del circuito
corrector genera un error que no cumple la hipótesis de independencia. Este error puede interpretarse
como un error de decoherencia del bloque y el circuito corrector no será capaz de controlar la varianza
de su componente isótropa.
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