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Capitulo 1

Introduccion a las funciones recursivas

1.1. Motivacidon

En este trabajo estudiaremos en profundidad ciertas clases de funciones (que enumerare-
mos luego), bien conocidas en el ambito de la Teoria de la Computabilidad. A estas clases de
funciones las encapsularemos en un concepto més general, que llamaremos formalismo. Un
formalismo es, basicamente, un conjunto de funciones que se definen inductivamente. Los
formalismos conocidos que estudiaremos son el de las funciones recursivas primitivas y las
funciones recursivas generales. Ademas, definiremos otros formalismos nuevos y demostrare-
mos propiedades que los vinculan.

En este capitulo vamos a estudiar las funciones recursivas primitivas y las funciones recur-
sivas generales. La ventaja de estas tltimas es que poseen el mismo poder expresivo que las
mdquinas de Turing.

En el capitulo 2 analizaremos estructuras de datos que se pueden construir con las funciones
recursivas primitivas y veremos algunos métodos de reduccion (i.e. conversion de ciertos
esquemas de recursion a esquemas mas simples).

En el capitulo 3 introduciremos las funciones unarias primitivas que resultaran tener el mis-
mo poder expresivo que las funciones recursivas primitivas. También presentaremos a las
funciones unarias generales que, como en el caso anterior, tendran el mismo poder expresivo
que las funciones recursivas generales. Dado que son endomorfismos de los nimeros naturales
(i.e. funciones de la forma N — N), estas funciones presentan una estructura de monoide
peculiar. Esto permite el poder analizarlas desde un punto de vista algebraico ademas del
aritmético como es el caso de las funciones recursivas primitivas y generales.

En el capitulo 4 propondremos otro formalismo que puede representar a las funciones unarias
primitivas, y algunas variantes posibles del mismo.

Finalmente, en el capitulo 5 analizaremos una posible caracterizacion de las funciones recur-
sivas utilizando funciones generadoras.

1.2. Nociones preliminares

A continuaciéon enumeraremos algunos conceptos bésicos que requeriremos durante el
resto de este desarrollo.

* Usaremos el conjunto de los ntimeros naturales con el cero incluido. Es decir,

N=1{0,1,2,3,4,..}.



* Cuando debamos representar funciones parciales (i.e. que no estén definidas para todos
sus valores de entrada) nos servira el siguiente conjunto extendido de los naturales:

N=NuU{L},
donde el simbolo L es llamado bottom y determina un valor no definido.

* Usaremos un estilo estricto (esta definicion se puede consultar en [Bir00]) para evaluar
funciones. Si, al menos, uno de los argumentos de la funcién resulta ser |, entonces la
funcion devolvera 1 también. Es decir,

flzy, 29, ., Ly yxy) = L.

DEFINICION 1.2.A. Sea A un conjunto. Llamaremos formalismo a un conjunto X de funcio-
nes de la forma A — A en donde cada funcion es generada a partir de ciertos constructores,
previamente definidos para tal conjunto.

Es inmediato ver que un formalismo sblo dependera de A y de los constructores. Un ejemplo
muy sencillo de formalismo es el de las funciones naturales constantes. Basta con tomar
A = Ny los operadores cero (que siempre devuelve la funcién nula) y sucesor (que, dada una
funcién natural, genera otra similar a la anterior, pero cuyas imagenes estan incrementadas
en una unidad). Asi, por ejemplo, la funcién que retorna 5 se obtiene con cinco aplicaciones
del operador sucesor sobre el operador cero.

DEFINICION 1.2.B. Diremos que un formalismo X (de funciones de la forma A — A) puede
ser representado por otro formalismo Y (de funciones de la forma B — B) cuando existen
dos funciones ® y B tales que:

D:A— B inyectiva,
P:X Y,
Vi X,ac AeB(f)(D(a)) =D(f(a)). (1.2.1)

® es una funcion que transforma los dominios de ambos formalismos y ‘B es otra funciéon que
permite generar una funcién en un formalismo a partir de como es en el otro. La ecuacion
determina que cualquier funcién f en el formalismo X tiene una contrapartida en
el Y que, bajo alguna transformacion de los valores de entrada, ejecuta la misma operacion
que f.

Para comprender mejor la idea, podemos representar la ecuacion como un diagrama
conmutativdl

A—T 4
D D
B B
B

INo es raro usar un diagrama conmutativo, dada la similitud que tiene este concepto con los funtores
empleados en teoria de categorias.



Notamos como X CY al hecho de que X pueda ser representado por Y. Cuando XCY y
Y C X simultaneamente, entonces diremos que ambos formalismos tienen el mismo poder de
expresion, v escribiremos X = Y. Es inmediato comprobar que C es una relacién de orden
y que = es una relacion de equivalencia, como se resume a continuacion:

(a) Reflexiéon de C: proponemos PB(z) = z,D(a) =a — XCX

(b) Transitividad de C: XCY AYCZ =
IPBi(z) =y, D1(a) = b, Pa(y) = 2,D2(b) = ¢
proponemos P =Poo P, D =D,090;, — XCZ

(c) Reflexion de =: es una consecuencia de la reflexion de C.
(d) Simetria de =: inmediata, a partir de la definicién de =.
(e) Transitividad de =: es una consecuencia de la transitividad de C.

Se pueden consultar ideas similares en |[GMS8S§| (que estudia el monoide Prim(N,N) de las
funciones recursivas primitivas de un parametro) y [GM91] (idem. para el caso de Comp(N, N)
de las funciones recursivas generales de un parametro).

1.3. Las funciones recursivas primitivas

A continuaciéon vamos a exponer como formar las funciones recursivas primitivas (véase
capitulo 9 de [Kle52], capitulo 4 de |[Bro93|, o también [DSW94| [Goo57]) que nos serviran
de base para estudiar otras clases de formalismos.

DEFINICION 1.3.A. Las funciones recursivas primitivas son funciones naturales (de la forma
¢ : N" — N) formadas a partir de los siguientes constructores (y sdlo de ellos):
La funcion cero es una funcion sin argumentos que siempre devuelve el valor cero:

¢:N° =N,

{0 =0,

La funcion sucesor es una funcion unaria que devuelve el argumento incrementado en uno:

o:N!' = N,

o(x)=x+1.
Las funciones de proyeccion son funciones n-arias que devuelven uno de sus argumentos. Si
1 <1 <n entonces:

mr o N — N,

(X, Ty, Tn) = Ty
Dada una funcion recursiva primitiva ¢ : N* — N (donde n > 0) y un conjunto de n
funciones recursivas primitivas w; : N™ — N (donde 1 < i < n) se define la composicion
(también llamada substitucion) de ellas como:

Olo, wi,wa, ... wy] : N™ = N

Olo, wi,wa, .. wpl(T1, Ty . ) = (Wi, T2, ..o ),

Wo(T1, Ty oy Tin)y o v oy W (T1, Ty oo oy Tiy))-

Dada las funciones recursivas primitivas 3 : N* — N y ¢ : N*™2 — N (aqui n € N) se define
la recursion primitiva de ambas como:

pl3,¢] : N"*1 — N,

plB, ol(x1, xa, ... 2y, 0) = B(21, 22, . .., Ty),

plB, ol(x1, @y .o ny Yy + 1) = 0(T1, T2, ., T, Y, P16, @) (71, T2, Ty )
Denotaremos al conjunto de las funciones recursivas primitivas como FRP.



Se utilizan los corchetes para diferenciar los argumentos que corresponden a la cons-
truccion de las FRPs de los que son parametros de la funcion (en cuyo caso se utilizan los
paréntesis). Para representar una FRP no es necesario hacer referencia a los parametros;
simplemente se puede definir de la siguiente forma:

NombreFuncién = Férmula sin paréntesis.

EJEMPLO 1.3.B. Supongamos que queremos realizar una funcion ternaria que retorne la
constante dos. Es decir,

o(x,y,z) = 2.

La FRP correspondiente seria

v = ¢lolo, ¢lo, pl¢, m]l, i

Vamos a desglosar esta férmula de adentro hacia afuera. La funcion p[(, 73] representa una
funcion unaria que retorna el cero. Si ' = p[¢, 73],

¢"(0) =¢() =0,
Cly+1) =7y ) =)

La prueba de esto es inductiva. Para el caso en que y = 0 es trivial, como lo muestra la
ecuacion . Para el caso inductivo, consideremos la hipdtesis de induccion ('(y) = 0.
Luego ¢'(y + 1) = 0 también, por la ecuacion .

Ahora tenemos que ¢[o, ¢[o, (']] es una funcion unaria que retorna el 2 (es, simplemente, la
aplicacion del sucesor exactamente dos veces). Para convertirla en ternaria debemos compo-
nerla con una funcion que ya sea ternaria. Cualquier proyeccion de una terna es factible, en
particular 7.

Una caracteristica interesante de las FRPs es que son totales (i.e. para cualquier entrada
siempre retornan un valor de salida). Dicha caracteristica esta estrechamente vinculada al
hecho de que las funciones se evaluan en una cantidad finita de pasos. Para el caso en que son
funciones iniciales, o composicion de funciones totales, es trivial. La recursiéon, en cambio, se
computa con un bucle while acotado por una variable. Un ejemplo en pseudo-cédigo es:

i:=0

z f(x)

while i <y do z :=g(x, i, z); 1 (=1 + 1
return z

Otra observacion importante es que FRP es un formalismo, pues define funciones en un
dominid?l
A=|JN'=NUNUNU...

neN

2Si deseamos ser estrictos, deberiamos especificar qué sucede cuando intentamos calcular una funcién de
n argumentos con m valores de entrada, donde m # n. Convenimos en que dicha funcién devolvera cero en
estos casos:
f:N*—= N,
f(l‘l, Ly eeny xm) =0.



1.4. Sintaxis de las funciones recursivas primitivas

P4

No todas las cadenas compuestas por los simbolos ‘(’, ‘o, ‘ml*’, ‘¢’, ‘p’, ‘[, ‘|" v *,” forman
una funcién recursiva primitiva. En primer lugar, la cadena debe estar sujeta a una gramética.
La siguiente gramatica (en formato BNF) es una manera de representar funciones recursivas
primitivas sintacticamente validas:

fo=Clolm | olf, fll | plf, f] (1.4.1)
L= |1, f (1.4.2)

En (1.4.1) se establece como representar una FRP, mientras que (|1.4.2)) representa una lista,
posiblemente vacia, de FRPs. Notemos que la composiciéon siempre esta obligada a tomar,
al menos, dos FRPs.

Pero esto no es suficiente. Todavia hay cadenas que se ajustan a la gramética anterior y no
tienen sentido, como ¢[(, o]. La funcion ¢ no admite parametros, pero la composicion supone
que debe admitir uno. Este problema de tipos se debe a que los esquemas de composicion y
recursion primitiva relacionan la aridad (i.e. cantidad de parametros) de las funciones que
estan presentes.

Supongamos que, dada una cadena de simbolos, la graméatica anterior genera una estructura
como la siguiente:

¢ : FRP,

o : FRP,

7:Nx N — FRP,

¢ : List=2(FRP) — FRP,

p: FRP x FRP — FRP,
donde 7" toma el par (i,m) y ¢ toma una lista de FRPs de al menos 2 elementos. El siguiente
esquemaﬁ proporciona una manera de calcular la cantidad de parametros de una FRP,

arity : FRP — N

arity ¢ =0

arity o =1

arity 7' =if 1 <7 < n then n else Error

arity ¢lp,wr,ws, ... ,wy] =if (arity ¢ =n) A
(arity wy = arity wy = ... = arity wy,)
then arity w; else Error

arity plB, ¢| = if (arity G+ 2 = arity @)
then arity B+ 1 else Error

dando error en caso de que la FRP no esté bien formada.

1.5. Ejemplos de funciones recursivas primitivas

A continuacién vamos a ver representaciones de operaciones conocidas en términos de
funciones recursivas primitivas. Mas funciones recursivas primitivas aparecen en [Kle52| y
[Goo57]: tetracion, suma de series geométricas, division y resto, maximo comin divisor,
n-ésimo namero primo y otras tantas.

3 A estos esquemas los escribiremos de manera recursiva, al estilo de los lenguajes funcionales como Haskell
y ML. En ellos, la primera linea declara el tipo.



(a) Funcion constante: ¢}'(z1, 22, ..., x,) = k.
Para generar las constantes, s6lo es necesario componer la funcién sucesor k veces con
la funcién cero,

En términos generales,

sik=0
9 {C '

Plo,s) 4] sik>0

Para calcular las funciones constantes restantes utilizaremos un argumento similar al

del ejemplo

S = plok, 73]

o = dlop, ]

donde n > 1. Observemos que
%(0) =) =k,
Gl +1) = m3(z, (7)) = G (),
donde la igualdad ¢} (z) = k se prueba para toda x por induccion.

(b) Funcién suma: X(z,y) =z +y.
La suma puede ser generada con la recursiéon primitiva
N(2,0) =240 =12 =7(z),
Say+1)=r+(y+1) = (r+y) +1=3(zy) +1=o0(m,y,5(z,y))).

% = plmy, ¢lo, w3]]

(c) Funcién producto: II(z,y) = zy.
El producto puede ser generada con una recursion primitiva sobre la suma,
[(x,0) = 20 = 0 = ¢ (),
Mz, y+1)=2(y+1) =2y +z=3((z,y), )
= (3 (2, y, (2, y)), 71 (2, y, (2, y))).

11 = plgy, 9%, 73, 77]]

(d) Funcioén doble: Dbl(z) = 2z.

Dbl(z) = z + x = X(n1 (), 71} (z)).

Dbl = ¢[%, 71, 71]




(e) Funcion cuadrado: Sq(x) = z°.

Sq(x) = 2 =z = I(x}(2), 7} ().

Sq = ¢[I, 7y, m]

(f) Funcion potencia de dos: Pot(z) = 27.

Pot(0) = 2" = 1 = ¢{(),
Pot(z + 1) = 2*"! = 272 = Dbl(Pot(z)) = Dbl(r3(z, Pot(x))).

Pot = p[c?, ¢[Dbl, 72]]

0 six =0,

(g) Funcion predecesor: P(z) =z 2 1 = _
r—1 six>0.

P(0) =0 = ¢(),
Pe+1l)=z+1-1=x=mi(x,P(x)).

= p[¢, 7]

0 ix <
(h) Funcién resta truncada: Mon(z,y) =x 2 y = { S? r=9
r—y siz>y.
Mon(z,0) =22 0 =2 = 7, (z),
Mon(z,y +1)=xz=(y+1)=(z=y)=*
= P(Mon(z,y)) = P(r3(z,y, Mon(fE Y))-

Mon = p[r, ¢[P, 73]

(i) Funcidn distancia: Dist(z,y) = |z — y].

Dist(z,y) = |z —y| = (x = y) + (y = =) = X(Mon(z, y), Mon(m3(z,y), 71 (z, y)))-

Dist = (b[E, Mon, (b[Mon, W%a W%H

1 siz=0
(j) Funcién distinto D(z)=12 2= { s? x 7

0 six>0.

4Algunos autores usan 0% para notar esta funcion, otros usan 5g. Para denotar la funcién D(D(x)) usan
sgn y sg respectivamente.



0 s
(k) Funcién alternacion: Alt(z) = x mod 2 = S? ne Par,
1 six esimpar.

Alt(0) = 0 = ¢(),
Alt(z + 1) = D(Alt(z)) = D(m3(x, Alt(z))).

Alt = p[Ca ¢[D7 7'(';]]

+ Alt(z) = S(m5(z, Hf (2)), Alt(7% (z, Hf (2)))).

= pl¢, ¢[8, 73, p[Alt, 7]
(m) Funcién raiz cuadrada: Rt(z) = |/x].

Rt(0) =0 = (),
Rt(z + 1) = Rt(z) + D((Rt(z) + 1) — (z + 1)) =
= X(m3(z, Rt(x)), D(Mon(Sq(o (73 (z, Rt(2)))), o (77 (z, Rt(2))))))-

(Rt = p[¢. 9[%, 3. 6[D. 9[Mon, §[Sq. dlo n3]), o[o. w3 ]|

La prueba se basa en la relacion

Wa o, (1.5.1)

y en el hecho de que D((|v/z] + 1) — (x + 1)) = 1 s6lo cuando = + 1 es cuadrado perfecto
(si z + 1 no es cuadrado perfecto entonces (|/z| +1)? >z + 1).

Wz +1]= { |vx|+1 siz+1 es cuadrado perfecto,

1.6. Funciones doblemente recursivas

A principios del siglo XX existia la conjetura de que cualquier funcién total computable
podia escribirse como una funcién recursiva primitiva (esto equivaldria a decir, en términos
de formalismos, que FRP = MT donde MT es el formalismo de las maquinas de Turing). A
patir de esta conjetura, Hilbert|[Hil26] planteo las siguientes preguntas:

* ;Existen esquemas de recursion que no son reducibles a recursion primitiva?

* ¢ Se puede escribir una funciéon que sea recursiva y que no pertenezca a FRP?



las cuales fueron respondidas por Ackermann[Ack28]E|. En efecto, la funcién recursiva

o(a,b,0) =a+Db,
v(a,0,n+1) = ala,n),
p(a,b+1,n+1) = ¢(a,p(a,b,n +1),n),

donde a(a,0) = 0, a(a,1) = 1y a(a,n + 2) = a, no pertenece a FRP y, sin embargo, es
computable y total. En su articulo, Ackermann afirma que si ¢ fuese recursiva primitiva,
también lo serfa la funcion £(a) = ¢(a, a,a) (de hecho, & = ¢[p, 7, 71, m1]). Pero &(a) crece
méas rapido que cualquier funcion recursiva primitiva (similarmente a como 2% crece maés
rapido que cualquier polinomio en x).

R. Péter[Pét35] demostré también que hay funciones recursivas que no estan en FRP utili-
zando un método de diagonalizacion: Consideremos las funciones recursivas primitivas de un
solo argumento

f0<x>af1($), fz(J?), .

Dado que estas funciones se pueden enumerar, puede verificarse que f.(z) + 1 no forma
parte de esta enumeracion. Lo que hizo Péter ademaés, es escribir la funcion p(z, z) = f.(x)
de manera recursiva (a este tipo de funciones se las conoce como universalesﬁ; véase p. 6 de
[Grz53]).

Posteriormente, R. M. Robinson|[Rob48| simplifico el esquema de Ackermann, demostrando
que la funcion

A(0,y) =y + 1,
Az +1,0) = A(x, 1),
Alz+1,y+1) = A(z,A(z + 1,9)),

tampoco es recursiva primitiva. También es interesante el articulo [Tat03] en donde se ex-
tiende la funcién doblemente recursiva de Robinson a muchas variables.

No obstante, todas las funciones anteriores (e.g. ¢, p, A) se pueden reducir a un esquema
que veremos a continuacion.

DEFINICION 1.6.A. Las funciones doblemente recursivas son el resultado de agregar a las
funciones recursivas primitivas el esquema de doble recursion, que se muestra a continuacion.
Dada las funciones doblemente recursivas $y : N**' — N, B, : N**2 & N, 35 : N*H 5 N,
By : Nt — Ny 35 : N*™ — N (aqui n € N) se define la doble recursion de todas ellas
como ¢ = 0[P, B2, B3, Bu, B5) donde

0 N2 N,

(1, T, 0,2) = Br(T1,. .., Tp, 2),

o(x1, .y Tpy+1,0) = Balxy, ..o 2, y, (21, oy Ty Y, B3(21, o Ty 1)),

5No obstante, el primero que descubrié una funcién doblemente recursiva que no era recursiva primitiva
fue Gabriel Sudan[Sud27] (Sudan y Ackermann eran estudiantes de Hilbert). La funcién es

@o(a,b) =a+b,
Pnt1(a,0) =a,
Pnt1(a,b+1) = n(ent1(a,b), oni1(a,b) + b+ 1).
Para méas informacién, se puede consultar [CMT79).

6Este nombre viene heredado de las maquinas de Turing universales (i.e. maquinas de Turing que pueden
ejecutar cualquier maquina de Turing).



oy, .. T,y + 1,24+ 1) = Ba(xy, .. 20, y, 2, 0(x1, . 0,y + 1, 2),
Sp(xla s Ty Y, ﬁS(xla ey Ty Y, 2, @(xb s Ty Y + 17 Z))))
Si denotamos al conjunto de las funciones doblemente recursivas como FDR entonces

(o) « € FRP = «a € FDR,
(b) /817 527 537 647 ﬁS € FDR = 5[61) ﬁ?a 637 647 65] € FDR7
siempre que se respeten las aridades de las funciones.

EJEMPLO 1.6.B. Ahora mostraremos que A € FDR.

A0,y) = a(y),
A(I + 1, 0) = W%(Ia A(x7§11(x))>7
Alz+ 1,y +1) = aj(z,y, Az + 1,9), Az, 75 (z,y, Az + 1,7)))).

Formalmente,

— 2 1 .4 3
A == 5[0—, 7T2,§1,7T4,71'3]

Al igual que las FRPs, las funciones doblemente recursivas también constituyen un for-
malismo. Luego, resulta posible comparar este formalismo con el de las funciones recursivas
primitivas: Dado que A ¢ FRP, es natural pensar que FRPCFDR (donde ® y I8 son fun-
ciones identidad apropiadas) de manera estricta.

Es posible hacer recursiones de mayores ordenes (e.g. triples recursiones). Péter|[Pét36]
estudio esta clase de esquemas, llamadas en inglés k-fold recursions, en donde aparece la
siguiente jerarquia: Sea F) el conjunto de las funciones recursivas primitivas, F5 el de las
funciones doblemente recursivas, F3 el de las funciones triplemente recursivas, etc. Entonces
FICF,CF3C -+ CF, C --- (estrictamente). Lamentablemente, existen todavia funciones
recursivas que no pertenecen a ninguno de estos conjuntos.

TEOREMA 1.6.C. Sea € un conjunto enumerable de constructores tales que todas las funcio-
nes que puedan generar son totales y de la forma N — N. Sea % el conjunto de funciones
generadas a partir de tales constructores (y solo de ellos). Entonces existe una funcion total
computable que no pertenece a este conjunto.

Demostracion. Lo que sigue es s6lo un bosquejo: Por la enumerabilidad del conjunto %', se
pueden enumerar también todas las funciones que se pueden construir a partir de ellos (como
para dar un ejemplo notemos que una funciéon se puede escribir como una secuencia finita de
simbolos que la representa, pero este conjunto es enumerable siempre que lo sea el conjunto
de simbolos que utilizamos) de manera que .%# es enumerable.

Luego, sea fo, fi, fo, ... la sucesion de funciones generadas. Entonces podemos pensar en la
funcion g(x) que busca la z-ésima funcion, la aplica (usando x en cada entrada) y le suma 1,

g(x) = fo(z,x,...,x) + 1.

Claramente g es una funcién total computable, pero si g pudiera construirse a partir de los
constructores dados en ¢, entonces existiria un n tal que g(x) = f,(z). Ahora, en particular

fa(n) = g(n) = fu(n) + 1,

que resulta una contradiccion. Entonces g ¢ 7. U
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1.7. Minimizacion

A partir del Teorema surge la necesidad de insertar un constructor que genere
funciones parciales, aunque las funciones que deseemos construir sean totales.

DEFINICION 1.7.A. Sea una funcidn, posiblemente parcial, f : N1 — N. Llamamos mini-
mizacion de f (y la denotamos uf) a la funcion g : N - N definida por

g(x1, 29, ..., x,) = Iynelél{f L1,y Ty Y) = O}-

El minimo y € N para el cual f(x,y) se anula es el valor de g(x) (aqui x € N"). Sin
embargo, vamos a convenir en que g(x) = L siempre que se satisfaga alguna de las siguientes
condiciones:

« By € Ne f(x,y) =0,
* JyeNeo(f(x,y) =0Ty <ye f(x,y)=1).
El operador p se llama minimizador.

Es decir, g(x) estara definida s6lo cuando f(x, y) se anule para algiun y natural, y ademés
f(x,y') esta definida y no se anula para todos los valores de ¢ entre cero e y — 1. Estas
imposiciones sobre como debe comportarse el minimizador estan ligadas a la implementacion
del mismo usando un bucle while (aqui es donde entra en juego la aparicion del simbolo L,
que indica que el programa esta atrapado en un lazo infinito):

y :=0
while f(x, y) not zero doy :=y + 1
return y

Definiciones alternativas del minimizador se encuentran en [Kle52|, en donde se propor-
ciona ademas un estudio completo sobre las funciones parciales.
Por el momento, nos interesa trabajar con el siguiente formalismo, también definido por
Kleene|Kle52].

DEFINICION 1.7.B. Las funciones recursivas generales son el resultado de agregar a las fun-
crones recursivas primitivas el esquema de minimizacion siguiente.
Dada la funcion recursiva general ¢ : Nt N (aqui n € N) se define su minimizacion
como:

W Nt - N

pp(ry, oyt Ty) = Iyrlel;{]l{@(xl,ﬂﬁg, e Ty Y) = 0}

Denotamos al conjunto de las funciones recursivas generales como FRG.

Un descubrimiento importante en la teoria de la computacion, conocido como Tesis de
Church, fue que las funciones recursivas generales tienen el mismo poder expresivo que las
mdquinas de Turing (es decir, que FRG = MT). De hecho, cualquier funciéon que se pueda
escribir usando esquemas recursivos (i.e. mediante un sistema de ecuaciones donde la funcion
pueda estar definida en términos de si misma.) pertenece a FRG. Para mostrar una idea de
los procesos que se deben llevar a cabo para la transformaciéon de cualquier esquema recursivo
en FRGs, nosotros probaremos que FDRCFRG en el capitulo siguiente.
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Kleene demostro, ademas, que las FRGs se pueden normalizar. Es decir, cualquier FRG
se puede escribir como ¢[a, py] (lamada forma normal de Kleene) donde v y v son FRPs
tales que arity a« = 1 y arity v > 1. La aridad de la FRG generada sera, por supuesto,
arity v — 1. Para mayor informacion, véase [Kle36al.

A pesar de que la minimizacién pueda generar funciones parciales, nosotros nos limi-

taremos a demostrar propiedades sobre funciones totales. Es decir, trabajaremos
con el subconjunto de funciones totales de FRG.
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Capitulo 2

Reduccion de los esquemas de recursion

2.1. Funciones de parificaciéon

Una de las propiedades mas importantes del conjunto de nimeros naturales es que, al
ser infinito, puede ponerse en correspondencia con ciertos subconjuntos propios de él. Mas
aun, puede ponerse en correspondencia con el producto cartesiano de si mismo. Estos hechos
fueron estudiados por Cantor entre 1874 y 1897, quien cre6 una funcion biyectiva J : N> — N
que codificaba pares de naturales con la suficiente informacién como para poder recuperar-
los. Esta funcion, junto con sus inversas K,L : N — N, conforman el siguiente diagrama
conmutativo.

2 T

N N x N N

J
T %
N
Nuestro interés seré, por el momento, analizar esta clase de funciones.

DEFINICION 2.1.A. Diremos que J, K, L son funciones de parificacion si satisfacerﬂ
Ve,y e Ne K(J(z,y)) =x A L(J(z,y)) =y. (2.1.1)

DEFINICION 2.1.B. Diremos que que J, K, L son funciones de parificacion completas sz,
ademds de ser funciones de parificacion, satisfacen

Vr € Ne J(K(z),L(x)) = z. (2.1.2)
Algunos ejemplos de funciones (recursivas primitivas) de parificacion son

* J(z,y) =2"3Y,
K (z) = nimero de veces que x divide a 2,
L(z) = namero de veces que x divide a 3.

!Cada autor utiliza una notacién distinta para estas funciones. Por ejemplo, [DSW94| usa (x,y), [(z) y
r(z). Nosotros adoptaremos la notacion original de Robinson.
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* J(x,y) = (z+y)* +z,
K(z) =z — [Vz]?
L(r) = [Vx] * K()

* J(z,y) = ((z +y)* +2)° +y,
K(x) = L([y/x]),
L(z) =z — [Vz]*.

Algunos ejemplos de funciones (recursivas primitivas) de parificacion completas son

* Utilizando notacién binarias:
J(- - VEVEUEEE, - ADYDLBY) — - - DAUE OB BE AL,
K( . b5b4b3b2b1b0) = b4b2b0,
L( N b5b4b3b2b1b0) = - b5b3()1.

* J(ay) =222y 1) - 1,
K (x) = namero de veces que z + 1 divide a 2,
r+1

2K (x)
2

Para nuestro desarrollo seréd suficiente utilizar las funciones originales de Cantor, quien
propuso barrer diagonalmente los pares de nimeros naturales, como se indica en la tabla:

L(z) =

L]0 12345
0 [0 ]2]5]914]20
1 |1 [4]8[13][19]26
2 [ 37 [12]18]25]33
3 (6 | 11|17 243241
4 [10[16 23|31 [40]50
5 | 1522|3039 |49 | 60

A las funciones de Cantor las denotaremos con J, K y L. Para referirnos a cualquier otra
terna de funciones que sean de parificacion, lo haremos con J, K y L. La definiciéon de J es:

(z+y)P?+3z+y

J(:an) = 9

Claramente, para cualquier y € N, J(0,y) es un namero triangular (recordemos que los

Y 2

nimeros triangulares son > n = “2*¥). Estos nameros pueden calcularse con la funcion
n=0

recursiva primitiva A, donde

A(x)::{ng_xJ, (2.1.3)
A = o[Hf ¢[X, Sq,w}]].
VBat1-1

Aplicando la resolvente de segundo grado, podemos hallar la inversa de esta funcion: 5
Esta tltima funcion resultara de gran relevancia si la calculamos usando partes enteras (las
restas que aparecen pueden ser reemplazas por cualquier funcion de resta, como Mon o Dist,
dado que el sustraendo siempre es mayor o igual al minuendo).

v = [ DAL,
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v = ¢[Hf, ¢[P, ¢[Rt, ¢[o, #[Dbl, ¢[Dbl, Dbl]]]]]].

Si bien V(A(z)) = z, la funcién A(V¥(x)) retorna el mayor nimero triangular menor o igual a
x. Anélogamente A(V¥(x)+ 1) es el menor nimero triangular mayor o igual a = (estos hechos
se pueden comprobar facilmente). Observemos de la tabla que devuelve los valores de J, que

A(Y(J(z,y)) = J(0,y) < J(z,y) < J(2,0) = A(V(I(z,9)) +1) — 1.

De aqui podemos inferir las ecuaciones

J(z,y) = Alz+y) +, (2.1.5)
K(z) =2 — A(V(x)), (2.1.6)
L(z) = A(V(z)+1) —z—1. (2.1.7)

Todas ellas son recursivas primitivas, ya que

J=¢[%, ¢[a, 3], 77],

K = ¢[Mon, 7, ¢[A, ¥]],

L = ¢[P, ¢[Mon, ¢[a, ¢[o, ¥]], m]].
TEOREMA 2.1.C. Las funciones J, K, L son de parificacion completas.

Demostracion. Lo més importante es que J(z,y) esté entre dos nimeros triangulares conse-
cutivos,
Az +y) <J(z,y) < Al@+y+1),
pues
(wty?+aty _(r+y’+3r+y _ (z+y)°+32+3y+2
2 - 2 - 2 '
Luego Y(J(z,y)) = x +y, y usando (2.1.6) y (2.1.7),
(r+y)’+3r+y (2+y’+aty .
2 2 -

K(J(x,y) = J(z,y) — A(z +y) =
LU(z,y) = Alz+y+1)—I(z,y) — 1
C(+y)P+3z+3y+2 (r+y)P+3r+y .
- 2 B 2 Y

Para que sean funciones de parificacion completas es preciso que J(K(n),L(n)) = n para todo
n. Separaremos la prueba para el caso en que n es triangular (en cuyo caso, lo llamaremos
t). Si t es un namero triangular, existe un z tal que t = A(x) (respectivamente z = V(t)), y

(x+1)2?+z+1 2*+z
2 2

JK@), L) = J(t — A(z), Az +1) — £ — 1) = J(0, 1),

de donde resulta J(K(t),L(¢)) = J(0,z) = A(z) =t.
Ahora, sea n un natural acotado entre dos ntimeros triangulares, es decir
t=A(x)<n< A(x+1).
Entonces
J(K(n),L(n)) =J(n — A(z),A(z+1)—n—-1)=Jn—-t,x+t—n)
2?43 —t)+(x+t—n) 2*+ux

5 = 5 +n—t=n.
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2.2. Estructuras de datos recursivas primitivas

Ya pudimos representar pares ordenados con niimeros naturales, ;seré posible represen-

tar estructuras mas complejas? Segin Cantor, es posible poner en correspondencia cualquier
conjunto enumerable con N. Esto implica que cualquier estructura que pueda enumerar sus
elementos, también tiene una codificacién usando ntmeros naturales. Esto es til si recor-
damos que las funciones que manipulamos son a valores naturales. Lo que haremos en esta
seccion es mostrar algunas estructuras de datos (que llamaremos tipos de datos abstracto) y
su implementacion usando funciones recursivas primitivas.
Un tipo de datos abstracto, o més simplemente TAD, es un conjunto de funciones que com-
parten algtin tipo X en comun, y estdn vinculadas a través de un sistema de ecuaciones
funcionales que definen la seméntica del TAD. El siguiente método (llamado especificacion
algebrdica de un TAD) para definir TADs es bien conocido en lenguajes funcionales como
Haskell y ML, y en lenguajes de especificacion como Coq y Larch. Para representar un TAD
X se utiliza un recuadro

signatura de funciones (sintaxis)
axiomas (semantica)

Notemos que el recuadro consta de dos campos. En el campo signatura de funciones se
escriben todas las funciones pertenecientes al TAD con sus respectivos tipos (uno de ellos
serd X)) y en el campo aziomas se escriben todas las ecuaciones que relacionan las funciones.
Las funciones pueden clasificarse en constructores, observadores y operadores (véase cualquier
documentacion sobre TADs).

A continuacion definimos los TADs que usaremos en el resto del capitulo.

(a) Tipo de datos Bool: Este TAD sirve para representar valores booleanos y realizar
operaciones logicas con ellos. Los constructores son false y true, el observador es if,
y los operadores son not, and y or como se muestra en el recuadro:

false : Bool

true : Bool

if i Bool x X x X — X
not : Bool — Bool

and : Bool x Bool — Bool
or : Bool x Bool — Bool
if(False,7,9) = 3
if(true,x,y) =x

not(z) =if(x, false, true)
and(z,y) = if(x,y, false)
or(z,y) =if(x, true,y)

(b) Tipo de datos Nat: Este TAD sirve para representar ntmeros naturales y realizar
operaciones aritméticas con ellos. Los constructores son zero y suc, los observadores
son iszero y pred, y los operadores son sum y prod como se muestra en el recuadro:
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zero: Nat

suc: Nat — Nat

1szero : Nat — Bool

pred : Nat — Nat

sum : Nat x Nat — Nat

prod : Nat x Nat — Nat

iszero(zero) = true

iszero(suc(x)) = false

pred(suc(zx)) =z

sum(x,y) = if(iszero(x),y, suc(sum(pred(z),y)))
prod(z,y) = if(iszero(z), zero, sum(x, prod(pred(x),y)))

(c) Tipo de datos Pair: Este TAD sirve para encapsular dos valores de tipos de datos
arbitrarios en uno soélo, al estilo de un producto cartesiano. El constructor es pair, y
los observadores son fst y snd como se muestra en el recuadro:

pair : X XY — Pair
fst: Pair — X

snd : Pair —'Y
fst(pair(z,y)) =z
snd(pair(x,y)) =y

(d) Tipo de datos List: Este TAD sirve para representar listas de valores de un tipo de
datos en particular. Los constructores son nil y cons, los observadores son isnull, head
y tail, y los operadores son concat, reverse y length como se muestra en el recuadro:

nil : List

cons : X X List — List

tsnull : List — Bool

head : List — X

tail : List — List

concat : List x List — List

reverse : List — List

length : List — Nat

isnull(nil) = true

isnull(cons(x,y)) = false

head(cons(z,y)) =«

tail(cons(z,y)) =y

concat(z,y) = if(isnull(x),y, cons(head(x), concat(tail(x),y)))
reverse(x) = if(isnull(x), nil, concat(reverse(tail(x)), cons(head(z), nil)))
length(x) = if(isnull(x), zero, suc(length(tail(x))))

Los TADs presentados (a excepcion de Bool) pueden ponerse en correspondencia uno-a-uno
con los niimeros naturales. En Nat la correspondencia es trivial, en Pair también es obvia
si usamos funciones de parificacion completas, y en List se puede usar el siguiente esquema:

nil +—— 0

cons(z,y) — J(z,y) + 1
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Aunque solo basta con encontrar una correspondencia inyectiva entre cada elemento del
TAD vy el conjunto de los naturales, el hecho de que sea biyectiva nos permite comparar
las estructuras usando la igualdad de ntimeros naturales. Asi, dos pares (o dos listas) seran
iguales si y solo si los nimeros que las representan también son iguales. Una funcién apropiada
para comparar dos elementos de un TAD es la delta de Kronecker,

0 six#uy,
1 siz=y.

6(z,y) = D(Dist(z, y)) = {

Ahora veremos las implementaciones de cada TAD con funciones recursivas primitivas.

(a) Tipo de datos Bool: Hacemos corresponder false con el cero, y true con cualquier
ntimero no nuld?] Aclaramos que esta correspondencia permite ver a § como una relacion
matemaética (i.e. d : X x X — Bool, en vez de 0 : X x X — N). La implementacion es

false = ¢
true = ¢}
if = olplm, wd), 78, 3, ]
not =D
and =11
or =X

en donde if verifica la siguiente formulaf’}
, z siz=0,
? x? Y z - .
/(zy,2) y sixz>0.

(b) Tipo de datos Nat: La correspondencia es trivial. A zero le corresponde el cero, y a
suc(z) el sucesor de z. La implementacion es

zero = ¢y
suc=o
1szero =D
pred = P
sum = X
prod = 11

Observemos que pred(zero) no esta especificado, asi que podemos asignarle cualquier
valor de Nat. Nosotros optamos por zero.

(c) Tipo de datos Pair. Se utilizan las funciones de parificacion de Cantor.

pair = J
fst=K
snd =L

2Algunos autores representan a true con el cero, y a false con cualquier otro nimero. Respectivamente,
and resulta ser la suma y or el producto. Ademas § = Dist.

3Una alternativa es: if(z,y, z) = D(z)z + D(D(z))y.
Formalmente, i f = ¢[%, ¢[I1, #[D, 1], 73], ¢[I1, ¢[D, #[D, w1]], 72]].
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(d) Tipo de datos List. Hacemos corresponder nil con el cero, y una lista no vacia con
nimeros no nulos.

nil, =
cons = ¢[o, J]
isnull = D
head = ¢[K, P]
tail = ¢|L, P]

Las funciones concat, reverse y length requieren mayor anélisis. De la especificacion
podemos inferir:

concat'(x,0) =z,
concat § concat’(z,y +1) = J(K(y), concat’'(z,L(y))) + 1, (2.2.1)
concat(x,y) = concat'(y, x).
0 =0
reverse reverse(0) ’ (2.2.2)
reverse(xz + 1) = concat(reverse(L(x)),J(K(z),0) + 1).

length =
length ength(0) 0 (2.2.3)
length(x +1) = length(L(x)) + 1.

Cada funcion esté definida en términos de si misma, pero la recursiéon no es primitiva.
Por ejemplo, en ([2.2.3)), length(z + 1) se evalta usando length(L(z)) y no length(x).
En los otros casos sucede algo similar. Aunque estos casos no sean explicitamente
recursivos primitivos, se pueden reducir a recursiéon primitiva. Estos esquemas reciben
el nombre de Course-of-values recursion y se trataran en la secciéon siguiente. Por el
momento, s6lo agregaremos que la reduccion es posible debido a que z > L(x) para
todo x.

Algunas de las estructuras de datos tienen asociados tipos genéricos X e Y que, en la
implementacion, acaban siendo ntimeros naturales (que es lo tnico que podemos manipular).
Esto nos permite componer las estructuras. Por ejemplo, podemos armar pares ordenados de
naturales y booleanos, o incluso listas de listas. Ademas, siempre que compongamos estruc-
turas que tienen correspondencia uno-a-uno, propagaremos esta propiedad. Asi, por ejemplo,
si armamos listas de pares de naturales, cada una de ellas tendra asociada un tinico nimero
natural. Por ello, serd posible compararlas entre si.

Existen otras estructuras que pueden representarse y operarse en FRP. Todo conjunto
finito de naturales se puede poner en correspondencia uno-a-uno con N utilizando la repre-
sentacion binaria de un nimero (i.e. -- - b3bybibg representa un conjunto C' en donde n € C'
si y solo si b, = 1; en particular el cero representa al conjunto vacio) y también se pueden
construir nameros enteros y racionales, y estructuras mas complejas como los arboles.

Las estructuras se pueden, ademas, comparar usando la delta de Kronecker siempre que
tengan correspondencia uno-a-uno con los niimeros naturales. Cuando no suceda esto, se
puede utilizar una normalizacion. Por ejemplo, supongamos tener dos resultados boolea-
nos b y b'. Como estos valores se representan con nimeros naturales, podemos suponer que
b=3yb =5 Segun la convenciéon que elegimos, b y V' representan a true. Sin embargo,
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d(b,b") es cero. Para que § pueda comparar satisfactoriamente dos booleanos utilizamos la
normalizacion

0—0,

n—1, n>0.

La funcion ¢[D, D] es util para este caso. Ahora, §(D(D(b)),D(D(V'))) = 1 siempre que by V/

sean true.

En resumen, las funciones recursivas primitivas permiten operar con una amplia variedad
de estructuras de datos. Supongamos que .Z sea un lenguaje imperativo que manipule las
estructuras vistas y ademas contenga condicionales (construccion if-then-else) y bucles (do-
loop o while) acotados por alguna constante o variable (o funcién recursiva primitiva@.
Entonces, aunque no lo desarrollaremos aqui, es posible probar que .2 = FRP.

Un ejemplo de lenguaje imperativo que ademas es recursivo primitivo es el introducido por
Hofstadter|[Hof03] con el nombre de BuD. El utilizo este lenguaje para probar, de un modo
més didactico, que FRP tiene menor poder computacional que FRG.

2.3. Reduccién de algunos esquemas de recursion

A continuacién, enumeraremos algunos esquemas de recursion reducibles a recursion pri-
mitiva.
Esquema 1. Consideremos la siguiente recursion, investigada inicialmente por R. Péter (se
puede consultar dos desarrollos distintos en p. 271 [Kle52] o en la seccion 6.1 del libro de
Goodstein|Goo5T7]; nosotros seguiremos el primero), y conocida como Recursion with para-

Y Y

or,y+1) =o((z,9),v),

donde v € FRP.
Claramente, el esquema anterior no es una recursion primitiva. Observemos que ¢(z, y) arroja
la secuencia

p(z,0) =z,

ez, 1) = p(7(2,0),0) = v(x,0),

p(x,2) = p(y(z,1),1) = v(v(z, 1),0),
p(x,3) = p(v(z,2),2) = v(v(7(2,2),1),0),

Sin embargo, es recursiva primitiva la funcion

Spl(x7 y’ O) = x?
¢y, 2 +1) =1 (z,y,2),y* (2 + 1)),
y se puede comprobar facilmente por induccion sobre y que ¢(z,y) = ¢'(x,y,y). Asi que

4El hecho de que los bucles deban estar acotados se estudia en [MR67]. Distintas caracterizaciones de los
bucles acotados se encuentran en [GMS8S] y [Maz05].
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Esquema 2. Esta es la recursion mas importante, conocida como Course-of-values recursion
(véase p. 231 [Kleb2] o p. 119 |GoobT]). Se trata de que cualquier recursion de la forma

5 {so(x,m = Ax).
go(x,y + 1) = B(ZBJJ, 90(:57f1(x>y))’ 90<x>f2(x7y))’ ce 790($a fn(m,y))),

puede ser reducida a recursion primitiva, siempre que f;(x,y) <y para todai:1,...,n. La
idea de este esquema es que, al momento de evaluar ¢(z,y + 1) tiene en cuenta todos los
valores generados por la recursion (es decir ¢(z,0), ¢(x,1), ..., ¢(x,y)) mientras que en el
esquema de recursion primitiva solo tiene en cuenta el dltimo valor generado (justamente
©(x,y)). Sin embargo, es posible reducir este esquema a recursiéon primitiva, almacenando
en el ultimo valor generado, una lista de todos los valores generados por la recursion.

Sea ¢’ una funcion que retorna la lista [¢p(x,y), p(z,y—1), ..., ¢(z,0)]. Esta funcion se puede
definir como

' (2,0) = cons(A(z),nil()),
@' (x,y + 1) = cons(B(x, y, index (&' (x, ), fi(x,y),y), index(o' (2, ), fa(z, ), v),
- yindex (@' (x,y), ful2,y), ), ¢ (2, y)),

donde index(¢'(z,y),1,y) = p(x,i) (recordar que i < y). Para lograr esto, definimos

extract(l,0) =1,
extract(l,i+ 1) = tail(extract(l, 1)),

e index(l,i,y) = head(extract(l,y = i)). Luego, p(x,y) = head(¢'(x,y)).
Utilizando esta estrategia, vamos a escribir las funciones que nos quedaron pendientes en la
seccion anterior:

concat = ¢[p[head, p[p[cons, w1, nil1], dlcons, ¢[o, d[J, [K, 73],
glindex, 73, ¢[L, m3), mi|]], m3)]], w3, ).
reverse = @lhead, p[¢[cons, <, nily), plcons, d[concat, plindex, 73, d[L, 77], 71,
o, olJ, ¢[K, 1], 511l m3])-
length = ¢lhead, p[¢p[cons, sy, nily], plcons, ¢lo, ¢lindex, 73, ¢[L, 73], 72]], 73]]].
index = ¢lhead, ¢|p[r1, ¢[tail, 7i)], 73, p[Mon, 73, 73]]].

Esquema 3. Un caso particular del esquema anterior es el llamado Recursion from a double
basis que permite hallar varias sucesiones (una de ellas, la de Fibonacci).

QO(ZL',O) = A(I)7
& p(x, 1) = B(x),
o, y+2) =C(z,y,o(x,y),0(x,y+1)).

Una implementacion sencilla es recordar los valores de la iteracion precedente con un par
ordenado (el par esta constituido por p(z,y+1) y ¢(x,y)). La siguiente funcion es recursiva
primitiva y genera dichos pares:

¢'(z,0) = J(B(z), A(x)),
¢,y +1) = IOz, y, L(¢ (2,1)), K(¢' (2, ), K(¢ (2, 9)))-
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Ahora redefinimos ¢ con otra recursion primitiva:

p(x,0) = A(x),
o,y +1) = K(¢'(2,9)).

En consecuencia,

v = p[A, 0K, dlp[ol), B, A, ¢[J, 9[C, i, w3, d[L, ms], SIK, ws]], oK, ws]]], )]

Esquema 4. Otro esquema ttil es el Simultaneous recursion y se define como sigue.

p(z,0) = A(x),
w0 =B,

plz,y+1)  =Cx,y elz,y), ¢ (2,9)),

¢(z,y+1) = Dl(x,y,0(x,y),¢(2,9)).
Vamos a ver que tanto ¢ como ¢’ son FRPs. Para lograrlo, introduciremos una funcion
auxiliar que retornara el par (¢(z,v), ¢'(z,v)),

¢"(x,0) = J(A(z), B(x)),
P,y +1) = JC(x,y, K(¢" (2, 1)), L(¢"(2,9))), Dz, y, K("(2,9)), L(£"(2,))))-

Luego, resulta ¢(x,y) = K(¢"(x,y)) v ¢'(z,y) = L(¢"(z,y)). La definicion formal de ¢” es

¢" = plold, A, B, o4, 6[C. i, 73, 6K, m3), o[L, w31, D, i, w3, oK, w5, o[L, w3 )]

Los esquemas vistos aplican una metodologia particular: todos ellos utilizan funciones de
parificaciéon. Cuando un procedimiento involucra alguna conversién en la entrada de datos
(0 en su procesamiento) que requieran funciones de parificacion, se le suele llamar estrategia
de parificacion. Veremos mas estrategias de parificacion en el capitulo siguiente.

Para finalizar la seccion, investigaremos una funcion (relativa a listas) muy conocida en el
ambito de la programacion funcional. Sea ¢ una lista de naturales, e y ¢ nimeros naturales,
y ® una funciéon binaria entre naturales (i.e. arity ® = 2). La funcion foldr se define
recursivamente, segun p. 102 [Bir00], como

foldr..s : List(N) — N

foldre.e nil = e

fOldTe;@) ConS<Qa ﬁ) = q ® (fOldTe;(@ g)
No obstante, serfa ttil que foldr aceptara una entrada adicional para permitir la parametri-
zacion de e y ®. Nosotros usaremos la siguiente versiéon modificada:
foldre.s - N x List(N) — N

foldre.q x nil = e(x)

fOldrE;@) €T ConS(Q7€) — ®(gj" Qa fOZdre;@) iy 6)

Caracterizando a la lista de entrada como un nimero natural, probaremos que foldr es
recursiva primitiva (de manera similar a como lo hicimos con lengthﬂ). Lo que sigue es una
Course-of-value recursion.

foldreg {foldn@(fv,y) = e(x),

foldreg(x,y +1) = @(z,K(y), foldree(z, L(y))).

°De hecho, length es un caso particular (length = ¢[foldrgé;¢[g,,rg], 71, m1]). concat y reverse también se
pueden escribir en términos de un foldr.
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Concluimos que

foldr.s, = ¢[head, p[¢[cons, e, nily], plcons, p[®, 73, d[K, 73], dlindex, 75, ¢[L, w5], w5]], m5]]]-

2.4. Reduccion de FDR a FRG

El propoésito de esta seccion es mostrar que las funciones doblemente recursivas pueden
ser representadas mediante funciones recursivas generales. En otras palabras, probaremos
que existe un algoritmo 9 : FDR — FRG apropiado.

Si ® es una identidad, entonces

T : FDR — FRG

PBC=(¢

PBo=o

B

[ 7w1vw2v""wn] :Cbm %‘Bwl,mww--,‘pwn]
B o8, 0] = p[B B, ]

Solo falta representar el esquema de doble recursion (el hecho de que el recuadro no esté
cerrado en la parte inferior fue realizado a propésito para recalcar que P8 no ha sido definida
completamente; el recuadro se cerrara cuando representemos el esquema de doble recursion).
Recordemos que, si ¢ = 0[01, B2, O3, B4, O5] entonces

p(x,0,2) = Bi(x, 2),
p(x,y +1,0) = Ba(x, 5, 0(x,y, O3(x,))),
pxy+1Lz+1) = falxy, 2, 0(xy + 1,2), 0,9, 5(x, 9, 2, 0(x,y + 1, 2)))),
donde x € N" (en el caso que n = 0, este vector desaparece de la definicién). Para poder
llevar a cabo esta tarea, sera necesario introducir dos estructuras de datos adicionales. Una

de ellas nos permitira representar tuplas de ntimeros naturales, y la otra funciones naturales
finitas.

Tupla de ntimeros naturales. Sea n > 2. La construccion

(., .-, ):FRP" = FRP,
junto con sus proyecciones (donde i varia entre 1 y n)
77" N—= N,
verifican 7/ (7}, 7y, ..., 70) (21, 22, . .., T,) = x;. Estas funciones resultan recursivas primiti-

vas, pues pueden implementarse con

<F1aF27"'7Fn>E¢[J7F17¢[JaF2a'"d)[Jan—laFn]"'Hv

1 =K,
7y = oK, L],
3 = oK, o[L, L]],



donde F}, Fs, ... F,, son FRPs de la misma aridad, y L aparece n—2 y n— 1 veces respectiva-
mente en las dos tltimas formulas. Estas funciones son una generalizacion de las funciones de
parificacion; hacen corresponder biunivocamente a cada tupla (z1, xs, ..., ;) con un ntmero
natural. La demostracion se puede realizar por induccion sobre n, y usando (2.1.1]) y (2.1.2).

Funciones naturales finitas. Sea f : N — N una funcién en donde una cantidad finita de
valores z verifican f(x) # 0 (naturalmente, para el resto de los valores la funcion se anula).
Llamaremos a f una funcién natural finita.

Representaremos a f mediante una lista de pares ordenados, [(z1,41), (Z2,Y2), - - -, (Tm, Ym)],
donde los valores x; no necesariamente son distintos entre si (aqui 1 < j < m). Supongamos
que deseamos evaluar f(x). Si x # z; para todo j, entonces convenimos que f(z) = 0. Si
existe un tnico j para el cual x = x;, entonces f(x) = y;. Y, en el caso que existan varios
x; iguales a z, o mas precisamente, que exista un conjunto de indices I tal que x = x; para
todo k € I, se emplea la férmula

F@) =

kel

Con esta correspondencia se puede representar cualquier funciéon natural finita. Sin embargo,
no hay una biyeccion entre el conjunto de funciones naturales finitas y el conjunto de listas
de pares ordenados. Por ejemplo, una funcién f que se anula en todo su dominio salvo para
el valor 5, en cuyo caso devuelve 3, puede ser representada por las siguientes listas:

[(5,3)],

[(5,1), (5,2)],

[(5,1),(5,0), (5, 1), (5, 1)],
[(5,0),(38,0), (5,3), (47, 0)],

Sea / la lista que representa una funcién f. Definimos la funcién de evaluacién eval como
eval(x,l) = f(x).

Esta funcion es recursiva primitiva, pues puede implementarse como

eval : N x List(N x N) - N
eval x nil =0
eval x cons((zj,yj),¢) = D(Dist(z, zj)).yj + eval x ¢

eval = foldrg. g5 sm1,6[D.¢[Distx3 G[K m3]]].6[L.n3]) 73]

En la definicion recursiva de eval, se comienza con un valor inicial cero y se van sumando
términos con el valor yj sélo cuando z = xj.
Otra funcién que seré de utilidad es

dom(0) = [x1, T2, ..., T,

que se implementa como

dom : List(N x N) — List(N)
dom nil = nil
dom cons((xj,yj),l) = cons(xj, dom ()
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dom = Qb[fOldTm'll;¢[cons,7r§,7r§]a W%’ Wﬂ
En la definicién recursiva de dom, se comienza con una lista vacia y se van agregando los
valores xj para cada par que se consume en la entrada.
Finalmente, otra funcién que usaremos es

si x aparece en dom({),

find(x, ) = {(1)

si no,

y se implementa como

find : N x List(N x N) — N

find x nil =1

find x cons((zj,yj),l) = D(D(Dist(z, xj).find z {))

find = foldrg:gop,0) 6, o[Dist 3 6K 7)) 73]
En la definiciéon recursiva de find, se comienza con un valor inicial uno, que se mantiene
mientras x # xj. Si x = xj, el resultado es cero.

Podemos mezclar ambas estructuras de datos para representar funciones finitas de la
forma f : N" — N, las cuales quedan identificadas con la lista

[(<$117$12, s ,x1n>,y1), (<1321,1322, . ,I2n>,y2), ceey (<Im1,l’m2, . 7xmn>7ym)]7

la cual tiene asociada un nimero particular. De esta manera, a cada ntimero natural le co-
rresponde una funcion finita (no necesariamente distinta). Lamentablemente, es imposible
representar cualquier funcion arbitraria con un ntimero natural, por una cuestion de cardina-
lidad. No obstante, la siguiente definicién nos permitira trabajar con funciones arbitrarias:

DEFINICION 2.4.A. Sea g una funcion natural y € un nimero natural que representa una
lista que, a su vez, representa una funcion natural finita f. Diremos que { representa una
parte finita de g cuando f(x) = g(x) para todo x contenido en dom(().

Nuestro problema principal es calcular ¢(x,y, z). Si bien, no es posible representar a ¢
con un nimero natural, si podemos hallar un ntmero ¢ que represente una parte finita de
v tal que (x,y,z) esté en dom(¢). El ejemplo que presentaremos puede aclarar este nuevo
concepto de representar una parte finita de ¢ con un nimero.

EJEMPLO 2.4.B. Representaremos una parte finita de la funcion de Ackermann con un ni-
mero natural. En primer lugar, observemos que

A0,1) = o(1) = 2,

A0,2) = o(2) = 3,
A0,3) = o(3) = 4,
A(1,0) = A(0,1) = 2,
A(L,1) = A(0,A(1,0)) = A(0,2) = 3,
A(1,2) = A(0,A(1,1)) = A(0,3) = 4.

Sea [((0,1),2),((0,2),3),(0,3),4), ((1,0),2), ((1,1),3),((1,2),4)] la lista que representa a
A. Dicha lista es representada por un nimero €. Para hallar A(1,2) simplemente calculamos
eval((1,2),¢). Ademds, la lista dada contiene todos los valores de A necesarios para calcu-
lar A(1,2) (mds precisamente, la minima cantidad de valores necesarios). Con esto ltimo
queremos decir que los elementos de la lista satisfacen las siguientes reglas:
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* =0 = eval({x,y),l) =y+1,
x*xx>0Ny=0 = eval({(z,y),l) = eval({x — 1,1),¢),
*x>0ANy >0 = eval((z,y),l) = eval((x — 1, eval((z,y — 1), 7)), ).

Ellas afirman que ¢ representa realmente una parte de A, pues son una consecuencia directa
de las reglas de reescritura de la funcion de Ackermann.
Finalmente, el nimero £ se puede obtener como sigue:

0= [(0,1),2), ((0,2),3), ((0,3),4), ((1,0),2), ({1,
[(3(0,1),2), (J(0,2),3), (J(0,3),4), (J(1,0),2), (J(1, 1)
[1(J(0,1),2),J(4(0,2), 3), J(J(0, 3),4), J(J(1,0),2), J(J
cons(J(J(1,2),4), cons(J(J(1, 1), 3), cons(J(
cons(J(J(0,3),4), cons(J(J(0,2),3), cons(J(J ,
JUJ(J(1,2),4) +1,J(J(J(1,1),3) + 1,J(J(J(1,0),2) + 1,
J(J(J(0,3),4) + 1,J(J(J(0,2),3) + 1,J(J(J(0,1),2) + 1,0)))))) =
72213613394442659972078783858050041504580975271804.

También es posible calcular la funcién de Ackermann mediante una minimizacién. Para
el caso de A(1,2), sea w’ = J((1,2), /) y supongamos contar con las funciones

a(w) = eval(K(w), L(w)),
0 si K(w) = (x,y) y L(w) representa una parte de A

Y(z,y, w) = y ademaés existe, al menos, un par ({x,y), ) en L(w),
# 0 sino.

Claramente, a(w’) = A(1,2) y 7(1,2,w') = 0. O, mas generalmente, a(w) = A(z,y) y
v(z,y,w) = 0, para algin w € N. Aqui es donde entra en juego el minimizador: podemos
hacer una busqueda del valor w que satisfaga v(z,y,w) = 0. Resulta luego, A = ¢[a, uy].
La prueba de que el minimizador devuelve un valor natural (y no L) se debe a que A es total.

A continuacion, introduciremos méas funciones recursivas primitivas («, 7, valid, computer)
a fin de poder alcanzar nuestro objetivo inicial: el computo de ¢. Buscaremos funciones a y
v tales que

gb[Oé, /'LfY](xh T2y ooy Tny Y, Z) = gO(CCl, To,...,Tn, Y, Z)7
similares a las que propusimos para el caso de A. De hecho, a(w) = eval(K(w),L(w)) pues
considera un valor w que representa un par (¢,¢), donde ¢ representa la tupla de entrada
para la funciéon ¢ y £ representa una parte finita de . Por otra parte, la funciéon v se debe
anular (i.e. y(x1,z2,...,%,, Yy, 2, w) = 0) cuando se satisfacen simultaneamente las igualdades

K(w) = (x1, 29, ..., Tpn,y, 2), valid(L(w), dom(L(w))) = 0y find(K(w),L(w)) = 0. Es decir,
(X, y, 2, w) = Dist(K(w), (x,y, 2)) + valid(L(w), dom(L(w))) + find(K(w), L(w)).
Formalmente,

leval, K, L],
[%, ¢[Dist, ¢[K, 3], (m7 2, 2, )]

gb[gb[E,gb[gb[U&lld, 7T-1’d07n] ] (;S[fmd K LH’ ZI??:H

= e
Il
S ©
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La funcion valid(¢,d), la cual es la encargada de afirmar si ¢ representa realmente una parte
finita de ¢, retorna cero solo si todas las tuplas (de la forma (x,y, z)) que aparecen en la
lista d satisfacen las reglas que generan a . Esto es que

6UGZ(<X, Y, Z>7 6) = ComPUt€(<X7 Y Z>7€)7
donde compute se define como

B1(x, z) siy=0,
Bo(x,y — 1, eval({x,y — 1, B3(x,y — 1)),£)) siy>0y z=0,
compute((x,y, 2),0) = § Bu(x,y — 1,2 — 1, eval ((x,y,z — 1), ),

(

6UCLZ(<X,y - 1755(X>y - 17 z = 17
eval((x,y,z — 1),0))),{)) siy>0y z>0.

La version algoritmica de valid es

valid : List(N x N) x List(N) — N

valid ¢ nil =0

valid £ cons(t,d) = Dist(eval(t, ), compute(t, () + valid ¢ d

mientras que compute es de la forma

compute(t, () = D(T2(1)). A(t, 0)

+DD(mi7(1) + 75 (1) B(t, 0)
+ DD ()75 (1))).C (¢, 0),

donde A, B y C' son funciones que calculan compute para cada caso particular. Por ejemplo,
A((x,y,2),0) = B1(x, z). Para B y C se procede analogamente.
Las funciones valid y compute son recursivas primitivasﬂ

valid = fOld?}é ;02,09 [Dist,eval ,compute] ,ﬂ'%,w%] ,ﬂg] ;
compute = 6[5, 6[IL, 6[D, ol 2], A, |

n
A= gy, (2 )]

r'n

Hay que tener presente que la funcién compute es, en realidad, una construcciéon parametri-
zada por el natural n y las funciones 3y, (2, 03, B4, ¥ B5. Por este motivo, valid y v también
son construcciones. Si consideramos que 7,,.,.4,:85:8.:8, €5 U algoritmo que genera la funciéon
~ adecuada, entonces

| B [B41, B2, B3, Ba, Bs] = Glov, t1Varity -1 B1:B BoiB 5uB B Bs) |

Ahora, podemos asegurar la validez del siguiente teorema.

TEOREMA 2.4.C. Las funciones doblemente recursivas pueden ser representadas con funcio-
nes recursivas generales. Mds especificamente, si p € FDR entonces existe o e FRG tal que
o(x) = ¢'(x) para todo x € N*. Ademds, en cada ocurrencia de una doble recursion en ¢ le
corresponde una minimizacion en ¢’ .

Se pueden extender los conceptos vistos para representar funciones triplemente recursivas
(o de grado mayor) con FRGs. Incluso se puede probar que .£ = FRG si .Z es un lenguaje de
proposito general (i.e. que puede representar cualquier funcién computable, véase [GM91]).

6No escribiremos formalmente compute (ni sus componentes B y C) porque es larga y tediosa. Sin
embargo, su formula puede deducirse mecanicamente a partir de su definicién.

27



2.5. Notas con respecto a FRG

En la seccion previa, hemos demostrado que podiamos calcular una doble recursion con

una minimizaciéon. Pero debiamos usar tantas minimizaciones como doble recursiones apa-
rezcan en la formula. En realidad, basta con tener s6lo una minimizacion.
En la seccion [1.7] citamos el articulo [Kle36a] donde se afirma que cualquier funcién recur-
siva general ¢ (o mejor, cualquier funciéon natural Turing-computable) puede calcularse con
¢[a, py]. Nosotros probaremos a continuacion que esta formula se puede reducir a la forma
maés simple ¢[K, p1)] donde ¢ es una FRP con la misma aridad que 7. Pero sélo tendra validez
si  es total.

Sea ¢ = ¢|a, py] una funcion total, donde o,y € FRP. Aplicaremos una estrategia de
parificacion para dar la formula alternativa ¢[K, ut)] a ¢. Para ello, propondremos

Oy, T, T, Y) = {0 S? Y(@1, o, - 20, L(y)) = 0y K(y) = a(L(y)),
# 0 si no,

Haremos la demostracion de esta féormula para el caso en que n = 1, que no es menos general

que para n > 1.

En principio, ¢(x) = a(miﬁrg{’y(x, z) = O}) Ademés, sabemos que para un cierto x, existe
FAS

un valor para z que satisface y(z, z) = 0 (por ser ¢ total). Luego, ¢(z) = a(z). Si hacemos
= J(p(x), 2), resulta

$(,9) = 1 L) + K(5) — a(L)] = 1(z,2) + o) — alz)] = 0.
Por lo tanto,
K (min{0o) =0} ) = Ko) = o).

Solo falta asegurar que al minimo valor de z le corresponde el minimo valor de y. Esto se
verifica usando las propiedades de monotonia de J:
Dado a € N fijo,

b<c = Ja,b) < IJ(a,c),
b<c = J(ba)<J(ca).

Sean z1 y 29 dos valores que satisfacen v(z, z) = 0. Respectivamente, sean y; = J(p(z),21) e
y2 = J(p(x), 29). Si 21 < 29, entonces y; < yo.

Para demostrar las propiedades de monotonia de J, se pueden deducir primero que para todo
zey Jx,y) < Jz,y+1)y J(z,y) < J(x+ 1,y) (para cada caso, se debera utilizar una
doble induccion).

Un comentario final acerca de las FRGs es que se puede prescindir de la recursion pri-
mitiva, si disponemos de ciertas funciones iniciales. Segin Kleene|Kle36b|, cualquier funcion
recursiva general puede ser representada en términos de las proyecciones 7! (z1, xa, . .., ;) =
x;, la funcion delta de Kronecker d(x,y) = D(Dist(x,y)), la suma X(z,y) = z+vy, el producto
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[I(z,y) = zy, la composicion de funciones ¢, y la minimizacion p. Por ejemplo,

¢[9, 7T1, mi], (funcién uno: f(z) = §(z, z))
<;5[Z 7T1, ¢i],  (funcién sucesor: f(x) =z + 1)
= ¢l0, 7r1, o], (funcién cero: f(z) =o0(z,x + 1))
D = ¢[6, w1, 5], (funcion distintor: f(z) = &(z,0))
Hf = 1¢[g[D, ¢[X, 6[0, 71, m3], 9[0, 71, dlo, m3]]], wf, o[, 73, 3]
(funcion mitad: f(z) = ryrélél{x =2yVae=2y+1})

29



Capitulo 3

Reducciéon a funciones unarias

3.1. Las funciones unarias primitivas

Nuestro objetivo principal es estudiar métodos para simplificar los esquemas de recursion
(recursion primitiva y minimizacion principalmente). Para ello nos basaremos en el articulo
de R. Robinson|Rob47| acerca de las FRPs, y en el de J. Robinson|[Rob50] acerca de las
FRGs. Los métodos propuestos pueden servir para probar propiedades sobre las funciones
recursivas (e.g. en |[Rob48]| se aplican estos métodos para probar que existe una funcion que
no es recursiva primitiva).

A continuaciéon vamos a exponer como se pueden construir las funciones unarias primitivas,
las cuales resultaran tan expresivas como las FRPs.

DEFINICION 3.1.A. Las funciones unarias primitivas son funciones naturales (de la forma
F : N — N) formadas a partir de los constructores (y sdlo de ellos) que enumeraremos a
continuacion.

La funcion distintor, cuadrado y raiz cuadrada (que ya fueron definidas en el Capitulo 1),

D(z) =12z, Sq(z)=2% Rt(z)=|Vz].
Dadas dos funciones unarias primitivas F' y G se definen:

* Suma de F' y G. Es una funcion que retorna F(x)+ G(z). La notamos como (F + G).

*x Resta de F' y G. Es una funcion que retorna F(x) — G(x). La notamos como (F —G).
La resta que usaremos estard definida siempre que F(x) > G(z) (y, de hecho, sdlo la
usaremos cuando se cumpla esta condicion). Técnicamente x — y dard el valor
correcto si x >y, y cualquier natural arbitrario (incluso 1) de otro mod(ﬂ

*x Composicion de F' y G. Es una funcion que retorna F(G(z)). La notamos como (F Q)
(como si fuese el producto entre ambas).

* Iteracion de F. Es una funcion que retorna la composicion de F consigo misma x
veces. Esto es, para x = 0 se obtiene cero, para x = 1 se obtiene F(0), para x = 2 se
obtiene F(F(0)) y asi. La notamos como (FZ). Mds formalmente,

0 st x =0,
Fo) = {F(FD(x 1) siz>0. (3.1.1)

L Algunas operaciones que pueden substituir a la resta son Mon (resta truncada) y Dist (funcién distancia),
ya que sus comportamientos coinciden cuando x > y.
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Denotaremos al conjunto de las funciones unarias primitivas como FUP.

Una acotacién importante sobre estas funciones es que, al igual que las FRPs, siempre
son totales. También poseen la caracteristica de conformar una estructura de monoide sobre
la composicion:

es cerrada (i.e. F,G € FUP = FG € FUP),

asociativa (i.e. F,G,H € FUP = F(GH) = (FG)H),

y existe una funcion identidad X (i.e. F € FUP = FX = XF = F}

pruébese con X = RtSq).
Para no escribir paréntesis redundantes haremos algunas convenciones tipograficas:

* Los paréntesis més externos se pueden eliminar,

(F(G+H)) «- F(G+H).

* Asociaremos las operaciones a la izquierda,

(F+G)+H +«-F+G+H,
(F-G)—H+«-F—-G-H,
(FG)H «-- FGH.

* La precedencia entre las operaciones es similar a la utilizada habitualmente en las
expresiones aritméticas. La composicion toma el lugar del producto y la iteracion el
lugar de la potencia (el 6rden seria: suma y resta - composicion - iteracion),

F +(G(HP)) ¢-- F + GH".

Con estas indicaciones se puede definir, sin mayores inconvenientes, una gramaética para las
FUPs. Ademas no es necesario efectuar ninguna verificacién semantica (como era el caso de
las FRPs en donde haciamos uso de la funcion arity). Recordemos que todas las funciones
toman siempre un argumento.

Analicemos, ahora, la causa de la eleccion de los constructores que forman las FUPs.
La primer funcién inicial es el distintor. Sin ésta no es posible generar funciones tales que
F(0) # 0 como afirma el siguiente teorema.

TEOREMA 3.1.B. Supongamos contar con la suma, resta, composicion e iteracion y un con-
Junto finito de funciones iniciales F;. Si cada una de ellas pasa por el origen (i.e. F;(0)=0)
entonces todas las funciones generadas heredan esta misma propiedad.

Demostracion. La prueba es por inducciéon sobre los constructores. Supongamos que F'y
G son funciones iniciales o generadas, y que F(0) = G(0) = 0. Luego F(0) + G(0) = 0,
F(0)=G(0) =0, F(G(0)) = 0y FP(0) = 0 (esta tltima es por definicién de la iteracion). O

Dado que Rt y Sq pasan por el origen, queda claro que D es necesaria. Pero todavia
nos preguntamos si podrian haber otras funciones que la sustituyan. Si contaramos con la
funcion uno (U(z) = 1) entonces D surge de

D=U-U".
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En efecto, sea F' = U, Por definicion de iteracién F(0) = 0y F(x+1) = U(F(z)) = 1. Luego
1—F(x) resulta ser el distintor. Observemos que hemos tenido cuidado de que F'(x) < 1 para
poder formar la resta apropiadamente. Siempre que restemos, verificaremos que el sustraendo
sea mayor que el minuendo.

Por lo tanto, U puede reemplazar a D. Sin embargo, existen infinitas funciones que pueden
reemplazar, a su vez, a U. Sea F' cualquier funcion tal que F(0) > 0. Luego, F(G — G) es
una funcion constante que retorna el valor £'(0) (donde G puede ser cualquier funcion total).
Notemos que Rt tiene dos puntos fijos, a saber Rt>(0) = 0 y Rt>*(n) = 1 cuando n > 0
(usamos Rt* para indicar composicién, no potencia). La idea es aplicar una cantidad finita
de veces Rt sobre la constante para llevarla a uno. Por ejemplo, si F'(0) = 1000 y optamos
por G = Sq, tenemos U = RtRtRtRtF'(Sq — Sq).

Las otras dos funciones inciales impuestas tienen una caracteristica particular: llamemos
F aSqy G a Rt respectivamente. Compuestas en un sentido construyen la funcién identidad
(GF), pero en el otro sentido nos dan una funcion que halla el mayor cuadrado perfecto menor
0 igual al pardmetro elegido (F'G). Otros pares de funciones apropiadas podrian haber sido

F(z) =2’y G(z) = V],

Flz) = 2° y G(x) = [logy x,

F(x) = A(x) y G(z) = ¥(z).

En ellos se explota una propiedad fundamental: la funcién F'G crece de manera escalonada, en
donde la longitud de cada escalon es estrictamente creciente (véase la seccion 1 de [Maz97]).
En el caso de Sq y Rt la longitud de los escalones esta dada por la separacién entre los
cuadrados perfectos.

No obstante, se pueden elegir otras variantes de funciones iniciales. Por ejemplo, podemos
cambiar la terna de funciones iniciales {D, Sq, Rt} por {S,Rt} donde S es, simplemente, el
sucesor. Para ello, es necesario representar D y Sq. Notemos, por un lado, que la identidad
puede ser reemplazada por Sy, por el otro, que Sq(0) = 0y Sq(z 4+ 1) = Sq(z) + 2z +1 =
S(Sq(x)) + 2Rt(Sq(z)). Entonces,

D=(S-S") - (S-S~
Sq = (S + Rt 4+ Rt)".

También podriamos haber optado utilizar otras construcciones (en vez de la suma y la
resta), o eliminar alguna de ellas. R. Robinson|[Rob55b| demostré que es suficiente con poseer
{S,K}, la construccion J(F(x),G(x)), la composicion y la iteracion. Para ver que tienen el
mismo poder de expresion que las FUPs basta con que puedan representar cada una de sus
operaciones. Observando que Dbl = (SS)™ tenemos que

F — G = K Dbl Dbl J(SSS K Dbl Dbl J(SSS K Dbl Dbl J(G, Dbl DblF), ), DbIG),
F+G=J)FG) - (J(FG) -F)-G),
D=(S-S"—(s-sB",
Sq = Dbl(SS(S” + K))® — (SSS)",
Rt = Dbl — (S + DDKS)".

En el capitulo siguiente veremos que es suficiente contar con solamente el sucesor, la cons-
truccion Dist(F(x), G(x)), la composicion y la iteracion.
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3.2. Ejemplos de funciones unarias primitivas

Los siguientes teoremas nos permitirdn ver alguna de las operaciones que se pueden
representar en términos de funciones unarias primitivas:

TEOREMA 3.2.A. Las siguientes funciones son unarias primitivas.
(a) Funcion cero: Z(z) = 0.
(b) Funcién uno: U(z) = 1.
(¢) Funcién identidad: X(z) = z.
(d) Funcién sucesor: S(z) =z + 1.
(e) Funcion doble: Dbl(z) = 2x.

—_

(f) Funciéon predecesor: P(z) = = =
(¢9) Funcién mitad: Hf(z) = | 3].

Demostracion. Las pruebas se enumeran a continuacion, encerrando las féormulas dentro de
una caja:

(a) Funcion cero: Restando una funciéon consigo misma produce la funcion nula.

Z=D-D

(b) Funcién uno: Notemos que U(z) = D(z) + D(D(z)) pues, si x = 0 entonces D(z) +
D(D(z)) =140=1.Y six >0 entonces D(z) + D(D(z)) =0+ 1= 1.

c
I
)
+
O
O

(c) Funciéon identidad: Aprovechamos que Sq y Rt son inversas en un sentido.

X = RtSq

(d) Funcién sucesor.

wn
Il

X+ U

(e) Funcion doble.

O
=N
|
X
+
X

(f) Funcion predecesor: Notemos que

P(0) = X(0) —
P(z) = X(z) —

O

(D(0)) =0-0=0,
(D(z)) =2 —1, siz>0.

o

P=X-DD

w
w



(g) Funcion mitad: Para el calculo de esta funcion procederemos como R. Robinson|[Rob47],
definiendo previamente la funcion Mods(z) = x mod 3, y probando que Mod;z € FUP.
Funcién Mod;: Consideremos la funcién

1 siz =0,
Flz)=4¢2 sixz=1,
0 sixz=2.
La aplicacion sucesiva de F' genera la sucesion 0, 1,2,0,1,2,0, ... de manera que Mods

puede ser definida iterando F'. Por otra parte, observemos que

F(0) =D(0) +2D(P(0) + D(0)) =1+2D(0+1) =1+0=1,

F(1)=D(1)+2D(P(1)+D(1)) =0+2D(0+0)=0+2 =2,

F(2)=D(2)+2D(P(2) +D(2)) =0+ 2D(1+0) =0+ 0 = 0.
. F(xz) = D(z) 4+ 2D(P(z) + D(x)).

Mods = (D + Dbl D(P + D))"

Funcion Hf: Consideremos F'(x) = x +Mod;(z)+ 1. La aplicacion sucesiva de F genera
la sucesion 0, 1,3,4,6,7,9,10,12,. .. de manera que G(z) = x + [ §] puede ser definida
iterando F'. Lo que sigue es una prueba por induccion de este hecho (donde = € N):

G(0) =0, ( :0+EJ )

G(2r+1) = F(G(2z)) = F(2z + {%J) = F(3z)

2 1
=3z + Mod3(3z) +1=3z+1, ( :21;_‘_14_{ T+ J)

2¢ + 1

G2x+2)=F(GR2r+1))=FQ2x+1+ { J) =F(3zx+1)

2 2
=3z+1+Mods(3z+1)+1=3x+3. ( :2x+2+{$+ J)

2
Finalmente, Hf(z) = G(z) — .

Hf = (S + Mods)” — X

O

TEOREMA 3.2.B. Sean F,G € FUP. Entonces el producto de ellas también es una funcion
unaria primitiva. A esta funcion la notaremos I1(F, G).

Demostracion. Observemos la siguiente igualdad
2F (2)G(z) = (F(z) + G(z))* — F(z)? — G(z)*
Luego, dividiendo por 2 ambos términos, obtenemos

II(F,G) = Hf(Sq(F + G) — SqF — SqG).
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TEOREMA 3.2.C. Sean F,G € FUP. Entonces J(F(x),G(x)) también es una funcion unaria
primitiva. Ademds K,L € FUP (J, K y L eran las funciones de parificacion de Cantor).

Demostracion. En primer lugar debemos probar que las funciones A y ¥ son unarias primi-
tivas. Las formulas

A = Hf(Sq + X),
v = Hf P Rt S Dbl Dbl Dbl,

satisfacen las definiciones (2.1.3) y (2.1.4). Y de las definiciones de (2.1.5)), (2.1.6) y (2.1.7)
surgen

JF,G)=A(F+G)+F
K=X— AV,
L =P(ASY — X).

3.3. Reduccién a funciones unarias primitivas

En esta seccion presentaremos un algoritmo para reducir las funciones recursivas primi-
tivas a funciones unarias primitivas, a fin de poder demostrar que FRP = FUP.
En un sentido es trivial, pues cualquier FUP puede ser representada con una FRP sin mayor
inconveniente. Las funciones iniciales D, Sq, Rt, ¥ son FRPs y la iteracion es un caso particu-
lar de la recursion primitiva. Para reemplazar la resta se puede utilizar Mon o Dist. De esta
manera, © es una identidad y P es

B : FUP — FRP

BD=D

B Sq = Sq

T Rt =Rt

‘B(F+G) P2, B F,B G
B (F - G) = ¢[Mon, B F,B G
B (F ) B F,B G

P (FY) = pl¢, [P F, 3]

originando FRPOFUP.

Pasemos a la demostracion de FRPCFUP. Vamos a utilizar el tratamiento dado por R.
Robinson|[Rob47| (un método similar se puede consultar en el capitulo 7 de [Goo57]). Dado
que las FRPs cuentan con funciones de mas de un argumento, el primer paso es reducir los
argumentos a sélo uno, empleando una estrategia de parificacion,

N — 7 N

) X

N N
ja

donde
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D :N*"— N

D()=0

D (x)=x

D (x1,m9,...,2,) = Hx1,D (22,...,2,))

En el resto de la seccién trataremos de hallar una F' apropiada que verifique

F(J(x1, J(xe, I(23,...)))) = @(x1, 29, 23, . . .).

Las funciones iniciales surgen naturalmente. Si 2 < i < n, entonces

B : FRP — FUP

PC=12

Bo=S

P =X

Prr =K

P 7P =if i =n =2 then L else (P 7/7')L

Y la composicion se efecttia de manera anédloga a la parificacion de la entrada,

‘ ;B ¢[907w17w27"'7wn] = (’B 90)(33/ (513 whmw?a"'?mwn)) ‘

donde
D ListZI(FUP) — FUP
D |w]=w
D wi,way .y wy) = (w1, D (we, ..., wy))

Ahora estudiaremos la forma de reducir p[f3, ¢|. Dado que hay que realizar varias reducciones
antes de alcanzar las FUPs, serd conveniente enriquecer a las FRPs con ciertas funciones de
parificacion.

B (wi,wa,y o wp) =D (P w, P way .., P wy)
P =K
P 7 =if i =n =2 then L else (P 77')L

donde 2 < i <ny 7z, 29, ..., Tp) = Tp.
También agregaremos la composicion prohibida que convierte una funcién constante ¢ dada
en unaria:

olp] 1 N =N,
plel(x) = »().

Esto se refleja en P como

| B ol =P o |

Aunque la adjuncién de estos nuevos esquemas formen un superconjunto de las funciones
recursivas primitivas, no amplian su poder de expresion.

La correcciéon de los algoritmos que presentaremos se pueden demostrar usando induc-

cion estructural y la propiedad que verifican J, K y L dada en ({2.1.1]). Para simplificar los
esquemas de recursion, seguimos los siguientes pasos.
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Paso 1. El esquema general de recursion primitiva es

% F(l’l,l’g,-..,zn,O):6(.T1,I2,---,xn>,
F(x1,29, ..., 20,y + 1) = @(x1, 29, ..., xn,y, F(x1,22,...,2Tn,Y)),

y se denota con p[f,¢]. Utilizando una estrategia de parificacion, podemos eliminar los
parametros o, ..., T,, v llevar el esquema Z a

Fi(z,0) = A(z),
“ {Fl(:c,y +1) = B(z,y, ](2,9)),

que se denota con p;[A, B]. Si hacemos © = D(x1, x, ..., z,,) entonces

A(ZE) = 5(1’1,1‘27 s al’n)a
B(Q?, Y, Z) = @(ﬂfl, Loy.. ., ITn, Y, Z),
Fl(x7y) = F(x17$27 s axnay)>
siempre que A y B resulten adecuadas. Consideremos el caso en que n > 1. Evaluamos

A = P43 (en este contexto P es un algoritmo para generar A a partir de ¢, no debe
confundirse con B). Si 1 < i < n entonces

T4 . FRP — FRP
P =)
‘BA ¢[§07W1aw27 s 7(")71] = (ﬁ[@a(’BA whf’BA wa, ... 7%314 wn]

P4 o = o otherwise

Respectivamente, B = PBPy. Si 1 <i < n entonces

TP . FRP — FRP

PE 2 = glr, w]

PP il =7

P s =7

PBE oo, wi,wa, ... wn] = oo, BE wi, BP wo, ..., PP w,]

PP o = a otherwise

Por lo tanto el algoritmo

L, : FRP — FRP

B ¢[‘P>w1,w2, ce 7wn] = ¢[‘131 ©, B wi, Pi wa, ., Py wn]

“]31 p[ﬁa 90] = qb[pl[“BA “]31 ﬁ> 5]33 (‘]31 90]7 <7T?+1? W;H_lv s 77T77LL+1>77TZIH
where n = arity

PB1 a = a otherwise

convierte todos los esquemas Z a %;.

Los casos n = 0 y n = 1 se deben agregar al esquema de 3;. De hecho, si n = 1 resulta
trivialmente

B P[ﬁa @] = P1[q31 B, B @]‘
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Si n = 0, podemos agregar una variable para que coincida con Z;: A = ¢[3] es la funcion
unaria que retorna la constante 3, y B = ¢[, ﬂg’, ﬂg] es la funciéon ternaria que representa a
©. Entonces,

A(z) = B(),
B(x,y,2) = ¢(y,2).

Luego, p1[A, B] es una funciéon binaria que representa a p[3, ¢], salvo por la variable adicio-
nal. Asi que hay que aplicarle una proyeccion, resultando

ml p[ﬁa 90] = ¢[P1[¢m31 5]7¢[5B1 (p,ﬂ%,?‘('g“,ﬂi,ﬂﬂ.

Paso 2. Utilizando una estrategia de parificacién similar, podemos eliminar el parametro x
de B, y llevar el esquema %, a

%2 F2($a0) = C($),
F2(*T7y + 1) = D(ya FQ(*%y))a

que se denota con py[C, D]. Esta vez, haremos uso de la equivalencia

Fy(z,y) = (z, Fi(x,y)).
Debemos tener presente que (x,y) = J(z,y), 72(2) = K(2) y 73(2) = L(2). Entonces,
Fy(2,0) = (z, A(z)),
Fy(z,y+1) = {z, B(x,y, Fi(z,y)))
= (ri{z, Fy(2,y)), B(r{(z, Fi(2,9)), y, 73 (x, Fa(2,9))))
= (ri Fa(2,y), B(r{ Fa(2,y), y, 75 Fa (2, 1))
Es decir,
C(z) = (z, A(z)),

Dy, 2) = (22, B(riz,y, 132),

Fi(z,y) = 73 Fy(@,y).
Por lo tanto el algoritmo

P, : FRP — FRP

5132 ¢[907w17w27 s 7wn] = QZS[‘BQ ¢7q32 wl;‘BQ Wa, .. SBQ Wn]
(‘]32 pl[A7 B] = ¢[7_227 p2[<7T%, q32 A)? < [Tl ) 7T2] ¢[q32 B gb[Tl ) 7T2] 7T17 ¢[7-2 ) 71—2“”]

Py a = a otherwise

convierte todos los esquemas %, a %s.

Paso 3. Una reduccioén sencilla es eliminar la funcion C, llevando el esquema %5 a

Fs(z,0) = x,
” {Fs(:my +1) = Ely, Fs(@, ),

que se denota con p3[E]. Haciendo E(y, z) = D(y, z) resulta
FZ(x7 y) = Fg(O(QZ'), y)

Es decir, el algoritmo
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P, : FRP — FRP

&Bg ¢[Q0,W1,W2, e ,wn] = ¢[q33 (,0,5133 u)l,%g W, ... ,gpg wn]
Ps p2[C, D] = ¢[ps[Ps D], ¢[Ps C, 7], 73]

P3 o = a otherwise

convierte todos los esquemas %> a %s3.

Paso 4. Este es el paso maés dificil. Tenemos que reducir el esquema %3 a

que se denota con py[U]. Para nuestro fin, sera util agregar funciones de parificacion que
presenten una caracteristica adicional. Se debe verificar J(0,0) =0y

Lix+1)#0 = K(z+1)=K(z)ANL(x+1) = L(z) + 1. (3.3.1)

Analicemos mejor la dltima propiedad: sean x1, zo € N tales que verifican x; < xo y L(x1) =
L(z3) = 0. Asumiremos que todos los valores intermedios no anularan L, i.e. L(x) # 0 para
toda x entre z; y zo. Luego, los pares

(K(21),0), (K(x1),1), (K(x1),2),...,(K(x1),z9 — 21 — 1)

son numeros consecutivos al aplicarsele J.
Antes de continuar con la reduccion de Z5 a Z4, haremos un paréntesis para mostrar fun-
ciones J, K y L apropiadas.

TEOREMA 3.3.A. Las funciones

J(,y) = (@ +y)* +2)" +y,

ademds de ser unarias primitivas, son de parificacion y verifican J(0,0) = 0 y la propiedad
antes mencionada.

Demostracion. Sea z = J(x,y). Este valor esta entre dos cuadrados perfectos,
(z+y)P+a) <z<((z+y?’+z+1)>°
Luego |/z] = (z + y)? + z, el cual esté, a su vez, entre dos cuadrados perfectos,
(r+y) < Vz] < (@+y+ 1)

Por lo tanto, |/[v/z]| = « +y. Ahora es mas sencillo probar la propiedad (2.1.1).
2
K(U0) = KG) = 13 = [VIVEL = ko= o a? =

L(J(z,y) = L(z) =z = |Vz]* = (z +9)* +2)* +y — ((a +y)* + ) = y.
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Ahora probemos (3 . Supongamos que L(z+ 1) # 0, luego z + 1 no es cuadrado perfecto.
En consecuencia, |_\/ 2 + 1 =|vz]y

Kz+1D)=@+y)?+z—(z+y)?=z=K(2),
Lz+D)=(z+y)?+a)l+y+1—((z+y)?+a)’=y+1=1L(z)+1.

Si F'y (G son funciones unarias primitivas, entonces

J(F,G)=Sq(Sq(F+G)+ F) + G,
K = (X —Sq Rt)Rt,
L =X —Sq Rt.

4

Sea F3(x,y) = Fy(J(x,y)). Si, en particular, x = y = 0 entonces ambas funciones retornan
cero. Para el resto de los casos vamos a proponer

) K(x+1) siLz+1)=0,
lﬂ%m_{E@@%m si L(z+1) 0.

Probemos ahora que Fy(J(z,0)) = F3(x,0). Sea z + 1 = J(z,0), luego L(z+1) =0y
Fi(z+1)=U(z,Fy(2)) = K(z+ 1) =z = F3(x,0).

Suponiendo que Fy(J(z,y)) = Fs(x,y), probemos que Fy(J(z,y + 1)) = F3(x,y + 1). Sea
z+1=J(z,y+1), luego L(z + 1) # 0 verificandose la propiedad (3.3.1)) (recordar que los
pares eran consecutivos, i.e. J(x,y+ 1) = J(z,y) + 1, de donde z = J(z,y)):

Fi(z+1) = U(z Fu(2)) = E(L(2), Fa(=))
— By, Fi(J(x,))) = B(y, F(,)) = Fyla,y +1).

De esta forma, U resulta apropiada. Una posible representacion de la misma es
U(x,y) = D(L(o(x))).K(o(x)) + D(D(L(o(x))))-E(L(z), y).

Sin embargo, hemos introducido algunas funciones auxiliaresﬂ: D, J, K, L, ¥ y II. Adjunté-
moslas al formalismo FRP (que, como sabemos, no aumentaré su poder de expresion).

BD=D
P Jlwi,wa] = J(P wi,P wa)
PK=K

PL=L

PB Ewr,wa] =P wi + P we
P wr, wa] = TI(P w1, P wy)

El algoritmo

Y [wr,wal(w1, w0, .oy ) = w121, X2, ., ) + walT1, T, . vy Th),
Mwy, wol(x1, 22, ..., Tn) = w121, T2, .., ) W (T1, T2, ..., Tp).
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P, : FRP — FRP

m4 ¢[QO,W1,W2, ce 7("}71] = ¢[’B4 2 SB4 Wi, ‘134 Wa, ... 7%4 WTL]
‘B4 p3[E] = ¢[p4[2[n[¢[D, qb[La ¢[0’ W%H]v ¢[K7 ¢[U7 W%]H,
H[QS[Da gb[Da ¢[L7 ¢[U, W%””a QS[‘BZL E7 ¢[La W%L W%HH, J[ﬂ-%’ W%”

P, a = a otherwise

convierte todos los esquemas %3 a Z,.

Paso 5. Finalmente, podemos eliminar el parametro x de U, y llevar el esquema %, a una
iteracion
Fs(x+ 1) = V(F5(2)),

(x)

que se denota con ps[V]. Vemos que F5(z) = (z, Fy(z)) puede ser definida usando

V(z) = (i (2) + L,U(r{(z), 73 (2)))

siempre que (0,0) = 0 (las funciones de parificacion de Cantor lo cumplen). Para el caso
inductivo, observemos que si F5(z) = (x, Fy(x)) entonces

Fye+1) = V(B (@) = V((e, Fafa)) = (¢ + LU(x, Fi(2))) = (2 + 1, Fy(x + 1))

de manera que se puede obtener Fj extrayendo la segunda componente que otorga Fj.
Por lo tanto el algoritmo

Ps : FRP — FRP

Bs ¢[907W17W2, e awn] = ¢[‘135 0, Bs w1, Ps wa, ..., Ps wn]
g’pfi p4[U] = ¢[T227 :05[<¢{O-7 T12]7 ¢[m5 U> 7—127 7—22]>H

Ps a = a otherwise

convierte todos los esquemas #Z, a %5. Y, dado que %5 es simplemente una iteracion, se
deduce

B oslV]= (B V)7

En resumen, el algoritmo
P o Ps o Py o Py 0 Py 0Py : FRP — FUP
transforma funciones recursivas primitivas en funciones unarias primitivas, verificando
(B Bs Ba Bs P2 P1 0)(D (21,32, ..., 7)) = p(T1, T2, .., T0).
Hemos probado, entonces, el siguiente teorema.

TEOREMA 3.3.B. Las funciones unarias primitivas tienen el mismo poder expresivo que las
funciones recursivas primitivas.
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3.4. Inversion y funciones unarias generales

A continuaciéon vamos a introducir un operador para poder exponer las funciones unarias
generales, las cuales resultaran tan expresivas como las FRGs.

DEFINICION 3.4.A. Dada la funcion F : N — N se define su inversa como

F~(z) =min{F(y) = z}.

yeN

Si, en particular, F es biyectiva entonces F~(x) = F~(z) como era de esperarse.

La inversion también puede generar L si nunca se cumple la proposicion F(y) = x para toda
y, o si antes de que se cumpla se verifica F(y') = L (aquiy’ < y).

A la inversion de F' la notamos como (F~).

En las formulas que escribiremos se adoptaran las convenciones tipograficas dadas para
las FUPs, en donde la inversion tendra la misma precedencia que la iteracion. Para trabajar
con este nuevo operador, sera ttil el siguiente teorema.

TEOREMA 3.4.B. Sea F : N — N. Si F~ es total entonces F(F~(z)) = 2 para toda z. Y si
G es una funcion total y natural tal que

F(G(z)) =z para toda z, (3.4.1)
F(y') #x para toda y < G(x),

entonces F~(x) = G(z).

Demostracion. Por definicion, F~(x) = y, donde y es el minimo valor tal que F(y) = z.
Pero entonces,

F(F~ (7)) = F(y) =z,
F(y) # x,

donde 3 < y. Luego, si G verifica (3.4.1)) y (3.4.2)) entonces G(x) = y. O

Desarrollaremos un ejemplo para mostrar el uso de la inversion y del Teorema [3.4.B] La
funcion E(z) = x — [/x]?, llamada exceso sobre los cuadrados perfectos, es unaria primitiva

pues
E = RtSq — SqRt.

EJEMPLO 3.4.C. Propondremos una formula para la inversa de E, aunque sea un tanto

3
compleja. St z = {%J , entonces

E(z)=2"-22+a2+1.

En efecto, sean y = 2> — 2z +x + 1, ¥y <y. Debemos probar que
1) E(y) = = para toda x impar,

2) E(y) = x para toda x par,
3) E(y') < z para toda x impar,
4) E(v') < = para toda x par.
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Solo mostraremos la prueba de (1). Las restantes se deducen de manera andloga.

3 3
St x es impar, entonces z = {x; J = x—;— . Luego,
r+ 3)? 2?2+ 62 +1
4 4
Este valor estd entre dos cuadrados perfectos consecutivos,
r+1 2_352+2x+1< <x2+6x+9_ z+3\°
2 ) T 4 Y 2 )¢
r+1

Por lo tanto, |\/y]| =

5 y finalmente

24+6x+1 224+22+1

E(y) =y— [Vyl’= . - ; — .

DEFINICION 3.4.D. Las funciones unarias generales son el resultado de agregar a las funcio-
nes unarias primitivas el esquema de inversion definido en[3.4. Al Denotaremos al conjunto
de las funciones unarias generales como FUG.

Claramente, cualquier funcién unaria primitiva es una funcién unaria general. Es decir,
sean F, G € FUG; si H € FUG entonces solo se puede satisfacer una de las seis condiciones
siguientes para H.

H € FUP, H = (F+G),
H=(F-QG), H = (FG),
H = (F°), H=(F).

Lo que desarrollaremos en esta seccion es que las FUGs pueden representar a las FRGs,
o mas especificamente, que las funciones unarias generales totales pueden representar a
las funciones recursivas generales totales. Esto tiene una notable relevancia, pues estamos
otorgando un modelo computacional con el mismo poder de expresiéon que las maquinas de
Turingﬂ Para llevar a cabo nuestro objetivo, debemos extender el algoritmo 3 propuesto en
la seccion [3.3
En primer lugar, FRGOFUG pues existen ® v P apropiados. ® sera una identidad, y B
seré

T : FUG — FRG

T (F+C) =0, B EPC

P (F — G) = ¢[Mon, P F,P G

T (FG) = o[ F. P C]

P (FD) = pl¢, o[ F, 3]

P (F) = po[Dist, oI F.n3), 73]

L F=if FF € FUP then B < FUP > F

3Cabe aclarar que, aunque sélo probemos el resultado para funciones totales, esto no reduce el poder
expresivo de las FUGs. Aunque esta verificacion no sea trivial, no la expondremos.
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La penitltima linea del algoritmo muestra que la inversiéon es un caso particular de la mi-
nimizacion. Y la tltima linea revela que las FUGs contienen a las FUPs. La nomenclatura
P < FUP > indica que debemos usar P : FUP — FRP (ya definido cuando probamos
FRPSFUP).

Notemos que no hemos introducido el elemento L. De hecho, si F' es total pero F~(z) = L
para algin z, entonces (8 F~)(z) = L también. Pero no aseguramos nada respecto a la
suma, resta, composicion, iteracion e inversion de funciones parciales.

Pasemos a la demostracion de FRGCFUG. Vamos a utilizar un tratamiento similar al
de J. Robinson|Rob50]. Dado que las FRGs cuentan con funciones de méas de un argumento,
debemos reducir los argumentos a s6lo uno, empleando las estrategias de parificacion que
aparecen en la seccion Por eso reutilizaremos los algoritmos B, Po, Ps, Ps v Ps con
la salvedad que en cada uno de ellos deberemos agregar la linea (donde 1 < j < 5)

| B e = u(B; @) |

para hacer las conversiones correspondientes por cada minimizaciéon. Para referirnos a la
funcion P : FRP — FUP emplearemos la nomenclatura 8 < FRP >. Entonces,

D:N" > N

D()=0

D (z)==2

D (z1,29,...,0,) =if 1 = L Vy= 1 then L else J(x1,y)
where y =© (za,...,2,)

T : FRG — FUG

513 ¢[(107w17w27"'7wn] = (‘B 80)(9, (m wlvm w?a"'am wn))
q3 <w1,w2,...wn> :33, (‘B wl,‘B (,dg,...,sp wn)

P pslV] = (P V)° ___

B p =if o € FRP then P < FRP > ¢

donde @' ya fue definido en la seccion [3.3] Para completar 9B, basta con representar adecua-
damente al minimizador con una inversion. En primer lugar, debemos reducir la cantidad de
argumentos del minimizador a sélo los necesarios.

El esquema general de minimizaciéon es

M F(xy,x9,...,0,) = Irlel/él{@(xl,lfg, e Ty Y) = 0},
y

que se denota con up. Utilizando una estrategia de parificacion podemos eliminar los paré-
metros s, ..., T,, v llevar el esquema .# a

M. F(r)= Iynel/él{G(JZ,y) =0},

que se denota con jiG. Para el caso n = 1, la conversion es trivial. Y, en el caso n = 0, la
funcién F' resultara una constante. Estos casos se pueden realizar de manera analoga a la
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planteada cuando definimos 3;.
Si hacemos = = D (xy, zo, ..., T,,) entonces

G(‘T7y> = §0($1,I2, cee anay)v

F(ﬂf) = F(Z’l,l'z,...,l'n),

siempre que G resulte adecuada. El siguiente algoritmo retorna la funciéon G para un ¢ dado
(donde 1 <i < n).

B¢ : FRG — FRG

BE m = o[, w)

7 it =

PBE dlo, wi,ws, ..., wn] = o, BE w1, BE wy, ..., B w,]

P o = a otherwise

Luego, el algoritmo

Ps : FRG — FRG

PBe oo, wi,ws, ..., wn] = O[Bs ©, Pe w1, Be w2, - - -, Po wh
Be ps[V] = ps[Pes V]

Pe pp = ﬂ(‘BG B 90>

Ps o = a otherwise

convierte todos los esquemas .# a .4 .

Nuestro siguiente paso es llevar el esquema .# a una inversion

M F(x)= I?E1§1{H(z) =z},
que se denota con jiH. Verificaremos que, si se propone H(z) = D(G(K(z),L(2))).S(K(2)),
entonces

F(z) = L(F(z+1)), (3.4.3)
siempre que F y G no sean parciales. )

Supongamos que existe una y € N minima tal que G(z,y) = 0 (y F(z) = y). Luego,
D(G(K(z),L(z))) = 1 cuando z = J(x,y) (dado que a una y minima le corresponde una
z = J(z,y) minima para un valor de z fijo, por las propiedades de monotonia de J). Para tal
2, H(z) =2+ 1y F(z 4+ 1) = z, verificandose (3.4.3).
El algoritmo

L, : FRG — FRG

PBr dlo, wi,wa, ... wn] = O[Br 0, Pr w1, Br wa, ..., Pr wy)
PBr ps[V] = ps [‘43; 4

PBr pG = ¢“—a ¢[:&H[¢[D7 ¢[G’ K, LH? ¢[Ov KH? UH

PBr a = a otherwise

convierte todos los esquemas .# a .#. Y, dado que .# es simplemente una inversion, se
deduce

| P aH = (P H) |
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En resumen, el algoritmo

P o Pr o P 0 P 0 Pa o Pz o P o Py : FRG — FUG

transforma funciones recursivas generales (totales) en funciones unarias generales, verificando

(B B7 Bs Bs Pa Bs P P1 0)(D (21, 72, @) = p(T1, T2, .., @)
Por lo tanto, obtenemos el siguiente resultado.

TEOREMA 3.4.E. Las funciones unarias generales tienen el mismo poder expresivo que las
funciones recursivas generales.

COROLARIO 3.4.F. Cualquier funcion recursiva general puede representarse con una funcion
unaria general, en donde la inversion ocurre sélo una vez en su formula.

Demostracion. En virtud del teorema de Kleene[Kle36a| (conocido como Normal form theo-
rem), cualquier FRG puede normalizarse a la forma ¢[a, py] (donde «, v € FRP). Si conver-
timos esta forma en una FUG, obtendremos la forma F'G~ (donde F,G € FUP). O

3.5. Notas sobre las funciones unarias generales

Es posible eliminar algunos constructores de FUG sin perder poder de expresion. Supon-
gamos, en esta seccion, que las funciones iniciales distintor y raiz cuadrada,

D(z) =1-= xz, Rt(z)=[Vz],

y los esquemas de suma, resta, composicion, e inversiéon conforman a FUG (en otras pala-
bras, supongamos que no contamos con Sq ni la iteracion). A modo de ejemplo, veremos
que las funciones que aparecen en la seccidon también pertenecen a FUG. Ciertamente

FUPCFUG, pues se puede proponer FUPCFRPCFRGCFUG, donde la contencion de la
derecha se prueba en la seccion 3 de [Rob50], y las contenciones restantes son triviales.

EJEMPLO 3.5.A. Antes de comenzar, seria necesario probar que Sq € FUG. Se puede ver
facilmente, usando el Teorema|[3.4.B, que Sq es la inversa de Rt (i.e. Sq=Rt™). Si F(z) =
|Vz] y G(z) = 2* entonces F(G(x)) =z y F(y') < x para toda y' < G(x).

Explorando las formulas que se proponen en la seccion[3.3, podemos observar que todas ellas
se pueden escribir como FUGs, a excepcion de Hf que usa dos iteraciones.

Recordemos que E = RtSq — SqRt y

E(z)=2"—22+a2+1,

3
donde z = {%J (véase el ejemplo|(3.4.C). Si formamos la ecuacion cuadrdtica

=22+ (x+1—-E(2)) =0,
encontraremos la raiz positiva z =1+ \/E~(x) — z. Por lo tanto,
V‘ +4

5 J =1+ VE(z+1)— (z+1),

HE () = V—l—él

5 J —2=\/E-(z+1)— (z+1) —1=P(Rt(E"(S(x)) — S(x))).

Luego,
Hf = P Rt(E~ — X)S.
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Analicemos, ahora, la causa de la eleccion de los constructores que forman las FUGs.
Ya hemos probado que el distintor era necesario, y esto sigue siendo vélido pues se puede
extender el Teorema con el razonamiento "Si F'(0) = 0 entonces F~(0) = 0" que es
trivial. Pero, no obstante, se puede sustituir D por U usando la f(’)rmulaﬁ

D=U—E(Sq+U).

El hecho de que se puede sustituir D por cualquier funcion F' que verifique F'(0) # 0 ya fue
tratado anteriormente, en la seccion [3.1]

No solamente es posible cambiar las funciones iniciales, sind también los constructores.
Es suficiente contar con {U, L}, la suma, la composicion y la inversion para obtener cualquier
FUG: en primer lugar S=LL™ + U, K= L(LL™ +SL 4+ SL) y P = K(KS)~. Entonces, segtin
p. 711 [Rob50],

F—G=K(U+SF+SF+K (F+@)),
D=U-(LL- —P),
Sq= (K" +K7) = (LL™ + LL™ +LL7),
Rt=L(Sq L+K) .

4La funcion E(2z? + 1) retorna cero cuando z = 0 (que se puede verificar trivialmente), y uno cuando
x > 0. Para probar este tltimo caso, 22 + 1 es un valor acotado entre dos cuadrados perfectos (i.e. 2%y
(r+1)?). Luego, |[V22 +1| =2y E@?+1) =22 +1—-22=1.
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Capitulo 4

Reducciones sobre las funciones unarias
primitivas

4.1. Introducciéon

En el capitulo anterior vimos que es posible representar cualquier funciéon recursiva primi-
tiva con tan solo las funciones iniciales D, Sq y Rt, y los esquemas de suma, resta, composicion
e iteracion. Lo que vamos a desarrollar a continuacién es la posibilidad de sustituir los es-
quemas de suma y resta por el de distancia, y utilizar solamente la funcion inicial S. Para
alcanzar este objetivo nos basaremos en los articulos |Gla71, [Sev06| (una descripcion mas
profunda acerca de estos articulos se encuentra en la seccién .

La tinica funcién inicial con la que contamos es
S(z) =z + 1.
Ademas, dadas dos funciones F' y G se definen los esquemas:

* Distancia de F'y G. Es una funcién que devuelve Dist(F(z), G(z)). La notamos como
| — G| y le corresponde la misma precedencia que la suma en las FUPs.

* Composicion de F'y G. Es una funcion que devuelve F'(G(z)). La notamos como (FG)
y mantiene la misma precedencia que en las FUPs.

* Iteracion de F. Es una funcion que devuelve F2(x) (definida en (3.1.1))). La notamos
como (FY) y mantiene la misma precedencia que en las FUPs.

Nuestra meta es demostrar que, con este nuevo formalismo, se puede calcular el distintor,
el cuadrado y la raiz cuadrada, y se pueden sumar o restar dos funciones. Uno de estos
objetivos ya es trivial. De hecho, siempre que se verifique F(z) > G(x), tenemos

Es decir,

F—-G=|F -G

En lo posible, vamos a intentar usar la resta en lugar de la distancia.
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Ahora escribiremos las formulas de un grupo de funciones ya conocidas. Algunas de ellas
ya fueron probadas, y otras se pueden deducir trivialmente.

/=S-S5,
U=5Z,

X=S-U,
Dbl = (SS)",
P=X-U",
D=U-U"Y

También utilizaremos la potencia de un namero (i.e. Pot(z) = 2%). Si F(x) = 22+ 1 entonces,
con una sencilla inducciéon, F5(z) = 2 — 1. De manera que

Pot = S(S Dbl)".

Ahora es posible efectuar F' 4+ G. En primer lugar, sean x e y ntimeros naturales tales que

x >y, entonces
xr

2
\2’3—2y|:2x—29225‘_125
Anéalogamente, si z < y, entonces
o — gy =y _gr > 1 = 2
- 2
De estas dos inecuaciones resulta

Qméx(m,y)

2 Y

127 — 29| > (4.1.1)

siempre que x # y. Consideremos 9(z,y) = |22*+1 — 22+2| En virtud de (4.1.1)),
2méx(2r+1,2y+2)

5 > 92méx(zy) > 2méx(z,y) >z +y.

Iz, y) >

Luego z +y =J(z,y) — (V(z,y) —2) —y) ¥
F(ZL‘) + G(ZE) _ |22F(;1c)+1 . 22(G(;v)+1)| . ((|22F(:v)+1 o 22(G(ac)+1)| . F(ZL‘)) - G(ZL‘))

En notaciéon formal,

9(F,G) = |Pot S Dbl F — Pot Dbl S G,
F+G=9(F.G) — (W(F,G)—F)-G)

4.2. La funcién Q

Q es la funcion caracteristica de los cuadrados perfectos. Su definicién es

1 si z es un cuadrado perfecto,
Q(z) =

0 sino.
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A la funcién Q, le dedicaremos una seccion entera. Con esta funcion sera sencillo hallar Rt
y Sq (que son las que nos quedan pendientes). Para llegar a representar Q formalmente,
deberemos definir otras funciones que se muestran a continuacion.

Funcion 1. Comenzaremos definiendo al distintor genérico que nos permite distinguir algtn
niamero n > 1 en particular (para n = 0 disponemos de D),

0 sino.
En efecto,
D, =D(D +P),
D,.1 = D,P.
Observemos que, para el caso base,
D:1(0) = D(D(0) + P(0)) = D(1) = 0,
D1(1) = D(D(1) + P(1)) = D(0) = 1,
P

Di(z+2)=D(D(z+2)+P(x+2)=D(x+1)=0,

y que, para el caso inductivo, D,,41(0) = D,,(0) =0y Dys1(z + 1) = D, (2).
Otra formula que también satisface la definicion es D,, = D|X — n|, pero recordemos que
ibamos a intentar evitar el uso de la distancia.

Funcién 2. Sea n > 2 un valor constante. Otra funciéon interesante que emplearemos es
Mul,(z) = nz. Simplemente la definimos de manera anéloga a Dbl (usamos el exponente
para indicar que S se compone varias veces, por ejemplo S* = SSS),

= (S")".

Notemos que si F(z) = x + n, se deduce F(z) = na. Para 2 = 0, FU se anula, y para el
caso inductivo tenemos que F2(z + 1) = F(F(z)) = F(nz) = nx +n = n(z + 1).

Funcion 3. Ahora vamos a representar la funcion

I siz<n-—1
Circlen(q:):{x+ six <n )

0 si no.
Es facil darse cuenta de que Circle,(z) genera la secuencia 1,2,...,n — 1,0,0,... asi que se
puede proponer Circle, (z) = D(z) + 2Dy (x) + 3Ds(z) + ...+ (n — 1)D,,_a(x). Por lo tanto,
Circle; = D,

Circle, 1, = Circle, + Mul,,D,,_1.

Funcién 4. La funcién que nos permite calcular el resto de la division por n es Mod,, (i.e.
Mod,, () =  mod n), y la podemos calcular iterando Circle,,. Esta técnica se ha utilizado en
la demostracion de Hf en el Teorema [3.2. Al

Mod,,(0) = 0,
Mod,,(z + 1) = Circle,(Mod,,(x)),
Mod,, = Circle".
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En particular, Alt = Mods.

Funcién 5. Sea F'(z) =  + |z/n]. Notemos que satisface la recurrencia

. r+1| Jo+|z/n]+2 si(z+[z/n]+2)mod (n+1)=0,
Flz+1)= +1+{ - J—{xﬂx/nﬁl o

El caso inductivo se puede escribir como
F(x+1) = F(x)+ 14 D(Mod, 1 (F(z) + 2)).
Ademas F(0) = 0, de manera que es posible calcularlo con una iteracion,
F = (S+ D Mod,; SS)“. (4.2.1)

Sea Div,(z) = | 2]. Con F resulta sencillo, pues Div,(z) = F'(z) —z. En virtud de la ecuacion

(4.2.1) obtenemos
Div,, = (S + D Mod,,.; SS)® — X.

En particular, Hf = Divs.

Funcién 6. Esta vez vamos a construir un operador, muy tutil para hacer funciones con
guardas. Este operador toma dos funciones F' y G, y genera la funcion

G(z) si F(zx)=0,

0 sl no.

(F = G)(x) = {
* Sea A(z) = 27 F1+AE) _ 9241 Cyando x es par, A(z) = 2*+! — 2771 = 0. Y cuando z
es impar, A(z) = 2772 — 2771 = 25F1(2 — 1) = 22F1, Es decir,

A = Pot(S + Alt) — Pot S.

*x Sea B(r) = |A(z) — (x4 2%)|. Cuando z es par, B(z) = (£ 42%) —0 = 2"+z. Y cuando
x es impar, B(z) = 27 — (z + 2%) = 2% — 2. Es decir,

B =|A — (X+ Pot)|.

* Sea C(z) = (B(z) 4+ x) — 2*. Cuando x es par, C(z) = 2"+ x+x — 2% = 22. Y cuando
x es impar, C(z) = 2* — x +  — 2% = 0. Es decir,

C = (B + X) — Pot.
Ahora, observemos el comportamiento de C'(2G(z) + D(D(F(x)))). Si F(x) =0,
C(2G(x) + D(D(F(x)))) = C(2G(x)) = 4G(x).
Si, en cambio, F'(z) > 0,

C(2G(z) + D(D(F(2)))) = C(2G(x) + 1) = 0.
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LuegdT]

(F — Gya) = 26+ D)

(F' — G) = Hf Hf((|(Pot(S + Alt) — Pot S) — (X + Pot)| 4+ X) — Pot)(DblG + DDF).

Funcion 7. Tal vez esta sea la funcion maés dificil de analizar. La detallaremos a continuacién.

4

2 sixz =0,

|3x/2|  six #0, es par y multiplo de 5,

W(z) =< |22/5] six #0, es impar y miltiplo de 5,
|22/3| iz # 0, es multiplo de 3 pero no de 5,

| [152/2] siz # 0, no es miltiplo de 3 ni de 5.

Aunque la funcion original fue ideada por Gladstone (p. 664 [Gla71]), nosotros vamos a usar
la variante dada por Georgieva (p. 129 [Geo76b]). Asumamos que la entrada es z = 243°5¢ (de
hecho, la entrada es una terna (a, b, ¢) codificada, con a,b,c € N). La evaluacion y = W(z)
estd sometida a las siguientes reglas.

a) Sia >0y c>0 entonces y = 20-130+15¢,
(a) y y

(b) Sia =0y c> 0 entonces y = 20713571,
(¢c) Sib>0yc=0 entonces y = 2913~ 15¢,
(d) Sib=07y c=0 entonces y = 20~ 13b+15¢+1,

Y, siiteramos W, obtenemos la sucesion 0, 213°5°, 203151 213150 223050 213151 203251 213250
223159 233959 que, en general, tiene el comportamiento que se muestra a continuacion.

Iteracion | Salida | Regla aplicada
0 0 def. [
1 213959 x=0
2 203151 (d)
3 213159 (b)
4 223050 (c)

Para valores mayores, el patron formado es

o
3
=

1Si, en vez de Dist debiéramos usar Mon, se simplifica la formula para C, pues C(x) = 2z
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[teracion Salida | Regla aplicada Comentario

n? 27305V (c) 1. Cuadrado perfecto

211 |27 13E o)

W2 | 273 (@)
n’*+n—1 | 213715 (a)

n®+n 203751 (a) 2. Ntmero triangular por 2
n*+n+1 | 2375 (b)
n?+n+2 [ 2237150 (c)

n?+2n 273150 (c)
n?+2n+1 | 2713059 (c) 3. Proximo cuadrado (i.e. n+ 1)
W on 12| 27315 ()

Entre (1) y (2), las potencias de 2 disminuyen (se decrementa a) y las de 3 aumentan (se
incrementa b). Entre (2) y (3) el proceso se invierte. Notemos que la potencia de 5 acttia de
flag: nos indica si estamos en la primer fase del proceso (entre (1) y (2) esc = 1), 0 en la
segunda (entre (2) y (3) es ¢ = 0). De la tabla anterior podemos inferir las propiedades

* para todo n > 0, WE(n?) = 27,
x para todo > 0 que no sea cuadrado perfecto, W=(z) mod 3 = 0,

que seran ttiles para generar Q.

Pasemos a su implementacion. Para cada guarda, podemos realizar una funcién en particular,
en donde la condicién de cada guarda se evaltia a cero s6lo cuando todos los sumandos que
la componen se anulan. En particular, en la segunda guarda, la condiciéon es par y multiplo
de 5 se puede sustituir por es maultiplo de 10.

Wi (z) = Dbl(D(z)),

Wy (z) = (D(z) + Modyo(z) — Hf(Muls(z))),

W;3(x) = (D(x) + D(Alt(z)) + Mods(z) — Divs(Dbl(x))),

W, (z) = (D(z) + Mods(x) + D(Mods(z)) — Divs(Dbl(x))),
Ws(z) = (D(z) + D(Mods(z)) + D(Mods(x)) — Hf(Muli5(x))).

Como las condiciones son mutuamente excluyentes, entonces
W(z) = Wi(z) + Wa(x) + W3(z) + Wy(x) + Ws(z).
O, mas formalmente,

W = Dbl D + (D + Mod;o — Hf Muly)
+ (D + D Alt + Mod; — Divs Dbl)
+ (D + Mods + D Mods — Div; Dbl)
+ (D + D Mod; + D Mods; — Hf Mulys).

Funcion 8. Con la funcion W deberia ser claro como generar Q. Para cualquier z > 0,
WE(z) es maltiplo de 3 si y s6lo si o no es cuadrado perfecto. Asi, D(D(Mods(W"(x)))) es la
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funcion caracteristica de los cuadrados perfectos. Solamente falta agregar el caso x = 0 (que
también es cuadrado perfecto),

Q(z) = D(D(Mods(W"(z)))) + D(x),
Q = DD Mods; W" +D.

4.3. Funciones Rt y Sq

Antes de obtener las funciones cuadrado y raiz cuadrada, vamos a definir una funcién
T(z) = x + 2[\/x]. Observemos que esta funcion verifica la recurrencia

T+l =z+14+2[Ve+1] =z+2[Vz] +1+2Qx+1) =T(z) + 1 +2Q(z + 1),

en donde se aplica la propiedad (1.5.1): vz + 1] = [/z] + Q(z +1).
Ahora, si x + 1 es un cuadrado perfecto, existe un y € N tal que (y + 1)? = 2 + 1. Entonces
x = y? + 2y y, en consecuencia,

T(z)=(v" +2y) + 2|V (@2 +2y)| = v* + 2y + 2y = y* + 4y.

Luego T(z)+4 = y?> +4y +4 = (y+2)? es también un cuadrado perfecto. Y reciprocamente,
si T(z) + 4 es un cuadrado perfecto, también lo es  + 1. Por lo tanto,

Q(z +1) = Q(T(z) +4),
Tx+1)=T(x)+1+2Q(T(x) +4).
Como T(0) = 0, podemos escribir T mediante una iteracion,
T = (S+ Dbl Q SSSS)-.

Sea, ahora, F(z) = T(z) + 1 = x + 2|\/x] + 1. Vamos a probar por inducciéon que,
efectivamente, FP(x) = 22,

Si x = 0, entonces FP(0) = 0 = 02

Supongamos que se verifica F9(x) = 22. Para 2 + 1 resulta

Fz+1)=F(FO2) = F*) =2 + 2|V |+ 1 =2 + 204+ 1 = (z + 1),

Sq=(ST)"

Finalmente, notemos que T(z)—z = 2[+/z]. Dividiendo por 2 ambos miembros obtenemos
la funcién faltante,

Rt = Hf(T — X)

4.4. QOtras bases

Para referirnos a los formalismos de una manera compacta, los simbolizaremos con un
conjunto. Los elementos de este conjunto serédn los constructores con los que parte el for-
malismo. En particular, FUP = {D,Sq,Rt, F + G, F — G, FG,F"}. Y el formalismo que
desarrollamos en este capitulo es {S, |F — G|, FG, FF}. A estos conjuntos se los suele llamar
bases. En todos los casos, F' y G no denotaran ninguna funcién en particular. Sélo sirven
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para mostrar los constructores de manera adecuada.

Base 1. En el capitulo anterior vimos que la base {S,Rt, F + G, F — G, FG, F7} bastaba
para generar todas las funciones unarias primitivas. Lo mismo ocurre con la base {S, Sq, F'+
G,F — G,FG, FY} como lo veremos a continuacion.

Las funciones Z, U, X, Dbl, D y P son obtenibles segtn la seccion [4.1] Y las funciones D,
Mul,,, Circle,, Mod,, y Div,, (entre ellas, Hf) también son obtenibles segun la seccion .
Solamente nos falta demostrar que Rt se puede generar.

Resulta posible anotar el producto entre dos funciones, como lo vimos en el Teorema [3.2.B|,

II = Hf(Sq(F + G) — SqF — SqG).
Y el operador para construir guardas resulta trivial,
(F — G)=1I(DF,G).

Luego, las funciones W, Q, T y Rt también son obtenibles.
Incluso, es posible eliminar la suma F' + G de los constructores, pero no lo desarrollaremos
aqui. Se debe usar la sucesion B,, definida en (4.5.1]) (véase lema 6.2 de [Sev06]).

Base 2. Vamos a exponer el formalismo original de Raphael Robinson (Teorema 3 de
[Rob47]), en donde la base {S,E,F + G, FG, FY} alcanza para generar todas las funcio-
nes unarias primitivas. Nuevamente, solo necesitamos generar D, Sq, Rt y F'— G. Para hallar
el distintor, ni siquiera es necesaria la suma. En primer lugar, X = S5, Dbl = (SS)¥, Z = XV
y U= SZ. Vamos a probar que

D(x) = E(S(S(Dbl(U(2)))))

es cierta. Para # = 0, UY(z) = 0 y D(z) = E(2) = 1. Y paraz > 0, US(x) = 1y
D(z) = E(4) = 0. Por lo tanto, D =E S S Dbl U,

La funcion caracteristica de los cuadrados perfectos es D(E(z)) pues E se anula cuando z
es un cuadrado perfecto. Asi que Q = DE. Segun la seccién las funciones T y Sq son
obtenibles. Ahora, es factible escribir la resta

F(z) — G(x) = E(S((F(z) + G(x))* + 3F (z) + G(z))).

Consideremos y = F(x) y 2 = G(z). Si y > z, la cuenta (y + 2)? + 3y + z + 1 da un valor
que esta, ciertamente, entre dos cuadrados perfectos (i.e. (y+z+1)*y (y + 2z +2)?),

(Y+ 22 +2y+2:+1< (y+2)2+3y+2+1<(y+2)° +4y +4z+ 4.

Luego [\/(y +2)2+ 3y + 2+ 1] =y + 2 + 1, resultando
E(y+2)°+3y+z2+1)=(y+2°+3y+z2+1)—(y+2°+2y+22+1)=y—=

Entonces, ' — G = E S(Sq(F' + G) + F + Dbl F + G). Y de aqui podemos generar la raiz
cuadrada, Rt = Hf(T — X), a partir de la prueba de Hf dada en el Teorema m (la cual, a
su vez, requiere del predecesor P = X — UD).

En [Sev06] se halla una simplificacion, pues se demuestra que con la base {S, E, F+X, F'G, FD}
es suficiente (nétese que la suma ahora es un operador unario que toma por argumento a F’
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solamente, dejando como tnico operador binario a la composicion).

Base 3. En este capitulo vimos que {S,|F — G|, FG, F"} permite representar cualquier
funcién unaria primitiva. Sin embargo, seria interesante eliminar la distancia, sustituyéndola
por algin operador unario. Julia Robinson|[Rob50] desarroll6 algunas investigaciones con
respecto a esta posibilidad. Sean J, K y L funciones de parificacién arbitrarias. Definimos
el operador estrella como

F(z) = J(L(z), F(K(x))).
El proceso para calcular la distancia entre dos funciones F'y GG dadas se basa en la siguiente
estrategia de parificacion:

F*=J(L,FK)

T, Jw,0) ZEE g, B(a)

G*=J(L,GK) |K—L|
_— e

J(F(z),G(2)) |F(z) = G(z)]

Por lo tanto,
|FF— G| =|K - LIG'F*J(X, X).

Luego, {S, J(X, X),|K —L|, F*, FG, FP} consta de un solo operador binario: la composicion.
Deberia ser claro que cualquier operador binario @ que se desee adjuntar al formalismo, lo
puede sustituir una funcion inicial K @ L. Esta es una técnica para reducir todas las opera-
ciones binarias a funciones inciales.

Base 4. Una reduccién ulterior es minimizar la cantidad de funciones iniciales de una base
a s6lo dos, una de ellas K. El truco aqui es que con K y la funcion

M= J(L,J(Fo, J(F1, J(F,...))))

podemos obtener las funciones originales Fy, Fi, F3, etc. Es decir,

L(z) = K(J(L(z),...)) = K(M(z)),

Fo(x) = K(L(J(L(x), J(Fo(x), .. .)))) = K(L(M(x))),

Fi(x) = K(L(L(J (L(x), J (Fo(x), J(Fi(), .. ) = K(L(L(M(x)))),

Fy(x) = K(LIL(L(J(L(z), J(Fo(x), J(F(2), J(Fa(2), - )))))))) = K(L(L(L(M(2))))),

Nosotros recurriremos a una técnica similar. Partamos de la base 3 y parifiquemos las fun-
ciones iniciales usando

M = J(S,J(J(X, X),|K — L|)).

Luego,
L=KK'=K J(L,KK),
S=KM,
J(X,X)=KLM,
|K — L| = LLM.

Y la base {K, M, F’*, FG, FP} también es factible.
Base 5. A pesar de ser sencilla la base 4, la funcién M resulta algo complicada de calcular.

Podemos beneficiarnos de las propiedades de algiin grupo de funciones de parificacion parti-
cular para simplificar las funciones iniciales. Recordemos que en la seccién investigamos,
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muy resumidamente, que la base {S,K,J(F,G), FG, F"} era suficiente para representar a
las FUPs. Aqui, propondremos {S, K, F', FG, FF} como base, probando que J(F,G) puede
deducirse. El operador

Fi(z) = J(L(2), F(x))

es mas simple que el operador estrella, y éste tiltimo puede obtenerse del anterior,
F* = J(L, FK) = (FK)'.

Exploremos, ahora, la siguiente estrategia:

J(L(z), )

(FK)T

PRASICAN I, x) L9 ), F(2))

Lt=J(LL) (GK)T
—_— —

J(F(z),G(x))

Resulta entonces,
J(F,G) = (GK)T(FK)TLXT,

donde X = SP y L = KST.

Notas. Los operadores F* y F' tienen la misma precedencia que la iteraciéon. También
hay que remarcar que Julia Robinson, en su trabajo, utilizo un operador estrella ligeramente
distinto: F* = J(FK,L). Ella, ademas, redujo el operador estrella a ciertas funciones iniciales,
composicion e iteracion.

4.5. Breve resena historica

En algunos resultados aparece la siguiente iteraciéon més genérica (donde la notacion
FH@ se debe a Szalkai[Sza85)),

N
FO@ () — 9 six =0,
(=) {F(FD(“)(x ~1) siz>0.

En particular, FY = FHUO). No obstante, podemos calcular esta iteracion si somos capaces

Flzx—1)+1 siz>0.
Luego, resulta F2@ () = GP(z + 1) — 1.

Péter[Pét34, [Pét35] introdujo, por primera vez, métodos para la eliminacion de parame-
tros y reduccion a un esquema similar al de la iteracion utilizando propiedades de los niimeros
primos. Inspirados en ellos, el prestigioso mateméatico R. Robinson|[Rob47| tabulé distintos
esquemas de recursion (entre ellos el de la iteracion) y formulé métodos de reduccion. El de-
mostro, entre otros resultados, que {S,E, F' + G, FG, FP} y {S,Q,|F — G|, FG, F"} tienen
el mismo poder de expresion que las FRPs.

Posteriormente, su esposa J. Robinson|[Rob50)] formulé métodos de reduccion para las
funciones recursivas generales, inspirada en dos articulos escritos por Kleene[Kle36al, Kle36h).

Ella prob6 que {S,E, F+G, FG,F~},{S,K,F+G,FG,F~} y {S,L, F+G, FG, F~}f|tienen

2Una posibilidad es que G = II(a 4 1,D) 4+ II(SFP,DD) y FP(® = pGHS.
3Nosotros hemos introducido, brevemente, una base muy similar (intercambiando U por S, aprovechando
que S=LL™ 4+ U) en la secci(’)n
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el mismo poder de expresion que las FRGs. También prob6 que se puede eliminar la suma
si se cambian las funciones iniciales por otras, una de ellas un tanto complicada,

M = J(L, JJ(K + KL, X), J(J(LK, KL), J(X, U)))).

La base {K, M, FG, F~} también tiene el mismo poder de expresion que las FRGs. Para
cerrar el tema, ella probo, a su vez, que no es posible obtener todas las FRGs con sé6lo una
funcioén inicial, la composicion y la inversion.

Luego, R. Robinson|[Rob55b] publicé un articulo donde prueba que {S,K, F+G, FG, FU}
{S,L,F + G,FG,F"}, {S,K,J(F,G),FG,F°} y {S,L,J(F,G), FG, F°} tienen el mismo
poder de expresion que las FRPs. En ese mismo afno, J. Robinson|Rob55a] publico6 una
prueba de que {K, M, FG, F D} tiene el mismo poder expresivo que las FRPs, donde

M = J(L, JJ(K + KL, X), JJ(LK, KL), J(J(X, U), J(DDII(KL, K), L))))).

Para finalizar, J. Robinson prob¢ (al igual que con las FRGs) que no es posible obtener todas
las FRPs con s6lo una funcion inicial, la composicion y la iteracion mas genérica F9(®) (este
hecho fue posteriormente simplificado por Szalkai[Sza85|, donde descubre ciertas propiedades
algebraicas de bases que contengan {F'G, FH@}).

Pocos avances se realizaron luego: Gladstone[Gla67| simplifico mas uno de los esquemas
de recursion, pero la contribucion mas importante fue su articulo [Gla71] donde, entre otras
cosas, demuestra que {S,|F — G|, FG, FFY@} es suficiente para representar a las FRPs.
Y N. Georgieva|Geo76a] demuestra que {S, F* G, FG, FY@} también es suficiente. Ella
construye una sucesion creciente de funciones fi(z) (llamadas, por lo general, funciones de
Ackermann) tal que para dos funciones dadas F' y G se crean funciones f; y f; que las
mayoren (i.e. fip(x) > F(z) por ejemplo). Luego,

F(z)+ G(z) < fi(z) + filx) < 2fn(x),

donde m = max(k,!). Entonces, mediante un truco similar al visto cuando se defini6 9, es
posible definir la suma y la distancia (aqui Dbl = (SS)Y),

F+ G =Dblf, = (Dblf, 2 F)=* G),
IF-G|=(F=>G)+(G=* F),

y aplicar el formalismo de Gladstone. Un resumen de funciones generadas a partir del for-
malismo de Georgieva se puede ubicar en [Nau83| en el Lema 1.

Una mejora a estos esquemas se muestra en [Sev06|, pues se utiliza la iteracion mas simple.
Aqui se prueba que {S, |F — G|, FG,F"} y {S,F * G, FG, F"} son suficientes, entre otras
cosas. Para generar la suma, se usa una sucesion que mayora a la sucesion de Ackermann
(i.e. Bp(z+1) > fu(x)), y es de la forma

{BO =5, (4.5.1)

Ahora se puede formular F' + G = DblB,,S = ((DblB,,S=* F) = G).

Paralelamente al desarrollo de las reducciones, también se definieron varias clasificaciones
de las funciones recursivas primitivas. Generalmente, las FRPs se clasifican segin la cantidad
de veces que se anida el esquema de recursiéon primitiva. Son particularmente conocidas

58



las jerarquias &" y #" de Grzegorczyk|Grzh3| (donde, entre otros resultados, ha probado
que &"CE™ estrictamente, y que |J, oy E" = FRP), #" de Axt[Axt65, [Axt66], ¥™ de
Ritchie|Rit65] (quien, ademés, probé que F" = &), L™ de Georgieva|Geo76b| y 4" de
Naumovi¢[Nau83]. Para todas ellas se cumple la propiedad de Darbouz (conocida en andlisis
matematico) como se puede ver en los articulos presentados por Calude|Cal81l [Cal82] [CT83].

Un problema interesante es el que aparece en el Scottish Book|Mau81| como Problema
143 (cuyos autores son R. Robinson y S. Mazur). La idea es probar si se puede generar la
funcién delta de Kronecker a partir de ciertos operadores que generan funciones binarias.
Al final la respuesta es satisfactoria, pues tales operadores pueden generar cualquier funcion
recursiva primitiva binaria.
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Capitulo 5

Caracterizacion de las funciones
recursivas con funciones generadoras

5.1. Funciones generadoras para las funciones recursivas
primitivas

Sabemos bien que las funciones generadoras pueden caracterizar sucesiones de niimeros
naturales. Pero, por otra parte, una funciéon natural f define una sucesién

£Q0), F(1), f(2),.-.

asi que es una buena idea definir funciones generadoras que representen funciones naturales.

DEFINICION 5.1.A. Sea f : N — N una funcion natural total. Definimos las funciones
generadoras de f como las funciones generadoras de la sucesion a, = f(n) donde n € N.
Respectivamente,

* la funcion generadora tradicional de f es
S(z) = f(n)=",
n=0

* la funcién generadora exponencial de f es

6?(2) _ Z f(n)z”j

* la funcién generadora de Dirichlet de f es

op) = Y. A

n=0

En la definicién se resumen los tipos de funciones generadoras mas conocidos, aunque
sabemos que se pueden elegir otras bases K, (z) (i.e. funciones kernel) para las funciones ge-

oo
neradoras » | f(n)K,(z) siempre que la funcion generadora nula sea la tinica que representa
n=0
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a la funcion f(n) = 0.

En el capitulo 3 vimos que las funciones unarias primitivas pueden ser generadas a través
de la sucesiva aplicacion de ciertos constructores (como la suma y composicion) sobre ciertas
funciones iniciales (como el distintor y el cuadrado). El desafio que propondremos en este
capitulo es caracterizar las FUPs con funciones generadoras. Es decir, hallar & para las
funciones iniciales f, y Gpgq a partir de conocer & y S (aqui ® representa un constructor
binario).

En el resto del capitulo trabajaremos s6lo con funciones generadoras tradicionales, dada su
sencillez. Estas funciones generadoras presentan, sin embargo, algunas limitaciones. Cuando
S¢(z) diverge para toda z (exceptuando z = 0 donde converge trivialmente), esta funcion
no ofrece demasiadas posibilidades para investigarla usando métodos analiticos. Esto ocurre,
por lo general, cuando la funcion que se representa crece rapidamente (e.g. f(x) = x!).
Para conocer méas sobre funciones generadoras, se puede consultar [Knu80| y |[GKP97|. Un
estudio completo sobre las funciones generadoras lo hace [Wil90].

5.2. Ejemplos de funciones generadoras tradicionales

Una funcién generadora puede caracterizar una funcién a valores naturales por el simple
hecho de que existe una técnica para recuperar los valores de ésta tultima. Sea F': N — N,

F(0) = 6r(0),
0
F(l)=—
(1) = = (&r)0),
1 0?
F(2) = 5@(@?)(0)7
1 o
F(n)=—— 0
() = =2 (&1)(0)
Sera 1util definir el operador
L FxN—=F,
1o
Sr([n]] = a%(GF),
donde F representa el espacio de funciones generadoras que caracterizan funciones naturales.
El operador _[[ ]] estaré bien definido siempre que todas las derivadas que aparezcan tengan

sentido, y su acciéon sera efectuar un corrimiento en la funcion que se caracteriza. En otras
palabras &r[[n]](z) = &¢(2), donde G(z) = F(x + n) para todo = € N. En particular, se
verifica Sr[[n]](0) = &¢(0) = G(0) = F(n). El operador puede ser calculado recursivamente
con

Sr[[0]] = &p,
&rlln+ 1] = —— > (Srlnl).

Las funciones generadoras permiten también representar esquemas de sumas y restas muy
facilmente. En efecto, sean F'y G dos funciones naturales. Entonces

Sric(z) = Gr(2) + 6¢(2).
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Si, ademas F(x) > G(x) para toda z, entonces
GF_G(Z) = GF(Z) — 6@(2)

Esta es una de las razones por la cual hemos fomentado el uso de la resta, en vez de la resta
truncada o la distancia.

A continuacién mostraremos una tabla de funciones generadoras para algunas de las fun-
ciones unarias primitivas que hemos definido. Todas ellas se pueden deducir usando conceptos
elementales de anélisis matematico.

FUP | Funciéon generadora Forma cerrada
yA > 02" 0
n=0
U io: 12" !
1—-=2
n=0
z
X n
2" =
= 1
S 1)2"
2 e e
= 2z
Dbl 2nz" —_—
20 -
D D(n)z" 1
n=0
- 22+ 2
S 2.n
lox =
= 1
Pot 2" "
© ; © 1-22
P 2 1)2" —_—
2V =
Alt i(n mod 2)z" Lo
— 1—2 1-—22
= n 1] 221 1
Hf — 2" =
;L2Jz 2[(1—2)2+1—22}

Ahora estudiemos la funcion Q (i.e. la funcion caracteristica de los cuadrados perfectos).
La funcién generadora de Dirichlet para QS tiene una forma cerrada, a saber

[e.9]

> 1 1 1 1 1 =1
Sgs(z) = ntl) _1 Frog T (ng)zzzgzzqzz),

n=0 (n - 1)Z - 1z & n=1 n=1 n
. . > 1 .
donde ( es la funcion zeta de Riemann, ((z) = >  —. Lamentablemente, la funcion gene-
n=1 n®

radora tradicional de Q (o QS que es una variante) no posee forma cerrada en términos de
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funciones trascendentes elementales (de la misma manera que la integral [ e dx no tiene
primitivaED,
[e.o] o0
2
Goz) =) Q)" =1+z+2" +2"+... =) 2"
n=0 n=0

Este problema se propaga a otras funciones que se puedan escribir en términos de Q. Por
ejemplo, podemos aprovechar una propiedadﬂ de las funciones generadoras para obtener Gg;,

Gre(2) = ni;o [; Q(t) — 1] o= 2 l; Q(t)] . gzn = %

pues Rt(z) = Q(0) + Q(1) + ... + Q(z) — 1.

5.3. Composiciéon usando funciones generadoras tradicio-
nales
En esta secciéon nos proponemos estudiar la funciéon generadora de la composicion entre

funciones. Sean Gp y G4 las funciones generadoras de dos funciones naturales F'y G,
entonces

Sra(z) = ) F(G(n)=" = (&p)[[S[[n]](0)]](0).

Seria interesante formular una forma cerrada para la expresion anterior. Hasta el momento
(al menos de lo que he investigado), no se conoce ninguna, y posiblemente no haya ninguna
que sea lo suficientemente cerrada como para ser util. Pero no nos limitaremos a este hecho
y trataremos de escribir algunos casos particulares.

* Cuando se conoce F': Enumeraremos algunas funciones generadoras formadas a partir
de componer una F' en particular con una G arbitraria.

1
Gualz) = 1= o
Spbi(2) = 26¢(2)
) . b
Mas generalmente, si F'(z) = ax + b entonces Gpg(2) = S (z) + Tt
—z

* Cuando se conoce G: Enumeraremos algunas funciones generadoras formadas a partir
de componer una F' arbitraria con una G en particular. En los lugares donde aparezca

1Sin embargo, se puede extender el conjunto de funciones elementales para incluir nuevas integrales. En
este caso, erfi(z) = [ ¢*"dx es conocida como funcion de error imaginario. No se descarta la posibilidad de
que Gq pueda ser escrita con estas funciones.

ZVéase igualdad (7.21) en p. 334 [GKP97]. También, igualdad (7) en p. 94 [Knu80].
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Sr[[1])(2) podemos reemplazarlo por 2(GF)(z).

0z
GF)((Z) = 6F(Z s
Srs(s) - SECL =0
GFz(Z) = GF(O),
Sru(z) = 2O,
& rom(2) = Sr(v%) +26F(—\/_)’
S rolz) = Se[[1](0) + “r),
Sonn(2) = T8 0) + |11 — 2 | Sl 0)

Ciertamente, es posible escribir Spg cuando G(x) = nzx + b, pero hay que introducir
ntameros complejos cuando n > 3 (precisamente, raices n-ésimas de la unidad, véase p.
95 [Knu8&0].).

EJEMPLO 5.3.A. FEstos casos tienen aplicacion cuando deseamos escribir funciones, aparen-
temente complicadas, pero que se pueden descomponer en otras funciones mds simples. Sea
H(z) =3(2x = 1)+ 5, la cual resulta de componer F(z) = 3z + 5, P y Dbl. Entonces,

> = 2lee(v) + Gn(~vE)| +

1—2 1—2

Sr(2) = Grpowi(z) = 3Gpppi(2) +

5.4. Conclusion

En lo que sigue vamos a suponer que conocemos una forma cerrada para representar
las funciones generadoras de la composicién e iteracion de funciones unarias
primitivas. Sean f,¢g € F, notaremos con C[f;¢g] a la forma cerrada de la composicion y
Z[f] a la forma cerrada de la iteracion.

Podemos construir una funciéon generadora para cada FUP, utilizando la base 1 de la seccién

l4 {S,Sq,F +G,F -G, FG, F }:

Ss(z) = (1_—12)27 Gsq(2) = %v
Gric(z) = 6r(2) + 6a(2), Src(2) = 6p(2) — Ga(2),
Sra(z) =Cl6F; 6q¢l, Spo(z) = Z[GF|.

EJEMPLO 5.4.A. Vamos a obtener una funcion generadora para la funcion identidad X. Esta
funcion es unaria primitiva, pues se puede escribir (a partir de la base 1) como

X=S-S(5-5).

Resulta entonces,

6)((2) = 65_5(5_5)(2) = 65(2) - 65(5_5)(,2) = 65(2) - (65_5(2) + L >

:65(2)—(65(2)—65(z)+1i2>: I

64



Cabe aclarar que, en algtin momento, C[f;¢g] y Z[f] introduciran nuevas funciones en
las formas cerradas que generen. Estas nuevas funciones deberan ser consideradas como ele-
mentales. Sabemos que este fenémeno ocurrira, pues Gq no puede escribirse en términos de
funciones trascendentes elementales como vimos en la seccion (.21

En resumen, podemos concluir que, cuando se conozcan C[f;g| v Z[f] (si es que esto
resulta posible), tendremos un algoritmo para construir funciones generadoras que permitan
caracterizar cualquier funcién unaria primitiva, y por lo tanto, cualquier funcién recursiva
primitiva. Otra area que queda por investigar es ver la factibilidad de poder caracterizar
funciones parciales con funciones generadoras y, de ser aplicable, hallar una forma cerrada
para la inversion. Es decir, Sp- = V[S | donde V|[f] es una forma cerrada para la inversion.
Conociendo V([f], sera posible construir funciones generadoras que permitan caracterizar
cualquier funcién unaria general, y por lo tanto, cualquier funcién recursiva general. Bajo
una adecuada representacion, una funciéon generadora podria caracterizar cualquier
funcién Turing-computable.
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