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A.1l. Teoremas del Calculo Proposicional

La equivalencia

(3.2) Asociatividad de=: ((p=q) =7) = (p
(3.2 Conmutatividad (o simetria) de: p = ¢
(3.3 Neutrode=: true=p=rp

(3.9 true

(3.5 Reflexividad de=: p = p

)

(q

r
=q=Pp

La negacion, discrepancia, y false

(3.8) Definicion de falsefalse = = true

(3.9 Negacion y equivalenciai (p = q) = —p = ¢
(3.10 Definicionde#£: p # ¢ = - (p = q)

Bl) p=gq=p=—g

(3.12 Doble negacion-—p = p

(3.13 Negacion defalse: —false = true

217
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B14 p#a)=—p=q
(3.159 —p=p= false

(3.16 Conmutatividad de£: (p # q) = (¢ Z p)
(3.17 Asociatividad de#: ((p£ q) Zr)=(p#£ (¢ £ 7))
(3.18 Asociatividad mutual(p # q) =) = (g=r))

(p #
(3.19 Intercambiabilidadp Zg=r = p=q#r

La disyuncion

(3.24 Asociatividad dev: (pVq)Vr=pV(qgVT)

(3.25 Conmutatividad de/: pVg=qVp

(3.26 Idempotenciap V p = p

(3.27) Distributividad deV respectode=: pV (¢=7)= (pVq) = (p V)
(3.28 Tercero excluidop V —p = true

(3.29 Elemento neutro de: p V false = p

(3.30 Distributividad dev respectode: pV (¢Vr)=(pVq)V(pVr)
B3) pVg=pV-qg=p

(3.32 Elemento absorbente de p V true = true

La conjuncién
(3.39 Regladoradap Aq=p=qgq=pVq
(3.36) Asociatividad de\: p A (gAT) = (pAg) Ar
(3.37) Conmutatividad de\: pAg=qAp
(3.38 Idempotenciade:p Ap =p
(3.39 Neutro den: p A true = p
(3.40 Elemento absorbente de p A false = false
(3.4)) Distributividad deA sobren: p A (gAT)=(pAg) A(pAT)
(3.42 Contradiccionp A —p = false
(3.43 Absorcion: a) pA(pVq) =p

b) pV(pAg)=p
(3.44 Absorcion: a) pA(—pVq) =pAgq

b) pV(=pAg)=pVy
(3.49 Distributividad deA conrespecto&: p A (¢gVr)=(pAq)V (pAT)
(3.46) Distributividad dev con respectoa: p Vv (gA7) = (pV q) A(pVT)
(3.47 Leyes de Morgana) —(pV q) = —pA—q

b) ~(pAg)=-pV—q

(348 pAg=pA—qg=-p
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(349 pA(g=r)=pAqg=pAr=p

(3.50 pA(g=p)=pAg

(3.5) Reemplazo(lp=qg) A (r=p)=(p=q) A (r=q)
(3.52 Definicion alternativades:p =g = (p A q) V (—p A —q)
(3.53 “O” exclusivo:p Z ¢ = (—p A q) V (p A —q)

La implicacion
(3.56 Definicion de implicacionp = ¢ =pV ¢ =q
(3.57) Definicion de consecuencip<=g=pV qg=p
(3.58 Definicion alternativa de implicaciop:= ¢ = —p V ¢
(3.59 Definicion alternativa de implicaciop:= ¢=pAq¢=p
(3.60 Contrarreciprocop = ¢ = —q = —p
B6Y) p=(¢g=r)=pAgq=pAr
(3.62 Distributividad de= respectode=: p = (¢=r)=p=q=p=r
B63 p=(¢g=r)=p=q9={@=r)
(3.64 Traslacionp Ag=r=p= (¢ =)
(369 pA(p=q)=pAgq
(3.66 pA(¢g=p) =p
(3.67 pV (p=q) =true
(368 pVig=p =q=rp
(869 pvVg=pAg=p=q
(3.70 Reflexividad de=: p = p = true
(3.71) Elemento absorbente a derecha=glep = true = true
(3.72 Elemento neutro a izquierda ge: true = p = p
(3.73 p= false = —p
(3.7 false = p = true
(3.79 Debilitamiento o fortalecimientoa) p = p V ¢
b) pAg=p
C) pAg=pVgq
d) pV(gAr)=pVyq
e) pAg=>pA(qVr)
(3.76 Modus Poneng A (p = q) = ¢
B7) (p=r)ANg=r)=(pVqg=r)
379 (p=r)A(-p=r)=r
(3.79 Implicacion mutualp = ¢) A (g =p) =p=q
(3.80 Antisimetria:(p = q) A (g = p) = (p=q)
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(3.8) Transitividad: a) (p=q¢)A(¢g=71)=(p=T1)
by (p=g)A(g=r)=(p=r)
) p=aAg=r)=(p=r)

La Regla de leibniz como axioma

383 (e=/f)= Elz:=e = FElz:= ]

(3.84 Reglas de Sustituciona) (e = f)AE[z:=¢]=(e=f)ANE[z := f]
b) (e=f)= Elz:=e]=(e=[)= Elz:=[]
0) gA(e=f) = Elz:i=c=qA(e=f)= E[z:=J]

[2
(3.89 Reemplazo potrue: a) p= F|z: p] =p= Flz:=true
b) ¢gANp= FE[z:=p|=qAp= Elz:=true
(3.86 Reemplazo pofalse a) Elz:=p|=p=FE|z:= false] = p
b) E[z:=p|=qVp=FE|[z:= false] = qVp
(3.87) Reemplazo potrue: p A E [z :== p| = p A E [z := true]
(3.88 Reemplazo pofalse: pV E [z :=p| =pV E [z := false]
(3.89 ShannonE [z :=p| = (p A E [z :=true]) V (-p A E [z := false])
4.9 p=(¢=0p)
(4.2 Monotoniadel: (p = ¢q) = (pVr=qVr)
(4.3 Monotoniadel: (p = q) = (p AT =qAT)

A.2. Teoremas del Calculo de Predicados

Cuantificacion Universal
(5.0 Rangotrue: (Vo : true: T.x) = (Va = T.x)
(5.2 Rango unitario(Vz : . = N : T.x) = T.N
(5.3 Rango vaciofV x : false : T.x) = true
(5.4) Distributividad deVv respecto d&: (Vx : Rx: PVT.x) =PV (Vz: Rx: T.x), donde
T NO aparece er.
(5.5 Regla del términofVz : Rz : T.x ANG.x) = (Vo : Rax:Tx)AN(Vo: Ra: G.x)
(5.6) Intercambio de cuantificadore®’x :: (Vy : T.z.y)) = (Vy = (Vo = T.z.y))
6.7 Ve NVy:=Taxy) =N,y Tay)
(5.9 Traslacion(Vz : Rax:T.w) = Vo :: Ra = T.x)
(5.9 Traslacion:
a) (Vz:Rz:Px)=((Vx: -~RxV Px)
b) (Vx:Rx:Px)=(Vz: RxAPx=Rux)
c) (Vz:Rx:Pax)= (Vo RxV Px=Pux)
(5.10 Variantes de traslacion:
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a) Vr:QxANRx:Pzx)=Vzr:Qux:Rzx= Px)
b) Vz:QaxANRx:Px)=(Vzx:Qu:—-RxV Px)
c) Vz:QaxANR:Px)=NVz:Qux:RxNPx=Rx)
d) (Vz:QueANRax:Px)=Vz:Qa: RaxV Px=Pux)
(5.11) Cambio de variable: Sj no ocurre em?.z nienT.z entoncegVe : R : T.x) = (Vy
Ry :T.uy)
(5.12 Particibnde rangalVi: R.iVv S :T.4) = (Vi: Ri:T.a) AN (Vi: Si:T.4)
(5.13 Instanciacion(V x :: P.x) = P.E

A.3. Cuantificacion Existencial

(5.14 De Morgan Generalizad¢3z : R.x : T.z) = ~(Vz : Rx: -T.x)

(5.15 Formas alternativas de De Morgan Generalizado:

a) (dxz:R:-P)=(Vx:R:P)

b) =(3z:R:P)= (Vx: R:—-P)

c) (3xz:R:-P)=-(NVz:R:P)
(5.16 Rangotrue: (3z : true : T.x) = (Jx :: T.x)
(5.17 Rango unitario(dz : = = N : T.x) = T.N, dondez no aparece en la expresioh
(5.18 Rango vacio{3 x : false : T.x) = false
(5.19 Distributividad deA respecto déi: (3x : Rz : X ANT.x) = X A3z : R : T.x),
donder no aparece elX.

(5.20 Regla del términofdz : Rx : T.x VG.x) = (3z: Rax:T.x) vV (3z: Ra: G.a)
(5.2)) Intercambio de cuantificadoreg z :: (3y = T'z.y)) = (Fy = (Fx = T.x.y))
(522 Gz Fy:=Txy)) =3z, y::Tay)

(5.23 Traslacion:(3z : Ra: T.x) = (Jx :: Ra ANT.x)

(5.24 Traslacion:(3z: RaANQ.x:T.x) = (Jz: Rx: Qx NT.x)

(5.29 Intercambio entre rango y términ@x : R.x : T.x) = (3z : T.x : R.x)

(5.26 Particibn derangai3:: RiV S :T.a)=(Ji: Ra:Ta) Vv (Fi: Si:T4)
(5.2 Introduccion ded: P.E = (3 :: P.x)

(5.28 Cambio de variable: Sj no ocurre enk o0 enT’ entonces,
(z:Rx:Tx)=3y: Ry :Ty)

A.4. Propiedades de las cuantificaciones universal y existe
cial

(5.29 Fortalecimiento de rangd¥ z : Q.x V R.x : Px) = (Va : Q.x : P.x)
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(5.30 Fortalecimiento de términ@¥ x : R.x : Pax AN Q.x) = (Vx : Ra: P.x)
(5.7) Monotoniade?: (Vo : Ra: Q.o = Px)= (Vo: Rx:Q.x)= (Vx: Ra: Px))

(5.32 Distributividad deA respecto d&: Si x no ocurre enP y el rango de especificacion es
no vacio, es decigz :: R.x), entoncegvze : Rx: PANQ.x) =P A (Vz: Rx: Q.x))

(5.33 (Va: R :true) = true

(5.3 Ve:Rzx:Pr=Qux)= ((Vo:Rx:Px)=Vz:Rzx:Q.x))

(5.39 Debilitamiento de rangq3«x : R.x : Px) = (Jx: RaV Q.o : Px)

(5.36 Debilitamiento de terming3z : R.x : P.x) = (3o : Rx : PaxV Q.x)

(5.37) Monotoniaded: (Vo : Ra: Q.o = Px)= ((Fz: R :Q.x)= (Jz: Ra: Px))

(5.38 Distributividad dev respecto dél: Si x no ocurre enP y el rango de especificacion es
no vacio, es decif3z :: R.x), entoncegdx: Rx: PV Q.x) =PV (Jz: Rx: Q.x))

(5.39 (Jx: R.x: false) = false

(5.40 Intercambio de cuantificadoregiz : Rz : (Vy : Q.y: Pxy)) = Vy: Qu: (Jx:
R.x: Px.y))

A.5. Metatoremas

(5.41) Testigo: Sik no ocurre enP ni en(, entonces(3 z :: P.x) = () es un teorema siy solo
si P.k = () es un teorema.

A.6. Leyes Generales de la Cuantificacion
Para un operadap simétrico y asociativo, con elemento neuiro
(6.7) Sustitucién para expresiones cuantificadag (V. U FV.E) =0 = (@y: R:T) [z := E] =
(®y: Rlx:=E]:T[x:=FE))
(6.9 Rango vacio{® : false : T) = u
(6.10 Rango unitario:
Sii no es una variable libre en la expresi®nentonces®i: i = N : T.i) = T.N

(6.12 Distributividad:
Si el operadorz es distributivo a izquierda con respecteba: ¢ FV.E 'y se cumple al
menos una de las siguientes condiciones:
a) el rango de especificacion es no vacio,
b) el elemento neutro del operaderexiste y es absorbente patra
entonces®i: R: E®RT)=E® (®i: R:T)
(6.13 Particion de rango:
Si alguna de las siguientes condiciones es cierta:
a) el operadorb es idempotente
b) RAS = false
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secumplequési: RV S:T)=(®i:R:T)® (®i:5:T).
(6.19 Particionde Rang@m i : RV S : P)®(@i: RAS:P)=(®i: R: P)®(®i:5:P).

(6.16 Particion de Rango generalizada: Si el operador operades idempotente, entonces,
(Bi:(Fj:8547: Rij):Ti)=(®i,j:S54jNRij:Ti)
(6.18 Regla del término constante: Si el término de la cuantii@caes igual a una constante
C, el operadorp es idempotente y el rango de especificacion es no vacio,@gon
(®i:R:C)=C
(6.19 Regla de anidadd® i, j : Ri A S.i.j:Tij)=(Di: Ri:(Pj:Siyj:T.i.j))
(6.20 Regla de intercambio de variables:18j N FV.R = )y V.in FV.QQ = (), entonces
(@i:R: (@) Q:T))=(dj:Q:(®i:R:T))
(:) Regla de cambio de variab&R1SiV.j N (FV.RU FV.T) = () entonces,
(@®i:R:T)=(®j: R[i:=jT[i:=7j])
(6.23 Regla del cambio de variable:
Seaf una funcion biyectiva definida sobfey j una variable que no aparece libre Bmi
enT, entonces(®i: R.i:T.i) = (®j: R.(f.7): T.(f.)))
(6.24) Separacion de un término: Sea< m,
a) (@i:n<i<m:Ti)=Tn®d (@i:n<i<m:Ti
b) (@i:n<i<m:Ti)=(@i:n<i<m:Ta)dT.m

A.7. Cuantificador max

(6.26 Rango vacio{max i : false : T.i) = —c0
(6.27) Distributividad demin sobremax:

Suponiendo quéno es variable libre ed,
min.(E,(mazxi: R:T)) = (maxi:R:min.(E,T))
(6.28 Distributividad de+ sobremazx:

Suponiendo quéno es variable libre e’ y queR # false,
E+(maxi:R:T)= (maxi:R:E+T)
(6.29 Particion de rangaimaz i : RV S : F) = maz.(mazx i : R: F),(maxi:S: F))
(6.30 Tx=(maxi:Ri:Ti)=RaxANNi:Ri:Ti<Tux)

' Tax=(mini:Ri:Ti)=RaANNi:Ri:Ti>T.ux)
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