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En este capitulo veremos una serie de sentencias o comandos que definen un lenguaje de
programacion imperativo bdsico. Las sentencias serdn definidas utilizando tripletas de Hoare.
Para cada sentencia S y predicado Q, describiremos primero el resultado deseado de la ejecucion
de S, mediante el predicado wp.S.Q (el cual representa el conjunto de todos los estados, tal que,
si S se ejecuta en alguno de ellos su ejecucion termina en un estado que satisface Q).

14.1. La sentencia skip
La primera sentencia que veremos es la sentencia skip. La ejecucién de skip no produ-
ce cambios sobre los estados de las variables. La utilidad de este comando se entenderd mds

adelante, pero podemos adelantar que serd como una sentencia neutra para los programas.
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278 14. DEFINICION DE UN LENGUAJE DE PROGRAMACION IMPERATIVO

Queremos caracterizar la sentencia skip usando tripletas de Hoare. Comencemos estudiando
wp.sKip.Q. Claramente el predicado mas débil P tal que {P} skip {Q} es vélida es Q, pues lo
minimo necesario para asegurar el estado final Q cuando no se hace nada es tener Q como
estado inicial. Por lo tanto,

wp.skip.Q = Q0
Esto podria inducirnos a caracterizar skip usando la tripleta {Q} skip {Q} como axioma, pe-
ro como ya hemos visto que es posible fortalecer la precondicion, daremos una caracterizacion
mads general de este comando:

(14.1) Axioma.
{P} skip {Q}=P= Q

Por ejemplo, la tripleta {x > 1} skip {x > 0} es vdlidapues x > 1 = x > 0.

14.2. La sentencia abort

La sentencia abort estd especificada por:

(14.2) Axioma.
{P} abort {Q} = P = false

Después de esta regla, ;como se ejecuta abort?. La expresion de arriba establece que este
comando nunca debe ejecutarse, ya que solo puede hacerse en un estado que satisface false, y
no existe tal estado. Si la ejecucion de un programa alcanza alguna vez un punto en el que abort
deba ejecutarse, entonces el programa completo es un error, y termina prematuramente.

En términos de la precondicién mds débil, tenemos que

wp.abort.Q = false

14.3. La sentencia de asignacion

Cualquier cambio de estado que ocurra durante la ejecucion de un programa se debe a la
sentencia de asignacion. Una sentencia de asignacion tiene la forma x := E, donde x denota
una variable o varias variables del programa separadas con coma y E denota una de expresion
0 varias expresiones, también separadas con coma (donde la cantidad de variables es igual a la
de expresiones).

Dado un predicado Q, lo minimo que se requiere para que Q sea verdadera luego de ejecutar
x := E es el predicado Q[x := E]. Es decir,

wp.(x := E).Q = Q[x := E]
Entonces, para que la terna {P} x := E {Q} sea correcta, el predicado P debe ser mas fuerte
que Q[x := E]. De esta manera, la asignacion estd especificada por:
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14.3. LA SENTENCIA DE ASIGNACION 279

(14.3) Axioma.
{P} x:=E {Q} = P> Q[x:=E]

Asumiremos que en E solo se admitirdn expresiones bien definidas, sino habria que agregar
un predicado def.E (que sea verdadero solo si E estd bien definida) en el consecuente de la
implicaciéon: {P} x:= E {Q} = P=def.E A Q[x :=E].

Notemos que el simobolo := utilizado en el programa x := E no es el mismo que el usado
en el predicado Q[x := E], la primera expresion es una sentencia valida del lenguaje de pro-
gramacion que estamos definiendo, mientras que en la segunda expresion, := es una operacion
sintdctica que se aplica a expresiones ldgicas, que llamamos sustitucion.

(14.1) Ejemplo. Probaremos que la tripleta {x > 3} x := x+ 1 {x > 0} es valida.

utilizando el axioma 14.3.

{(x>3} x:=x+1 {x>0}

= (axioma 14.3 )
x>3=>x=>20)[x:=x+1]

= (aplicacion de sustitucion )
x>23=>x+12>20

= (aritmética)
x>3=>x>-1

= (aritmética)

x>3=>-1<x<3vx>3

(deb/fort a))

true

Por lo tanto, hemos probado que el programa x := x+ 1 satisface la especificacion dada.

(14.2) Ejemplo. También utilizaremos el axioma 14.3 para obtener programas correctos
segtin la especificacion. Por ejemplo, encontraremos e tal que se satisfaga {true} x,y :=
x+1l,e {y=x+1}

Segun el axioma 14.3, para que el programa sea correcto £ debe cumplir:

true = (y=x+ 1) [x,y:=x+1,¢]
(Elemento neutro a izquierda de =)

y=x+1D[x,y:=x+1,¢]
(aplicacion de sustitucion)

e=x+1+1
= (aritmética)
e=x+2

Es decir, cualquier expresion e que sea equivalente a x + 2 es vélida; en particular,
podemos tomar e = x + 2.
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280 14. DEFINICION DE UN LENGUAJE DE PROGRAMACION IMPERATIVO

(14.3) Ejemplo. Por tltimo, hallaremos un programa que satisfaga {x = A Ay =B} x,y :=
e,f (x=2XBAy=2XA}

Segtn 14.3, las expresiones e y f deben cumplir:
X=AANy=B=>x=2XBAy=2XxA)[x,y:=e,f]

Suponemos cierto el antedecente x = A A y = By partimos del consecuente,

(x=2XBAy=2xA)[x,y:=e,f]
(aplicacidn de sustitucion)

e=2XBANf=2XA
(antecedente)

e=2XyANf=2Xx

14.4. Concatenacion o composicion

La concatenacion permite escribir secuencias de sentencias. La ejecucion de dos sentencias
S y T, una a continuacién de la otra se indicard separando las mismas con punto y coma (S; 7),
o una debajo de la otra, siendo la de la izquierda (o la de arriba) la primera que se ejecuta.
Para demostrar {P} S;T {Q}, hay que encontrar un predicado intermedio R que sirva como
poscondicion de S y precondicién de 7', es decir:

(14.4) Axioma.
(P} S;T {QY=AR = {P} S {RIAN(R} T {O))

La precondicion mas débil de la concatenacion S'; T con respecto al predicado Q, se obtiene

tomando primero la precondicién més débil de T con respecto a Q y luego la precondicién més
débil de S con respecto a este tltimo predicado. Es decir,

wp.(S;T).Q =wp.S.(wp.T.Q)

(14.4) Ejemplo. Como ejemplo probaremos que el programa dado a continuacién es correc-
to, probando la siguiente tripleta:

|[ var a,b : Boolean;

{(a=A)N (b= B)}
a:=a=b
b:=a=b
a:=a=b
{a=B)AN(b=A)}

Il

Para ello anotaremos el programa con los siguientes predicados intermedios:
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1l

y probaremos que las tripletas:

281

var a, b : Boolean;
{P:(a=A)A(b=B)}

a:=a=b

{R, : wp.(b :=a = b).Ry}
b:=a=b

{R, : wp.(a :=a = b).Q}
a=a=b
Q:(a=B)A(=A)}
{P}a :=a = b{R,}
{Ro}b:=a=Db{R;}
{RiYa:=a=0b{0}

son vélidas. Las letras P, Q, R y R, fueron agregadas para hacer mds legible la nota-

cion.

Por el axioma de asignacion 14.3 podemos concluir que las dos ultimas tripletas son
ciertas. Con lo cual, solo debemos probar la primera tripleta. Hallamos primero R, y

RQZ

((a=B)AN (b =A)|a:=a=Db]

(aplicacién de sustitucion)

(a=b=B)Ab=A)

((a=b=B)Ab=A)b:=a=Db]
= (aplicacion de sustitucion)
(a=za=b=B)ANa=b=A)
= (elemento neutro de =)

b=

La primera tripleta es cierta si:

ByA(a=b=A)

@=A)ANb=B)=>((b=B)AN(a=b=A))la:=a=D>]

(aplicacion de sustitucion)

(a=zA)ANb=B)=b=B)ANa=b=b=A)

(elemento neutro de =)

(a=AANbB=B)=>b=B)Aa=A)

true

(reflexividad de =)
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282 14. DEFINICION DE UN LENGUAJE DE PROGRAMACION IMPERATIVO

14.5. La sentencia alternativa

Los lenguajes de programacion imperativos usualmente proveen una notacion para el co-
mando llamado condicional o sentencia if, el cual permite la ejecucion de sentencias depen-
diendo del estado de las variables del programa. Un ejemplo del comando condicional es el
siguiente, escrito es Pascal:

if x > 0 then z := x else 7 := —x (14.1)

La ejecucion de este comando almacena el valor absoluto de x en z. Si x > 0O entonces se
ejecuta la primer sentencia z := x, sino se ejecuta la segunda sentencia z := —x.

En la notacién que utilizaremos en nuestro lenguaje de programacion, este comando se
escribe como:

if x>0 - z:=x
[ (x>0 —» z:=-x
fi

Este comando contiene dos expresiones de la forma B — § (separadas por el simbolo
[1), donde B es una expresion booleana, llamada guarda y S es una sentencia. Para ejecutar el
comando se debe encontrar una guarda verdadera y ejecutar su sentencia correspondiente.

La forma general de esta sentencia es la siguiente:

IF: if By — S

(1 Bi — S,
(I B. — S,
fi

donde para todo 0 < i < n, B; es una expresion booleana y S; es una sentencia.

La sentencia IF funciona de la siguiente manera: todas las guardas son evaluadas; si ninguna
es True se produce un abort; en caso contrario, se elige (de alguna manera) una guarda B; que
sea True y se ejecuta la correspondiente sentencia S ;.

Ya hemos visto que abort no es una sentencia ejecutable; por lo tanto, un if con ninguna
guarda serd considerado un error

Si mds de una guarda es true, la sentencia alternativa se dice no deterministica. El “no-
determinismo”, es util para escribir con claridad determinados programas.

Teniendo en cuenta lo dicho anteriormente podemos especificar la sentencia IF de la si-
guiente forma:
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(14.5) Axioma.

{P} if By — Sy {Q} = (P=>ByvB;Vv...VB,)
[ B — S A{P A Bo} S0 {0}

AP A B} S {0}

[ B, — S, :
fi AP A B} S, {0}

Por lo tanto, para probar {P} IF {Q}, es suficiente con probar:
1) P=ByvB VvV...VB,
i) {PAB;}S;{Q}para0 <i<n.

Laimplicacion P = B,V B; V...V B, es necesaria para asegurarse que si la precondicion es
cierta al menos una de las guardas es verdadera y por lo tanto el programa no es erréneo (no se
produce un abort). Las expresiones {P A B;} S; {Q} aseguran que ejecutar S ;, cuando la precon-
dicién y la guarda §S; son verdaderas, conduce a un estado que satisface Q, es decir, cualquiera
sea la guarda verdadera, ejecutar el respectivo comando conduce al estado final deseado.

De la misma forma que hicimos con la asignacion, asumiremos que las expresiones B; estan
bien definidas, de otra forma tendriamos que agregar una condicién mds en el término derecho
de la =.

La definicién de wp.IF.Q no es muy simple. Lo minimo requerido para que Q sea cierta
luego de ejecutar /F es que al menos una de las guardas sea cierta y que la ejecucion de cada
comando §; con guarda B; verdadera, termine en un estado que satisfaga Q. Esto ultimo lo
expresamos como: B; = wp.S;.Q.

wpIF.Q=(ByVBV...VB)ANBy=>wpSeg.Q)A...N(B, = wp.S5,.0)
(14.5) Ejemplo.

Para probar que la siguiente tripleta es cierta,

{true}
if x<y — skip
[l x>y = x,y:=y,x
fi

{x <y}

debemos probar:

1) true =>x<yvx>y

ii) {true A x <y} skip {x <y} A {true A x>y} x,y ==y, x {x <y}
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284 14. DEFINICION DE UN LENGUAJE DE PROGRAMACION IMPERATIVO

La demostracion de 1) es inmediata, dado que (x <y V x > y) = frue. Para demostrar
i1) probaremos cada una de las tripletas:

{true A x <y} skip {x < y}

= (axioma 14.1)
true N\x <y=x=<y

= (elemento neutro de A ;reflexividad de =)
true

{true A x >y} x,y:=y,x {x <y}
= (axioma 14.3)
true N\ x>y = (x <ylx,y:=y,x|
= (elemento neutro de A ; aplicacién de sustitucion )
X>y=>y<x
= (aritmética)
X>y=>x>yVx=y
= (deb/fort a))

true

(14.6) Ejemplo. Veamos otra situacion, donde queremos determinar un programa que satis-
faga la siguiente especificacion:

{true} 7z :=? {z = max(x,y)}

Vamos a utilizar la siguiente definicion de maximo entre dos nimeros:

z=max(x,y)=(Z=xVZ=yY)AZ=ZXAZ2Yy

Esto significa que un posible valor para el maximo es el valor de x, por tanto una
sentencia posible a ejecutar es z := x. Veamos entonces cudl es la precondicién mas
débil para la sentencia de asignacion z := x respecto del predicado z = max(x, y):

(z=xVz=yY)Az=2xAz2Y)[z:=x]
(Sustitucién)
(x=xVX=y)Ax=ZxAx2>Yy)
(def. de igualdad; (x > x) = true)
(true Vv x = y) Atrue A x > y)
(elemento neutro de A ; absorbente de V)
xXzy

Lo cual demuestra que si elegimos el predicado x > y, latripleta {x > y} z := x {z = max(x,y)}
es valida.
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Con el mismo razonamiento también serd valida {y > x} z :=y {z = max(x, y)}.

Ademéds, observando que

xXz2yvyz=x
(aritmética)
X=yVx>yV-a(x>y)
= ( tercero excluido; elemento absorvente de V)
true

es facil ver que true = x>y vy > x

Hasta aqui hemos probado:

1) true=>x>yvy=>x

i) {x >y} z:=x {z=max(x,y)} A {y=x} z:=y {z=max(x,y)}

Por lo tanto hemos encontrado un programa que es correcto respecto a la especificacion
dada:

14.6. Repeticion

La lista de comandos se completa con una sentencia que permitird la ejecucion repetida de
una accion (ciclo o bucle). La sintaxis es :

DO : do Bo—>S()

[l B —S,
[l B.—S,
od

donde para todo 0 < i < n, B; es una expresion booleana (también llamada guarda) y S; una
sentencia.

El ciclo funciona de la siguinete manera: mientras exista alguna guarda equivalente a true,
se elige alguna (de alguna manera) y se ejecuta la sentencia correspondiente; luego vuelven a
evaluarse las guardas. Esto se repite hasta que ninguna guarda sea true. Si desde el comienzo
del ciclo, ninguna guarda es true, el ciclo completo equivale a un skip.

Luego de ejecutarse el ciclo todas las guardas son falsas. Llamaremos iteracion de un ciclo
al proceso que consiste en elegir una guarda y ejecutar su sentencia correspondiente.
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Esta sentencia también puede ser no-determinista; si mas de una guarda es verdadera solo
se elige una por iteracion.
La especificacion de esta sentencia es la siguiente:

(14.6) Axioma.

{P} do B()—>S() {Q} = (P/\—|B()/\—|Bl/\.../\—|Bn:>Q)
(1 B —S AP A Bo} So {P}

AP ABy) S, (P)
0 B,—S, '

od AP AB,} S, {P}
A el ciclo termina

Es decir que para probar que {P} DO {Q} es correcta, es suficiente con probar:

i) PA-ByA=BiA...A=B, = Q
ii) {PAB;} S; {Pypara0<i<n

i) el ciclo termina

La implicaciéon P A =By A =B} A ... A =B, = ( asegura el cumplimiento de la post-
condicion cuando el ciclo termina, es decir cuando ninguna guarda es verdadera; mientras que
{P A B;} S; {P}asegura que ejecutar S; cuando se satisface P A B; conduce a un estado que sa-
tisface P, lo cual es necesario para que tenga sentido volver a evaluar las guardas. La condicién
“el ciclo termina” es necesaria porque de otra manera el programa podria ejecutarse indefinida-
mente. M4s adelante formalizaremos esta condicidn.

Asumiremos que las expresiones B; estan todas bien definidas.

Un predicado P que satisface {P A B;} S; {P} sellama invariante. Encontrar invariantes es la
dificultad mayor a la hora de escribir bucles. Existen varias técnicas para determinar invariantes,
por ahora solo veremos el funcionamiento de los ciclos suponiendo que ya se ha determinado el
invariante.

(14.7) Ejemplo. Utilizaremos el axioma 14.6 para probar la siguiente tripleta de Hoare.

{(P:0<i<nAz=iXx}
doi#n—oi,z:=i+1,z+xo0d
{PNi=n}

Este programa calcula el producto de valores de las variables x y n y lo guarda en z. El
invariante propuesto para el bucle es el predicado P.
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Probaremos primero el punto 1),

PA-(i#n)=P ANi=n
(definicion de # ; doble negacion)
PANi=n=>P ANi=n
= (reflexividad de =)
true

Ahora probamos el punto i1),

{PANi#n}li,z:=i+1,72+ x{P}
= (axioma 14.3 )
PAi#n=Pli,z:=i+1,z+x]
= (definici6én de P; aplicacién de sistitucion)
O0<i<nAz=iXxANi#+n=>0<i+1<nAz+x=(>G(+1)Xx
= (aritmética )
0<i<n-1Az=ixx=>-1<i<n-1Az=iXx
= (aritmética )
0<i<n—-1Az=iXxx=>(0=-1v0<i<n-1)Az=iXx
(deb/fort e) )
true

La demostracion formal de que el ciclo termina la veremos a continuacidn, antes po-
demos ver facilmente que esta condicién se cumple observando los valores que va
tomando la variable i, ésta toma un valor no negativo antes de la ejecucion del ciclo y
aumenta uno en cada iteracion, hasta alcanzar el valor n, con lo cual la guarda se evalia
falsa.

14.6.1. Terminacion de ciclos

Para probar que un ciclo termina se debe encontrar una funcién ¢t : Estados — Int que dado
un estado de las variables del programa provea una cota superior del niimero de iteraciones que
falten realizarse. Llameremos a t funcion cota. Podemos asegurarnos que ¢ es una funcién cota si
t decrece en una unidad en cada iteracion y si a medida que se realiza una iteracién la condiciéon
t > 0 se mantiene. Escribimos ésto formalmente de la siguiente manera:

Un ciclo termina si existe una funcién cota ¢ tal que:

1) PAN(ByVB;V...VB,)=>1t>0
i) {PAB;ANt=T} S, {t<T}para0 <i<n.

La condicién 1) asegura que mientras alguna guarda es verdadera, la funcién cota es no
negativa; o bien, leido al revés, si la funcidn cota se hace negativa, entonces ninguna guarda es
verdadera (puesto que P es el invariante y es siempre verdadero).
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La condicién ii) asegura que la funcidn cota decrece luego de la ejecucion de cualquier S ;.
De esta manera, en algiin momento la cota serd negativa y por lo explicado més arriba el ciclo
habra terminado.

En el ejemplo anterior una posible eleccién para la funcién cota es t = n — i. Para hallar
esta funcién tuvimos en cuenta que el programa termina cuando i alcanza el valor n y que
inicialmente i < n 'y aumenta uno en cada iteracion.

La prueba formal de que el ciclo termina es la siguiente:

Prueba de i):

O0<Lis<nAzZ=IiXxAi#n
= (aritmética)
O0<iANi<nAZ=IXXANi#n
= (deb/fort b) )
i<n
= (aritmética)
n—-i>0

Prueba de 1i):

(PANi+nAt=T}i,z:=i+1,z+x {t<T}
(axioma 14.3)

PAignAt=T=><Tli,z:=i+1,z+ x]
(definicién de t; sustitucion)

PAnifn An—-i=T=>n-(+1)<T

Para continuar la prueba suponemos cierto el antecedente y demostramos el consecuente:

n—->G{+1)<T

(aritmética; antecedente n —i = T')
n—-i—-l<n-—i

(aritmética)
true

14.7. Ejemplos

En esta seccion veremos algunos ejemplos de correccion de ciclos en contextos mds gene-
rales, por ejemplo donde se inicializan las variables antes de comenzar el ciclo.

Las derivaciones de programas que contienen ciclos se basan en el cdlculo invariantes. Por
simplicidad solo haremos verificaciones de programas que contienen ciclos, en lugar de deriva-
ciones.

(14.8) Ejemplo. Probaremos que el siguiente programa es correcto respecto a la especifica-
cién dada.
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|[ constn : Integer;

var s : Integer;
b : array|0...n] of Integer;

{n >0}
i,s:=1,b[0]
doi<n—>is:=i+1,s+b[i] od
{s=Qi:0<k<n:blk]}

1l

Comenzaremos proponiendo un invariante P, es decir, un predicado que sea cierto lue-
go de cada iteracion del ciclo. Utilizaremos este predicado para anotar el programa con
un predicado intermedio que sirva como postcondicion de la sentencia i, s := 1,b[0] y
precondicion del ciclo.

|[ constn : Integer;
var s : Integer;
b : array|0...n] of Integer;

{n >0}
i,s:=1,b[0]
{P}

doi<n—i,s:=i+1,5+b[i]od
{s=(Hi:0<k<n+1:blk])}
1l

Las variables que cambian de estado en cada iteracion son i y s, la primera toma valores
dentro del rango 1,...,n+ 1y la variables s acumula siempre la suma de los primeros i
elementos del arreglo. Por lo tanto, proponemos el invariante: 1 <i<n+1As=(+k:
0<k<i:blk].

Para probar que la tripleta es cierta utilizaremos el axioma 14.4 y probaremos que:

1) {n>0} i,s:=1,b[0] {P}
2y {Pldoi<n—is:=i+1,s+blilod{s=(+i:0<k<n+1:blk])}
El punto 1) es muy sencillo y lo dejamos como ejercicio. Para probar el punto 2) debe-
mos demostrar los siguientes items:
) PA=(i<n)=s=(+i:0<k<n:blk])
W {PANis<n}i,s:=i+1,s+bli] {P)}
1i1) Existe una funcion ¢ tal que:

a) PNi<n=1t>0
b) {PAi<nAt=T}is:=i+1,s+bli] {t<T}
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Prueba de 1):

1<i<n+1As=Hk:0<k<i:blk)A=(i<n)
(aritmética )
I1<i<n+1lAs=Hk:0<k<i:blk)ANi>n
(aritmética)
i=n+lAs=Hk:0<k<i:blk])
=  (regla de sustitucion; deb/fort b) )
s=(+k:0<k<n+1:blk])

Prueba de 1i):

(PANi<n}i,s:=i+1,s+bli] {P}

= (axioma 14.3 )
PAi<n=Pli,s:=i+1,s+b[i]]

= (definicién de P; sustitucion)
I<i<n+1As=Hk:0<k<i:blk) Ni<n=
I1<i+1<n+1As+bli]l=(+k:0<k<i+1:blk])

= (aritmética; separacion de un término)
1<i<nAs=(Hk:0<k<i:blk])=
0<i<nAs+blil=0bli]l+(+k:0<k<i:b[k])

= (aritmética; separacion de un término)
1<i<nAs=((Hk:0<k<i:blk])=
(=0VvI1<i<n) As=((+k:0<k<i:blk])

= (deb/fort e))
true

Para la prueba de iii) proponemos la funcién cota t = n — i, la demostracién es similar a la
del ejemplo anterior y la dejamos como ejercicio.

(14.9) Ejemplo. Por tltimo veremos la correccidn del siguiente ciclo que calcula el médximo
comun divisor entre dos nimeros enteros positivos:

|[  var x,y: Integer
{P:x>0Ay>0Amed.x.y =mcd.X.Y}
dox>y—-ox:=x-y
ly>x—>y=y-x
od
{x = mcd X.Y}

Il

Recordemos las siguientes propiedades de mcd:

1) med.x.x = x
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2) x>y = mcd.x.y = mcd.(x —y).y
3) y>x = mcd.x.y = med.x.(y — x)

Primero probaremos que la postcondicion se satisface al terminar el ciclo y que P es
un invariante, es decir:

) PA=(x>y)A=(y>x)= x=mcd XY
i) {PA x>y} x:=x—-y {P}
i) {P Ay>x} y:=y—x {P}

Prueba de i):

PA=A(x>y)A-=(y>x)
= (aritmética)
PAx=y
= (definicion de P; regla de sustitucion)
x>0Ax>0Amed.x.x =mcd XY
= (deb/fort b))
med.x.x = mcd. X.Y
= (Propiedad 1))
x = mcd X.Y

Prueba de 1i):

{PAXx>y} x:=x—y {P}
= (axioma 14.3)
PAx>y= Plx:=x-y]
= (definicion de P; sustitucion)
x>0Ay>0Amed.xy=mcdXYANx>y=
x—=y>0Ay>0Amed.(x—y).y =mcd XY
= (aritmética; propiedad 2))
x>0Ax>0Amed(x—y).y=mcdXYANx>y=
x>yAy>0Amed.(x—y).y =mcdX.Y
(deb/fort b))

true

La prueba de iii) es similar a i1).

Tomaremos como funcién cota t = x + y, entonces debemos probar que ¢ decrece en
cada iteracion y que mientras se ejecuta el ciclo ¢ > 0, es decir:

V) {PAx>yAt=T} x:=x—-y {t<T}
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V) {PAy>xAt=T}y:=y—x {t<T}
vi) PAx>y=1>0

vil) PAy>x=1t>0

La prueba de que el ciclo termina se deja como ejercicio.

14.8. Ejercicios
14.1 Demostrar que las siguientes tripletas son validas:

[[var x,y : Integer
(x>0Any>0}
a) skip
{x >0}
1l

|[var x,y : Integer
{(x>0Ay>0}
b) skip
{y=0}
I

|[var x,y : Boolean;
{x =y}

¢) skip
{x=y}

Il

14.2 Demostrar que las siguientes tripletas no son validas:

|[var x,y : Integer;
{x>0Ay>0}
a) skip
{x =1}
1l

|[var x,y : Integer;
{x>0Ay>0}
b) skip
{y =}
I
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|[var x,y : Boolean;
{x =y}
¢) skip
{x Ay}
1l

Determinar la precondicion mds débil P en cada caso:

¢) (Pl x:=x+1 {x=x+1}
d) {P} x:=E {x=EFE)
e) {P} x,y:=x+1,y—1 {x+y>0}

f) {P} x,y:=y+1,x—1 {x>0}

Pla:=a=b {aV b}

Pl x=x+1;x:=x+1 {x>0}.
D{Plx=xzyy=xgyx=xzy{x=X)AQ=Y)}.
D AP} x:=x+ Liskip ¥ = 1=0}.

Determinar el predicado Q mas fuerte para que el programa sea correcto en cada caso:

Demostrar que la siguiente tripleta es valida: {x =AAy=B} x :==x—-y;y :=x+y;x :=
x—y{x=—-BAy=A}

Calcular la expresion e que haga valida la tripleta en cada caso:

a) A=gxb+rlg=e;r:=r—-b {A=gxb+r}.

b) {true} y:=e;x :=xdiv2 {2 X x =y}.

¢) xXy+pxg=N} x:=x—-p;qg:=e {xXy+pxqg=N}.

Recordemos que los niimeros de Fibonacci F.i estan dados por F.0 = 0, F.1 = 1y

Fn=Fmn-1)+Fmn-2)paran>2.SeaP:n>0Aa=FnAb=F.(n-1),calcular
las expresiones e y f que hagan vélida la tripleta:

{P} nya,b:=n+1,e, f {P}
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14.8 Demostrar que los siguientes programas son correctos, donde x,y : Integer y a,b :
Boolean.

{true}

if x>1 - x:=x+1
a) [] x<1 - x=x-1

fi

{x # 1}

{true}
if x>y — skip
b) [] x<y — x,y:=y,x
fi
{x =y}

{true}

if -avb — a:=-a
¢ [] av-b — b:=-b

fi

{a Vv b}

14.9 Encontrar el predicado P mas débil que haga correcto el siguiente programa:

{P}

x:=x+1

if x>0 —» x:=x-1
[T x<0 — x:=x+2
[ x=1 — skip

fi

{x>1}

14.10 Probar que las siguientes tripletas son equivalentes:

{P} (P}
if By —» So;S if By — Sy
[l Bi —» Si;8 [l B — §
fi fi
{0} S

{0}
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14.11 Suponiendo que el programa de la izquierda es correcto, demostrar que el de la derecha
también lo es. Esto significa que se puede lograr que el if sea deterministico (solo una
guarda verdadera).

{P} (P}
if BO - S() if B()/\—|Bl - S()
[0 B — S [1 B - S
fi fi
{0} {0}

14.12 Demostrar que todo ciclo con mds de una guarda puede reescribirse como un ciclo con
una sola guarda:

Probar que el bucle

do BO_>SO
(] B, — 8,
od

puede reescribirse como

do B()VBl—> ifBO—)SO
(1B — S
fi

od

Este resultado es titil, pues no todos los lenguajes de programacion admiten ciclos con
varias guardas.

14.13 Tomando como invariante P : x < n Ay = 2* y como funcién cota ¢ : n — x probar que el
siguiente programa es correcto:

|[  var x,y,n : Integer
{n > 0}
x,y:=0,1
dox#n—-x,y:=x+1,y+yod
{y=2"}

1l

14.14 Probar que el siguiente programa es correcto tomando como invariante P : x > 0Ay <n
y como funcién cotat: x +2 X (n —y).
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|[  var x,y,n : Integer
{n >0}
x,y:=0,0
dox#0—-x:=x-1
[l yEn—->x,y:=x+1,y+1
od
{(x=0Ay=n}

1l

14.15 Probar la correccién del siguiente bucle, tomando P : 1 <k <n A b= fib.(k—1)Ac =
fibkyt:n—k.

I[  vark,b,c : Integer;
{n >0}
k,b,c:=1,0,1
dok#n—-kb,c:=k+1,c,b+cod
{c = fib.n}

donde fib es la funcion de Fibonacci. Explicar el propdsito del programa.

14.16 Probar la correccién del siguiente bucle, tomando P : 0 <i<n+1A-3j:0<j<i:
x =Db[j]) y funcién cota t : n —i.

|[ constn : Integer;

var i, x : Integer;

b : array[0...n] of Integer;

{n >0}

i:=0

doi<nAx#bli] >i:=i+1od

{(0<i<nAx=bli)V(i=n+1A-3j:0<j<n:x=>blj])}
1l

Explicar el propésito del programa.
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