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12.1. Introduccion

Si bien un paso importante en la solucidén de un problema es escribir una especificaciéon co-
rrecta que describa el problema, una vez hallada ésta, es necesario manipularla adecuadamente
de modo de transformarla en la implementacion de un programa. Veremos a continuacion téc-
nicas que nos permitirdn llevar a cabo este objetivo.

12.2. Derivacion de funciones recursivas

En esta seccién mostraremos como obtener una definicion recursiva de una funcién a partir
de su especificacion aplicando el principio de induccidn. Este tipo de derivacion de programas
consiste en definir una funcién pudiendo usar para ello los valores de la funcién aplicada a
elementos con menor estructura. Por ejemplo, en el caso de los nimeros naturales, la funcion
utilizard valores de la funcién sobre nimeros mds pequefios, y en el caso de listas utilizard
valores de la funcién sobre listas de longitud menor.

(12.1) Ejemplo. Veamos un ejemplo sencillo de derivacién. Dado un niimero natural se desea
obtener una funcién que calcule su factorial. Primero daremos la especificacion de esta
funcién fac : Nat — Nat:

245



246

12.2)

12. DERIVACION DE PROGRAMAS

pre . true
post: facn=([]i:0<i<n:i

Para hallar una definicién recursiva que satisfaga esta especificacion podemos pensar
que la especificacion de fac es una ecuacion a resolver con incégnita fac . Luego el
proceso de derivacion consistird en “despejar” fac. El proceso de despejar nos asegura
que si ahora reemplazamos el valor obtenido en la ecuacidn original (la especificacion)
obtenemos un enunciado verdadero. Veamos como seria esto.

Caso base

fac.0
(especificacion de fac)
(JTi:0<i<0:0)
(rango vacio)
1

Paso inductivo

fac.(n+ 1)
(especificacion de fac)
(JTi:0<i<n+1:0)
(separacion de un término)
(Jli:0<i<n:)xm+1)
(hipétesis inductiva)
facn X (n+1)

Por lo tanto definiendo recursivamente fac como:

fac.0
fac.(n+1)

1
(n+1) X fac.n

se satisface la especificacion dada.

Ademads de haber construido un programa que satisface una especificacion hemos ob-
tenido una demostracion de que lo hace. Esta demostracion no es mas que la anterior
invirtiendo los pasos de atrds para adelante, a partir del segundo paso de la derivacion
y cambiando la justificacion “especificacion de fac” por “definicion de fac”. Veamos
otro ejemplo.

Ejemplo. Dada una lista de enteros se desea obtener una funcién que calcule la suma
de sus elementos. Primero especificamos formalmente esta funcién y definimos su tipo
sum : [Int] — Int.
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12.2. DERIVACION DE FUNCIONES RECURSIVAS 247

pre . true
post . sum.xs = (D, 1:0<1i<#xs:xs.0)

A partir de esta especificacion calcularemos una definicion recursiva haciendo induc-
cion sobre la lista.

Caso base xs = [ ]

sum.[ ]
(especificacién sum)
(Y i:0<i<#1:010)
(definicion de#; rango vacio)
0

En esta prueba podemos ver la diferencia entre una derivacién y una verificacion. El
objetivo de la verificacion es llegar a la férmula (para el caso que se estd probando),
mientras que el objetivo de la derivacion es simplificar esta férmula hasta obtener una
expresion del formalismo bésico que pueda tomarse como definicion, en este caso la
constante 0.

Consideremos ahora el paso inductivo,

Paso inductivo

sum.(x > xs))
(especificacion de sum)
Qli:0<i<#(x>xs): (x> xs5).0)
(definicion de #)
QL i:0<i<l1+#xs: (x> x5).0)
(separacion de un término)
(x> x5).0 + Qi:1<i<l+#xs:(xp>xs).0)
(cambio de variable dummy (f.i=i+1); definicion de .)
x4+ QJjil<j+l<l+#xs:(x>x5).(j+1))
(definicion de indexar, aritmética)
x4+ (2 j:0<j<#xs:xs.))
(hipétesis inductiva)
X + sum.xs

Por lo tanto, sum puede definirse recursivamente como:

sum.| | = 0
sum.(x> xs) = X+ Sum.xs
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(12.3) Ejemplo. En el capitulo 10 dimos una especificacion de la funcién ev : [Real] —» y —
Real que evalia un polinomio en un valor dado. Para ello, decidimos representar a los
polinomios como listas de nimeros [ay, . . ., a,], donde cada a; representa un coeficiente
del polinomio a"x" + a,_ x"' + ... + a;x + ay.

Derivaremos una definicion de esta funcion a partir de la especificacion dada:

pre: #xs>0Ay#0
post: ev.xsy= (2 i:0<i<#xs:xsixy)

, ¥ planteemos la propiedad sobre la cual aplicaremos induccion, para asi calcular la
definicion de la funcién ev, la cual obtenemos a partir del planteo pre = post.

pre = post

(Def. de pre y post de ev)
#xs>0Ay £ 0= evxsy=(1:0<i<#xs: xs.iX)y)

( Logica proposicional: traslacion)
#xs>0=>(#20=evaxsy=(2i:0<i<#xs:xs.ixy))

Hemos modificado la expresion, a fin de que resulte explicito el argumento sobre el
cual se hara induccion, en este caso, la lista real xs no vacia:

P.xs :#xs>0=>(y¢0:>ev.xs.y:(zi:0$i<#xs:xs.iXyi))

aplicando induccidn sobre la expresion:

(Vxs:[Real] :#xs>0 :y#0= ev.xs.y = (Z i:0<i<#xs: xs.ixy))

Utilizaremos suposicion del antecedente en la implicancia del término, para utilizar la
igualdad en la derivacion.

Caso base: xs = [x],y#0

ev.[x].y

(especificacion de ev)
Ci:0<i<#[x]:[x].ixy)

(definicion de #;rango unitario)
[x].0 x y°

(aritmética con supuesto y # 0 ; definicion de .)
X

Paso inductivo: (z> x> xs),y # 0
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ev.(zr x> xs).y
= (especificacion de ev)
Ci:0<i<#(zvxv>xs):(zvx>x5).0iXY)
= (definicidn de #; separacion de un término)
(zrxpx5).0x YW+ Qi1 <i<l+#xv>xs):(zexpxs).ixXy)
= (definicién de indexar; cambio de variable dummy (f.i=i+1); aritmética)
XYW+ Qi 0<i<#xrxs):(zex>xs).(+1)xy™h
= (definicién de indexar; aritmética: calculo de potencia cony # 0)
2+ i:0<i<#xrxs): (x>x5).iXyXy)
= (distributividad de X respecto de )’ con rango no vacio)
2y X i:0<i<#(xvxs): (x> x5).ixy)
(hipdtesis inductiva )
Z+yXev.(x>xs).y

Por lo tanto una definicidn recursiva para ev es:

ev ;. [Real] — Real — Real
ev.[x].y = (y#0-x)
ev.(z> x> xs).y (y#0->z+yxXev.(x>xs).y)

Observemos como el supuesto que haciamos en la derivacion sobre la variable y #
0 se transformé en nuestra derivacion en una condicién dentro de la guarda para la
definicién de la funcién ev. Es importante no olvidarnos que la validez de nuestro
calculo para esta funcidn se sustento en el supuesto que haciamos, por lo tanto, deberd
ser contemplado también en la definicidn de la funcién que demos.

12.3. Modularizacion

Una técnica muy utilizada en la construccién de programas que ahora utilizaremos en la
derivacion de los mismos es la modularizacion. Esta técnica se utiliza cuando la solucion de un
problema requiere la solucién de un “subproblema”, y consiste en no atacar ambos problemas
simultdneamente sino por modulos, donde cada mdédulo es independiente del otro.

Veamos un ejemplo.

12.4)

Ejemplo. Queremos derivar la definicién de una funcién g :: [Int] — [Int] — Bool
que toma 2 listas no vacias y determina si todos los elementos de la primer lista son
mayores al minimo valor de la segunda lista.

Especificamos esta funcion de la siguiente manera:

pre: #xs>0 A #ys>0
post: gxsys=Ni:0<i<#xs:xs.i>minj:0<j<#ys:ys.j)
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A partir de esta especificacion derivamos g, haciendo induccién sobre xs:

Caso base: xs = [x]

g. [x].ys
(especificacion de g)
Mi:0<i<#x]:[x].i>@minj:0<j<#ys:ys.))
(definicion de #; rango unitario)
[x].0 > (min j:0 < j < #ys:ys.))
(definicion de .)
x>(minj:0< j<#ys:ys.))

Paso inductivo: (y> x> xs)

g.(y> x> x8).ys
(especificacion de g)

Mi:0<i<#yvxvxs):(yrxvxs)i>minj:0<j<#ys:ys.))
(definicion de #; separacion de un término)

(e x>x5).0>(minj:0< j<#ys:ys.j)A

Vi1 <i<#xvxs)+1:(>x>xs)i>minj:0<j<#ys:ys.)))
(cambio de variable dummy (f.i=1+1); aritmética; definicion de .)

y>minj:0< j<#ys:ys.j)A

VMk:0<k<#xvxs):yrxrxs)k+1)>@minj:0< j<#ys:ys.)))
(definicion de .)

y>@minj:0< j<#ys:ys.j)A

VMk:0<k<#x>xs):(xpxs)k>minj:0< j<#ys:ys.j)
(hipdtesis inductiva)

y>@minj:0< j<#ys:ys.j) A g(xv>xs).ys

Para obtener una definicién de g agregaremos una definicidn de funcién que calcule el
minimo valor de una lista. Llamamos a esta nueva funcién m y la especificamos de la
siguiente manera:

pre: #xs>0
post: m.xs=mini: 0 <i<#xs: xs.0)

La independencia de los moédulos significa que una vez definida m, debe quedar definida
g. Derivamos ahora la funcion m:

Caso base: xs = [x]
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m.[x]
= (especificacion de m)
(mini: 0 <i<#x]:[x].0)
(definicién de #; rango unitario)
[x].0
(definici6n de .)
X

Paso inductivo: (z> x> xs)

m. (Z»> x> xs)
= (especificacion de m)
(mini:0<i<#(z>xv>xs):(z> x> x5).0)
= (definicion de #; separacion de un término)
min((z> x> x5).0,(mini: 1 <i<#xexs)+1:(z>x>x5).0))
= (definicién de indexar; cambio de variable dummy (f.i=i+1); aritmética)
min(z,(min j: 1 < j+1<#xvexs)+1:(z>x>x5).(j+ 1))
= (definicion de indexar; aritmética )
min(z,(min j : 0 < j < #(xv> xs5) : (x> x5).j))
= (hipdtesis inductiva)y
min(z, m.(x> xs))

La definicién recursiva de g es :

g.[x].(y > ys) = x>m(y>ys)
g.(zr x> xs).(yrys) = z>m(yrys) A g.(xv>xs).(y>ys)
m.[x] = X
mz>(x>xs) = ( z=>m(x>xs) — m(x»>xs)
O z<m(x>xs) — z
)

12.4. Generalizacion por Abstraccion

En la seccién anterior hemos analizado ejemplos simples de derivacion de programas. Si
bien no hemos tenido inconvenientes en el proceso de derivacion de estos programas, no siem-
pre podremos construir un programa a partir de la especificacion utilizando la técnica dada, en-
contraremos ejemplos en los cuales la hip6tesis inductiva no puede aplicarse de manera directa.
Una técnica utilizada para resolver este tipo de derivaciones es la generalizacion por abstrac-
cion. La idea de ésta consiste en buscar una especificacion més general que la dada y que pueda
derivarse en forma directa. La funcion obtenida tendrd como caso particular la funcién que se
desea encontrar. Para encontrar la generalizacion adecuada se introducirdn pardmetros nuevos a
la funcidn.

Veamos un ejemplo.
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(12.5) Ejemplo. Supogamos que queremos hallar la definicidn recursiva de una funcién que
determina si todas las sumas parciales de una lista son mayores o iguales a 0. La espe-
cificacion de esta funcion estd dada por:

pre . true
post: pxs=Ni:l<i<#xs:sum(xsTi)>0)

donde p : [Int] — Bool. Derivemos ahora una definicion recursiva para p, haciendo
induccion sobre la lista.

Caso base: xs = [ |
p-11
(especificacion de p)
Vi1 <i<#]:sum.([]Ti)=>0)
(definicién de #; rango vacio)
true

Paso inductivo: x> xs

p. (x> xs)
(especificacion de p)
Mi:1<i<#(xvxs):sum.((x>xs5)Ti)>0)
= (definicidn de #; separacion de un término)
sum. (x> xs) T1)>0 A (Vi:2<i<1+#xs:sum.((x>xs5)Ti)>0)
= (definicién de T ; cambio de variable dummy (f.i=1+1))
sum. [x] >0 A (Vj:2<j+1<1+#xs:sum. ((x>xs)T(j+1))=>0)
= (definicion de sum; aritmética)
x>0 A Vj:1<j<#xs:sum ((x>xs)T(j+1))>0)
= (definicion de T)
x>0 AN Vj:1<j<#xs:sum. (x>(xsTj)=>0)
(definicion de sum)
x>20ANj:1<j<#xs:x+sum.(xsT j)=>0)

En este punto notamos que podria aplicarse la hipotesis inductiva de no ser por la x que
esta sumando. No parece haber ninguna forma de eliminar esta x por lo cual se propone derivar
la definicién de una funcién mds general que p. Llamaremos a esta funcion generalizada gp :
Int — [Int] — Bool y la especificaremos de la siguiente forma.

pre .  true
post: gpnxs=Ni:l1<i<#xs:n+sum.(xs7Ti)>0)

Esta nueva especificacion estd inspirada en la dltima expresion de la derivacion de p . Que
esta nueva derivacion pueda llevarse adelante dependerd de las propiedades del dominio en
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cuestion y puede no llegar a buen puerto o tener que volver a generalizarse a su vez. La progra-
macion es una actividad creativa y esto se manifiesta en este caso en la eleccion de las posibles
generalizaciones.

Antes de comenzar la derivacion de gp, debe determinarse si efectivamente gp generaliza a
P, 0 lo que es lo mismo, si podemos definir p en términos de gp. En el ejemplo, ésto se cumple
dado que p.xs = gp.0.xs, por lo tanto derivaremos gp directamente.

El caso base es similar al de p, el resultado es true por la aplicacién de rango vacio sobre el
cuantificador.

Paso inductivo: x> xs

gp.n.(x»> xs)
= (especificacion de gp)
Mi:1<i<#xvxs):n+sum. ((x>x5)T1i)>0)
= (definicién de #; separacion de un término)
n+sum.((x>xs) T1) >0 A (Vi:2<i<1+#xs:n+ sum.((x>xs)Ti)>0)
= (definicién de T ; cambio de variable dummy (f.i=1+1))
n+sum.[x] >0 A Vj:2<j+1<1+#xs:n+sum.((x>xs5)T(G+1)>0)
= (definicion de sum; aritmética)
n+x>0 A (Vj:1<j<#xs:n+sum ((x>xs)T(j+1))=>0)
= (definicion de T)
n+x>0 A Vj:1<j<#xs:n+ sum. (x> (xs7Tj)=0)
= (definicion de sum)
n+x>0A Vj:1<j<#xs:n+x+sum. (xs7Tj)=>0)
= (asociatividad de + ; hipdtesis inductiva)
n+x>0 A gp.(x+n).xs

El resultado completo de la derivacion es el siguiente programa:

p.XS = gp.0O.xs
gp.n.|] = True
gpn(x>xs) = n+x>0 A gp.(n+x).xs

Veamos otro ejemplo:

(12.6) Ejemplo. En el capitulo 10 especificamos la funcién bal : [Bool] — Bool, que deter-
mina si la lista que recibe como argumento contiene igual cantidad de elementos T rue
que False.

pre . true
post: balxs=((Ni:0<i<#xs:xsi)=(Ni:0<i<#Hxs:xs.Q))

Derivemos una funcién recursiva para bal haciendo induccién sobre xs.

Caso base: xs =[]
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bal.[ ]
(especificacion de bal)
(Ni:O0<i<#]:[]1D=Wi:0<i<#]:-[]0)
(definicién de #; rango vacio)
0=0
(igualdad de enteros)
true

Para probar el paso inductivo dividiremos la prueba en dos: trataremos primero el caso
en que el primer elemento de la lista es True y luego el caso en que es False. Es
necesario hacer ésto para poder derivar una definicién de funcidn, la cual depende de
este valor. La funcién derivada quedard definida por andlisis por casos.

Paso inductivo: x> xs

Caso x = True

bal. (True > xs)

(especificacion de bal)
(Ni:0<i<#Truev xs): (Truev xs).i) =
(Ni:0<i<#Truev xs):-(Truev xs).i))

(definicion de #; definicidén de N)

(+i:0<i<#xs+ 1 ATruevxs)i:1)=
(+i:0<i<#xs+1A=(Truev xs).i: 1))

(aritmética)

(+i:G=0Vvi<i<#xs+1)A(Truevxs)i:1l)=
(+i:((=0Vv1<i<#xs+1)A—~(Truevr xs).i:1))

(distributividad de A respecto de V ; particion de rango)
(+i:i=0ATruevxs)i: )+ (+i:1<i<#xs+1ATruevxs)i:1l)=
(+i:i=0A-(Truevxs)i: 1)+ (+i:1<i<#xs+1A-(Truevxs).i: 1))

(leibniz; definicién de .; definicion de False)

(+i:i=0ATrue: 1)+ (+i:1<i<#xs+ 1A (Truevxs)i:1)=
(+i:i=0AFalse: 1)+ (+i:1<i<#xs+ 1 A-(Truev> xs).i : 1))

(neutro de A ; elemento absorbente de A)
(+i:i=0:D+Hi:1<i<#xs+1ATruevxs).i:1)=
(+i:False: 1)+ (+i:1<i<#xs+1A=(Truevxs).i: 1))

(rango unitario; rango vacio, aritmética)
l+(+i:1<i<#xs+1ATruevxs)i:1)=
(+i:1<i<#xs+1A=(Truevxs).i: 1))

(cambio de variable dummy (f.i=1+1); aritmética; definicion de .)
Il+(H+j:0<j<#xsAxs.j:1)=(+j:0< j<#xsA-xs.j:l))

Aqui notamos que no es posible aplicar la hipotesis a raiz del sumando 1. Para el caso
en que x = False, tenemos el mismo problema, aparece un sumando en la segun-
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da cuantificacion. Decidimos entonces definir una funcién mas general gbal : Int —
[Bool] — Bool, cuya especificacion es:

pre . true
post: gbaly.xs =+ (Ni:0<i<#xs:xs.i)=[Ni:0<i<#xs:-xs.Q))

Notemos que es suficiente agregar una variable de tipo entera, ya que en el caso x =
False pasaremos restando el valor 1 a la segunda cuantificacion para poder aplicar la
hipétesis.

La derivacion de gbal es similar a la de bal y la dejamos como ejercicio. El resultado
obtenido de la derivacion serd el siguiente:

bal.xs = gbal.0.xs
gbal.y.[] = (=0
ghaly.(x>xs) = ( x=True — gbal.(n+1).xs

Ox= False — gbal.(n—1).xs

)

12.5. Ejercicios

12.1 Derivar una definicién recursiva para las siguientes funciones segun las especificaciones
dadas:

a) sumesp : Nat — Nat
pre: true
post: sumespn=i:0<i<n:2+1)

b) prod : [Int] — Int

pre . true
post . prod.xs =[] i:0<i<#xs: xs.0)
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c) igualk : Nat — [Nat] — Bool
pre: #xs>0
post . igualk.k.xs=Ni:0<i<#xs:xsi=k)

d) estak : Nat — [Nat] — Bool
pre: #xs>0
post . estak.k.xs = (Ai:0<i<#xs:xs.i=k)

e) mayoresk : Int — [Int] — Bool
pre: #xs>0
post . mayoresk.k.xs = (Vi:0<i<#xs:xs.i>k)

Derive una definicién recursiva de la funcién allEven : [Int] — Bool, que determina si
todos los elementos de una lista son pares.

Derive una definicién recursiva de la funciéon maxAtFirst : [Int] — Bool, que determina
si el primer elemento de la lista contiene al maximo.

Derivar una definicion recursiva para cada una de las especificaciones dadas de la funcién
iguales : [A] — Bool, la cual determina si los elementos de una lista dada son todos
iguales entre si. Comparar los resultados obtenidos en cada caso.

2) pre: #xs>0

post : iguales.xs =Ni:0<i<#xs—1:xs.i=uxs5(i+1))
b) pre: #xs>0

post . iguales.xs = (Vi:0<1i<#xs:xs.i=xs.0)
0 pre: #xs>0

post : iguales.xs = (Vi:0<1i<#xs: xs.i=last.xs)

Derivar una definicion recursiva de la funcion creciente : [Int] — Bool, que dada una
lista no vacia de enteros, determina si los elementos de la lista estan ordenados en forma
creciente.

Derive una definicién recursiva de la funcién sumacot : Int — [Int] — Bool, que dados
un entero n y una lista de enteros xs, determine si la suma de los elementos de xs es menor
an.

Derivar una definicion recursiva de la funcién p : [Nat] — Bool, que dada una lista no
vacia de naturales, determina si algin elemento de la lista es igual a la suma de los demds
elementos de la misma.

Derivar una definicién recursiva de la funciéon f : Int — [Int] — Bool, que determina
si el k-€simo elemento de una lista dada de enteros aloja el minimo valor de la misma.
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12.9 Derivar una definicion recursiva para la funcién consec_dif : [Int] — Bool, la cual recibe
una lista con al menos dos elementos y determina si para todo par de elementos conse-
cutivos de la lista se cumple que la diferencia entre ambos valores es igual al indice de
la primera posicién considerada. Por ejemplo, consec_dif.[1,1,2,4,7] = True, mientras
que consec_dif.[1,1000,1001] = False.

12.10 Derivar una funcién recursiva para la funcién g : [Int] — Int, que toma una lista de en-
teros y devuelve el producto de la diferencia de cada uno de sus elementos con la longitud
de la lista, satisfaciendo la siguiente especificacion:

pre: #xs>0
post: gxs=([]i:0<i<#xs: xs.i—#xs)

12.11 Derive una definicidn recursiva de la funcién check : [Int] — Bool, que dada una lista
determina si la cantidad de veces que aparece el minimo elemento en la lista es igual a la
cantidad de ceros de la lista.

12.12 En la seccién 12.4 se derivé una definicién recursiva para la funcién gbal : [Bool] —
Bool usando la técnica generalizacion por abstraccion. Otra manera de derivar una defi-
nicidn para esta funcion es utilizando la técnica modularizacion, donde se distinguen dos
modulos independientes:

pre: true
post . cantTrue.xs = (Ni:0 <i<#xs: xs.i)

pre . true
post . cantFalse.xs = (Ni:0<i<#xs:-xs.i)

Una vez que se obtienen las definiciones de estas 2 funciones se puede definir ghbal como:

gbal.xs = (cantTrue.xs = cantFalse.xs)

Completar esta definiciéon con las definiciones de cantTrue y cantFalse obtenidas por
derivacion a partir de sus especificaciones.

12.13 Calcule las siguientes funciones segun las especificaciones dadas empleando la técnica
de modularizacion. Si fuera necesario, puede replantear la especificacion de la funcién
(como en el ejercicio anterior), para calcular la definicion de la funcién requerida segtn la
técnica indicada.
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sumult : [Real] — [Real] — Bool
pre . true
post . sumult.xs.ys = (2 i:0<i<#xs:xs.)=([]i:0<i<#ys:ys.i)

cpi : [Int] = Bool
pre: true
post: cpi.xs=(Ni:0<i<#xs:par.(xs.i))=(Ni:0<i<#xs:impar.(xs.i)))

mimax : [Int] — [Int] — Bool
pre: #xs>0A#ys>0
post: mimax.xs.ys = ((min i : 0 <i <#xs: xs.0)>(max i : 0 <i < #ys: ys.i))

12.14 Especifique y derive una definicidn recursiva de la funcién k0t1 : [Int] — Bool que dada
una lista decide si existe algin cero en ella, o si todos los elementos son iguales al valor

uno.

12.15 Derive una definicidn recursiva para las siguientes funciones:

1. abr : [Char] — Nat, que determina la cantidad de paréntesis izquierdos ( “(” )

existentes en una lista de caracteres.

cerr : [Char] — Nat, que determina la cantidad de paréntesis derechos ( “)” )
existentes en una lista de caracteres.

ok : [Char] — Bool, que determina si la cantidad de paréntesis abiertos y cerrados
coinciden.

§Version 2015.1



