CapiTuro 11

Induccion y recursion
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11.1. Introduccion

Una técnica muy utilizada para demostrar propiedades sobre el conjunto de nimeros natura-
les, es el principio de induccion. Este principio provee una herramienta poderosa y facil de usar.
La idea de las demostraciones por induccidn se basa en lo siguiente: puesto que sumando 1 al
natural k se obtiene k+ 1 que es mayor que k, no existe ningtin natural que sea el mayor de todos.
Sin embargo, partiendo del nimero 1 se pueden alcanzar todos los enteros positivos, después de
un nimero finito de pasos, pasando sucesivamente de k a k+ 1. Supongamos entonces una cierta
propiedad P(n) que sabemos cierta para n = 1, luego si la propiedad es vélida para un entero
en particular y de esto se concluye que también serd valida para el entero siguiente, entonces se
podra afirmar que resultara cierta para todos los enteros positivos.

La idea de induccién se puede ilustrar de muchas maneras no matemadticas. Por ejemplo,
consideremos una fila de fichas de dominé ubicadas en posicion vertical y numeradas, de modo
tal que, si se cae hacia atrds la ficha situada en la posicion k hard caer a la que estd detrds, en la
posicion k + 1. En seguida, se puede intuir lo que occurriré si la ficha situada en la posicion 1 se
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230 11. INDUCCION Y RECURSION

cae hacia atrds. También, es claro que si fuera empujada hacia atrés la ficha en la posicién n; to-
das las fichas ubicadas por detrds de ésta caerian. Este ejemplo ilustra una ligera generalizacion
del principio de induccién.

11.2. Induccion matematica

Consideremos el siguiente predicado:

P.n:(Zi:lSiSn:in—l):n2 (11.1)

Por ejemplo, para nigual a 2 y 3 respectivamente, 11.1 establece que 1 +3 =22y 1+3+5 =
32, lo cual indica que P.2 y P.3 resultan true. ;Serd P.n cierto siempre?, o bien ;es verdera la
cuantificacion (Vn : N : 0 < n: Pn)?

Una forma de probar que P es cierta para todo nimero natural es demostrar que P. 0 es cierta
y que suponiendo que P es cierta para todos los naturales menores o iguales a un natural n dado,
entonces también es cierta P.(n + 1). Esta tltima afirmacion puede escribirse como:

VMn:N:0<n:POAPIA...AP(n—1)= Pn) (11.2)

Abhora, si ambas cosas son ciertas, podemos ver cémo construir una demostracion de P para
un nimero N dado:

e La demostracion de P.0 ya estd hecha.

e De la veracidadde P.Oy P.0 = P.1 (que no es més que (11.2) en la instancian := 1),y
usando Modus Ponens (3.77) concluimos que P. 1 es verdadera.

e Delaveracidadde POAP.1y P.OAP.1 = P.2(que no es més que (11.2) en la instancia
n := 2), y usando Modus Ponens (3.77) concluimos que P. 2 es verdadera.

e De la veracidadde POA...AP(N—-1)yPOA...ANP(N —-1) = P.N (que no es mas
que (11.2) en la instancia n := N), y usando Modus Ponens (3.77) concluimos que P.N es
verdadera.

Por supuesto, no necesitamos hacer todo esto para demostrar que P.N es verdadera, es sufi-
ciente saber que en principio, podemos hacer esto para probarlo.

El principio de induccion matemdtica, permite inferir a partir de las pruebas de P.0y (11.2)
que P.n es verdadera para cualquier natural .

Consideremos de nuevo el ejemplo. Demostraremos primero P. 0 (Ilamado caso base).

Caso base
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11.2. INDUCCION MATEMATICA 231

Xi:1<i<0:2xi-1)
(neutro de + (debido a que el rango es vacio) 6.4)
0
= (aritmética)
02

Demostraremos ahora el paso inductivo, suponiendo que P.0, P. 1, .. y P.n son ciertas de-
mostraremos que P.(n + 1) es cierta.
Paso inductivo

Qli:l1<i<n+1:2xi-1)
(Separacion de término (6.14))
Qli:l1<i<n:2Xi—-1)+2xnm+1)-1
(Hip6tesis inductiva P.n)
n”+2xm+1)-1
= (Aritmética )
(n+1)?

La prueba anterior, emplea una técnica que se utiliza a menudo: el lado izquierdo de P(n+1)
es manipulado de forma tal de “exponer” P.n, es decir, hacer posible el uso de la hipétesis de
induccién P.n. Aqui, con la separacion de término, se puso en evidencia a P.n.

El principio de induccion se formaliza en un axioma de nuestro cdlculo de predicados como
sigue, donde P : N — B:

(11.1) Axioma. Induccién Matematica sobre N:
MVMn:N:MMi:0<i<n:Pi)= Pn)= Mn:N: Pn).

El consecuente en el axioma 11.1 trivialmente implica el antecedente, con lo cual podemos
reescribir el axioma anterior utilizando Implicacién mutua (3.80) de la siguiente manera:

(11.2) Teorema. Induccién Matematica sobre N:
MVMn:N:MMi:0<i<n:Pi)=>Pn)=Nn:N: Pn).

En general utilizaremos el teorema 11.2 en lugar del axioma 11.1 para probar propiedades
por induccion, dado que este teorema es mas facil de usar por ser el operador = simétrico,
mientras que el operador = no lo es.

El caso P. 0 estd incluido en el axioma 11.1. Veremos ahora que al manipular el antecedente
el caso P.0 aparece.

MVMn:0<n:(Vi:0<i<n:Pi)= Pn)
(Separacion de término 6.14)
(Vi:0<i<0:P))y=POAWNVRn:1<n:(Vi:0<i<n:Pi)= Pn)
(Rango vacio 6.4)
(true =>POANVn:1<n:(Vi:0<i<n:Pi)= Pn)
(Neutro a izquierda de = 3.73; Cambio de dummy 6.15; artimética)
POAMR:0<n:(Vi:0<i<n+1:Pi)=>Pmn+1))
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232 11. INDUCCION Y RECURSION

Entonces, podemos reescribir el axioma 11.1 de la siguiente forma, que es la forma que
generalmente se usa cuando es necesario probar propiedades mediante induccion:

(11.3) Teorema. Inducciéon Matematica sobre N:

POAMWMn:N:(Vi:0<i<n:Pi)=Pn+1)=Wn:N:: Pn).

La primera conjuncién en el axioma 11.3 es el caso base de la induccién matematica, la
segunda conjuncion del antecedente:

VMn:N:(Vi:0<i<n:Pi)= Pn+1)) (11.3)

es el paso inductivo,y (Vi : 0 <i < n: P.i) se llama hipdtesis de induccion.

Para probar (Vn : N :: Pn) por induccién, probamos el caso base y el paso inductivo
por separado, y luego aseguramos en lenguaje corriente, que P.n se satisface para todo niimero
natural n. La prueba del paso inductivo, se hace probando (Vi : 0 <i <n: Pi) = Pn+1)
para un n > 0 arbitrario. Més atn, (Vi : 0 < i < n : Pi) = P(n + 1) se prueba usualmente
suponiendo (Vi: 0 <i < n: P.i)yluego probando P(n + 1).

El axioma (11.1) y los teoremas (11.2) y (11.3), describen la técnica de induccién sobre
todos los nimeros naturales, sin embargo, la induccidon puede realizarse sobre cualquier sub-
conjunto ng,ny + 1,ny + 2,... de N. La dnica diferencia es el punto de partida, el caso base
serd P.ny. Reformulamos entonces el principio de inducciéon matemadtica para estos casos del
siguiente modo:

(11.4) Teorema. Induccion matematica sobre {ng,ng + 1, ...}:

PnoAn(Vn:ny<n:(Vi:ny<i<mn:Pi)=Pn+1)=Nn:ny<n:Pn).

Veamos un ejemplo,

(11.5) Ejemplo. En este caso, queremos probar (V7 : 3 < n : P.n) donde

Pn:2xn+1<2".

Caso base
P.3es2x3+1 <23 locual es cierto.
Paso inductivo
Para un valor arbitrario n > 3, probaremos P.(n + 1) usando la hipétesis de induccion P.n.

§Version 2015.1



11.3. INDUCCION MATEMATICA 233

2n+1

= (aritmética)
2x2"

> <(hipétesis de induccién P.n)
2X2xn+1)

= (aritmética)
2X(n+1)+1+2xn-1

> (aritmética2 xn — 1 > 0, yaque 3 < n)
2X(n+1)+1

Aqui, para probar el paso inductivo, transformamos el lado derecho de P.(n + 1) en el lado
izquierdo. En vez de esto, podriamos haber transformado el lado izquierdo en el derecho o
también P.(n + 1) en true.

Nuestro siguiente ejemplo, concierne a los nimeros de Fibonacci. Estos nimeros son intere-
santes cuando trabajamos con induccién matemdtica, pero son muy interesantes también por si
solos. Fueron introducidos por Leonardo Fibonacci (1202) a quien se le debe el nombre.

Los primeros 8 nimeros de Fibonacci son 0, 1, 1,2, 3,5, 8, 13,y a excepcién de los primeros
dos, los siguientes nimeros se consiguen sumando los dos anteriores. Los nimeros de Fibonac-
ci, se definen recursivamente del siguiente modo:

fib.0 = 0
fib.1 = 1
fib.n+2) = fib.(n+ 1)+ fib.n

Como ya dijimos, esta sucesion de numeros tiene propiedades muy interesantes, algunas de
las cuales se presentan en los ejercicios. Vamos a demostrar ahora, una muy simple:

Mn:0<n: fibn<2"

Dada la definicién de fib, parece conveniente considerar dos casos base, cuandon = 0y
cuando n = 1. El paso inductivo podra considerarase entonces para n > 2.

Caso base

fib.0
(definicién de fib)
0
< 0<1)
1

@=1)

20

El caso base cuando n = 1 es similar al anterior.
Paso inductivo
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234 11. INDUCCION Y RECURSION

Sea Pn : fib.n < 2", vamos a partir de fib.(n + 2) y probaremos que es menor que 22

fib.(n+2)

= (definicién de fib)
fib.n+ fib.(n+ 1)

< (hipétesis inductiva P.n)
2" + fib.(n+ 1)

< (hipétesis inductiva P.(n + 1))
om oy 2(n+1)

< (la funcién 2* es creciente)
2(n+1) + 2(n+1)

= (propiedad de la funcién exponencial)
2(n+2)

11.3. Ayudas para pruebas por induccion

El primer paso para probar una cuantificacion universal por induccion es escribir la férmula
de la forma
(Vn:ng<n:Pn)
Esto significa identificar ny y también la propiedad a probar: P.n, la cual tiene que ser de
tipo booleano.
Por lo general, el paso inductivo
Mn:ny<n:(Mi:ny<i<n:Pi)= P(n+1))

se realiza probando (Vi : ny <i <n: Pi) = P.(n+ 1) para un arbitrario n > ny. Y esto tltimo,

se hace suponiendo P.n, ..., P.ny probando P.(n + 1). Esta clase de prueba, a menudo exige la
manipulaciéon de P.(n + 1) de alguna manera.
El objetivo de manipular P.(n+ 1) es hacer posible el uso de las conjunciones P.0, ..., Pnen

la hipétesis inductiva, es decir poner en evidencia la hipétesis inductiva. Por ejemplo, en (11.5)
reescribimos 271 como 2 x 2", de modo de poder usar Pn : 2 X n+ 1 < 2". Mientras que
en (11.1), obtuvimos P.n mediante separacion de término. En estos ejemplos pudimos probar
P.(n + 1) usando solo la hipétesis P.n, pero en otros casos necesitaremos mas de una hipotesis
inductiva para probar P.(n + 1).

11.4. Verificaciéon de programas
Utilizaremos el principio de induccién para comprobar que un programa (que en la progra-
macion funcional seria una definicién de funcién) satisface su especificacion. A ésto se lo llama

verificacion de programas.
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11.4. VERIFICACION DE PROGRAMAS 235

También utilizaremos induccion para construir una definicioén de funcién a partir de su es-
pecificacion. A esta técnica se la llama derivacion de programas, y la veremos en el capitulo
siguiente.

Si bien la técnica de verificacion de programas es muy ttil, ya que nos permite probar que
un programa es correcto segtn su especificacion, por lo general no es una tarea trivial, por lo
que es conveniente realizarla, al menos en parte, a medida que se construye el programa. Esta
construccién conjunta de programa y demostracion tiene la ventaja adicional de que la misma
nos va guiando en la construccion del programa.

Veamos un ejemplo en el que verificamos que la funcién f : Nat — Nat definida recursiva-
mente como:

.0 = 0
f.Ga+1) fi+2xi+1

satisface la siguiente especificacion:

pre . true
post: fi=i

Primero definimos la propiedad a probar (P.n) a partir de las expresiones booleanas pre y
post. Dado que la precondicion es true, P.n resulta:

Pn:fn=n’

Caso base

f.0
(definicién de f)

0
(aritmética)
02

Paso inductivo
Probaremos P.(n + 1) suponiendo la hipétesis de induccion P.n:

f(n+1)
(definicién de f)
fn+2xXn+1
(hipétesis inductiva )
n+2xn+1
= (aritmética)
(n+1)?

De esta demostracién concluimos que f satisface (¥ n : N :: f.n = n?).
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236 11. INDUCCION Y RECURSION

Veamos otro ejemplo de verificacion de programas: sea fac la funcidén que calcula el facto-
rial de un nimero, que definimos recursivamente como:

fac.0 = 1
fac.(n+1) (n+1)X fact.n

Vamos a probar que fact satisface la siguiente especificacion:

pre . true
post: factn=([]i:1<i<n:i)

A partir de esta especificacion, la propiedad a probar P.n resulta:
P.n:fact.n:(l—[izlsiSn:i)

Caso base P.0

fact.0
(definicion de factorial)
1
(Rango Vacio para [])
(ITi: false: 1)
(Aritmética en el Rango false =1 <i <0)
(ITi:1<i<0:9)

Paso inductivo
Probaremos P.(n + 1) suponiendo la hipétesis de induccién P.n:

fact.(n+1)

(definicion de factorial)
(n+1)X fact.n

(hipétesis inductiva)
m+Dx((li:1<i<n:i

(Separacioén de término)
(Jli:1<i<n+1:0)

Por lo tanto hemos probado que la definiciéon dada de fact satisface la especificacion dada.

11.5. Induccion sobre Listas

El principio de induccion puede también aplicarse a listas. Cuando aplicamos induccién
sobre los nimeros naturales, discriminamos dos casos: cuando el nimero es 0 y cuando es de
la forma n + 1 para algtn natural n. De modo similar la induccién sobre listas se basa en dos
casos: o bien la lista es vacia o bien es de la forma x > xs, para algin valor x y lista xs.
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11.5. INDUCCION SOBRE LISTAS 237

Por lo tanto, para demostrar por induccién que una propiedad P.xs se cumple para cualquier
lista xs, es suficiente demostrar que:

Caso base: P.[ ] se satisface, y

Paso inductivo: Si P.xs se satisface, entonces P.(x > xs) vale para cualquier x.

Esto es valido por el mismo argumento que ya hemos utilizado para induccién sobre nu-
meros naturales. Sabemos por el caso base que P.[ | se satisface, y entonces aplicando el paso
inductivo P.[x] también vale para cualquier x, (ya que [x] = x» [ ]), nuevamente, aplicando el
paso inductivo P.[y, x] vale para cualquier x e y, (ya que [y, x] = y»[x]), y asi sucesivamente. En-
tonces P.xs vale para cualquier lista finita xs. Es facil formalizar esta prueba por induccién sobre
el tamano de la lista xs, con lo cual el principio de induccién sobre listas, es una consecuencia
directa del principio de induccion sobre los niimeros naturales.

Al igual que en la induccidn sobre naturales, en la induccion sobre listas el caso base puede
ser una lista con ny elementos. En tal caso la hipétesis inductiva es P.xs, donde #xs > ng. Por
ejemplo, el principio de induccién puede ser reformulado para listas con al menos un elemento
como:

Caso base: P.[x] se satisface para cualquier x, y

Paso inductivo: Si P.(x > xs) se satisface, entonces P.(x" > x> xs) vale para cualquier x’.
Aqui concluimos que P.xs vale para cualquier lista finita con al menos un elemento.

En el Capitulo 8, enunciamos diversas propiedades sobre los operadores definidos sobre
listas sin dar una demostracion explicita. Vamos a probar ahora algunas de las propiedades
citadas.

Por ejemplo, vamos a demostrar que la concatenacion es asociativa:

xs H(ys +Hzs) = (x5 Hys) Hzs

para cada lista finita xs, ys 'y zs.
Si bien aparecen tres listas en esta propiedad, la demostracién se hace por induccién sobre
una de ellas: xs. Llamaremos P.xs a la propiedad a probar:

P.xs : xs H(ys +z5) = (x5 Hys) +Hzs

Caso base:

[1+(ys +zs)

( definicion recursiva de +)
VS +HZS

( definicion recursiva de +)
([ 1++ys) +zs
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Paso inductivo

Suponemos que P.xs es cierta para cualquier lista xs con #xs = n, entonces probamos
P.(x > xs):

(x> xs) H(ys +z5)
= ( definicion recursiva de +)
x> (xs H(ys +z5))
= ( hipétesis inductiva, pues #xs = n)
x> ((xs Hys) Hzs)
= ( definicion recursiva de +)
x> (xs Hys) Hzs
= ( definicion recursiva de +)
((x > xs8) Hys) Hzs

Otra de las propiedades que vimos relaciona la longitud con la concatenacion:

#(xs +Hys) = #xs + #ys

para cualquier par de listas finitas xs y ys.
Haremos la prueba por induccién sobre xs, con lo cual:

P.xs : #(xs +Hys) = #xs + #ys
Caso base:

#([ ] +ys)

= ( definicion recursiva de +)
#ys

= ( elemento neutro de la suma)
0+ (#ys)

= ( definicion recursiva de #)
#LD + (Hys)

Paso inductivo

Suponemos que P.xs es cierta para cualquier lista xs con #(xs) = n, entonces probamos
P.(x> xs):

#((x> x5) HYys)
= ( definicion recursiva de +)
#(x > (x5 Hys))
= ( definicion recursiva de #)
1+ (#(xs +Hys))
= ( hipétesis de induccion, pues #xs = n)
1 + (#xs) + (#ys)
= (‘asociatividad de la suma y definicién recursiva de #)
(#(x > x5)) + (#ys)
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11.6. Verificacion de programas con listas

Utilizaremos induccién sobre listas también para la verificacién de programas, es decir,
probaremos que una funcion satisface cierta especificacion por induccion.

Veamos un ejemplo, la funcién map : (A — B) — [A] — [B], la cual aplica una funcién
a cada elemento de una lista (por ejemplo, map.cuadrado.[3,5] = [9,25], o map.par.[3,5] =
[false, false]), puede definirse recursivamente de la siguiente manera:

map.f.[] = I
map.f.(x>xs) = f.x>map.f.xs

Probaremos que esta definicidn satisface la siguiente especificacion:

pre . true
post: (Vi: 0<i<#xs: (map.f.xs).i= f.(xs.i))

Primero derivamos la propiedad a probar, a partir de la especificacién dada, esto corresponde
a plantear:
P.xs : pre = post

puesto que true = p = p , por ser true neutro a izquierda de la implicancia, nuestra propiedad
a demostrar resulta:

Pxs : (Vi: 0<i<#xs: (map.f.xs).i = f.(xs.0))

Ahora probamos que P.xs es cierta para cualquier xs por aplicando la técnica de induccién sobre
listas.

Caso base:

Vi: 0<i<#[] : (map.f.[).i = f.([1.0)
( definicion recursiva de #)

Vi: 0<i<O0: (map.f.[D.i = f.([1.0)
(aritmética0 <i <0 = false)

(Vi: false : (map.f.[1).i = f.([1.0)
( Rango Vacio ¥ )

true

Paso inductivo
Suponemos que P.xs es cierta para cualquier lista xs con #(xs) = n, y probamos P.(x > xs), es
decir,

Hip: Puxs : Vi: 0<i<#xs: (map.f.xs).i= f.(xs.0))
Tes: P(x>xs): (Vi:0<i<#x>xs): (map.f.(x>xs)).i= f.((x>x5).0))

Tomaremos toda la tesis demostraremos que la misma es equivalente a true.
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240 11. INDUCCION Y RECURSION

Vi: 0<i<#(xv>xs): (map.f.(xv> xs)).i = f.((x> x5).0)
= (definicién de map; definicion de #)
Vi: 0<i<#xs+1 :(fx>map.f.xs).i= f.((x>x5).0))
= ( Sep. de un Termino)
(f.x>map.f.xs).0 = f.((x»xs5).0)) A
Vi: 1 <i<#xs+1: (fxemap.f.xs).i= f.((x>x5).0))
= ( Def. de Indexar dos veces; Cambio de Var Dummy i := i+ 1)
fx=fxA
VWi: 1<i+1<#xs+1: (fxemap.fxs).(i+1)=f.((x>x5).(i+1)))
= ( Reflexividad =; Neutro A ; Indexacion dos veces)
Vi: 1<i+1<#xs+1: (map.f.xs).i= f.(xs.0))
= ( Aritméticaen el Rango: 1 <i+ 1 <#xs+ 1 =0 < i < #xsLeibniz en el Rango)
Vi: 0<i<#xs: (map.f.xs).i= f.(xs.0))
( Hip de Induccién )
true .

Luego, teniendo las pruebas de que el caso base se cumple, y que el paso inductivo también,
podemos afirmar que nuestra propiedad:

(Vxs : [A] : #xs > 0: Pxs)

con,

Pxs: (Vi: 0<i<#xs: (map.f.xs).i= f.(xs.0))

es cierta. Por lo tanto, hemos verificado que nuestro programa map, satisface la especificacion
dada.

11.7. Ejercicios

Aclaracion y Notacion

El formato que seguiremos para las demostraciones por induccion de esta ejercitacion debera
responder a la siguiente estructuracién de la prueba. !

Queremos probar [1] (Vn : n > & ny: P.n) donde

Pn:™NE, [2]

Caso Base n = & ng [3]

< Demostracion de queP.ny = true >

'El simbolo % nos indica donde debemos instanciar cada caso particular de la propiedad.
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Paso Inductivo [4]
Probaremos P.(n + 1) suponiendo que la propiedad se cumple para:

Png,P(ny+1),...,Pn [4.1]

HI: Pny: SE,,P(ng+1): S Eyi,....,Pn: S E,. [4.2]
TESIS: P(n+1) : & E,

< Demostracion de que P.(n + 1) = true >

donde primeramente enunciaremos la propiedad que demostraremos [1], luego describiremos la
expresion sobre la cual aplicaremos el principio de induccién [2], dejando expuesta la variable
que pertenece al conjunto inductivo (en este caso los naturales). Por ultimo, separaremos los
dos casos que conforman la prueba por induccién: el(los) caso(s) base [3] y el paso inductivo
[4]. En este ultimo paso, muchas veces no utilizaremos todas las hipétesis inductivas tal cual
lo enunciamos en [4.1] y [4.2], por lo que comiinmente se suele escribir en los mismos s6lo
las hipétesis utilizada, como por ejemplo, la dltima hipdtesis: P.(n) : E,, o las dltimas dos
hipétesis: P.(n — 1) : E,_y, P.(n) : E, siempre dependiendo de la propiedad a demostrar. Estas
dos situaciones son las mds usuales, pero pueden existir otros problemas donde necesitemos
utilizar un subconjunto de las hipétesis distintas de la tltima y la pentltima.

11.1 Probar las siguientes expresiones aritméticas por induccién sobre n

a) Paran>0,Yi:1<i<n:i)=nx(m+1)/2.

b) Paran >0, i:0<i<n:2xi+1)=n>

¢) Paran>0,3i:0<i<n:3)=3"-1)/2.

d) Paran>0,0i:0<i<n:P¥)=nxm+1)x2xn+1)/6.

11.2 Probar por induccion sobre n que 4" — 1 es divisible por 3 cuando n > 0. Es decir,

Mn:n>0:4"-1)mod3 =0).

Para la prueba le resultardn utiles las siguientes propiedades del operador mod con n # 0:

mod_+ ((amodn)+ (bmodn))modn = (a + b) mod n
mod_Xx ((amodn) X (bmodn))modn = (a X b) modn

11.3 Probar por induccién sobre n que n* < 2" cuando n > 4.

Observacion: Resulta ultil el teorema ya demostrado en el ejemplo 11.5 mediante el cual
se afirma que:

MVMn:3<n:2xn+1<2").
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11.4 Dada siguiente definicion de la funcién de fibonacci:
fib.0 =0
fib. 1 = 1
fib.n+2) = fn+fib.(n+1)

Probar las siguientes expresiones aritméticas por induccién sobre #,

a) Paran>0,(3i:0<i<n: fibi)= fib..n+2)—1.
b) Paran>1,3i:0<i<n:(=1) x fib.i) = (=1)" X fib.(n — 1) — 1.
¢) Paran >0, i:0<i<n: fib.2xi+1))=fib.2xn+?2).

11.5 Definimos la funcién f recursivamente asi:

f0 =0
fn+1) = 2xX fn+1

Probar por induccién que f.n = 2" — 1 cuando n > 0.

11.6 Demostrar cual es el error en el siguiente razonamiento, que demuestra que un grupo
cualquiera de gatos estd compuesto sélo por gatos negros.

La demostracion es por induccion en el niimero de gatos de un grupo dado.
Para el caso de 0 gatos el resultado es inmediato, dado que todo gato del
grupo es negro. Consideremos ahora un grupo de n + 1 gatos. Tomemos un
gato cualquiera del grupo. El grupo de gatos restantes tiene n gatos, y por
hipdtesis inductiva son todos negros. Luego, tenemos n gatos negros y uno que
no sabemos atin de que color es. Intercambiamos ahora el gato que sacamos
con uno del grupo y un grupo de n gatos. Por hipotesis inductiva los n gatos son
negros, pero como el que tenemos aparte también es negro, entonces tenemos
que los n + 1 gatos son negros.

11.7 Dada siguiente especificacion y definicidn de la funcién de Npot:

Npot : Nat — Real — Real
Pre: x+#0
Post: Npotn.x = Xx"

Npot : Nat — Real — Real
Npotnx = ( x#0An=0 — 1
O x#0An>0 — xXNpot.(n—1).x

)

verifique que N pot satisface la especificacion dada.
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11.8 Dada siguiente especificacion y definicion de la funcion de Nsum:

Nsum : Nat — Nat
Pre: true
Post: Nsumn=2i :1<i<n:i

Nsum : Nat — Nat
Nsum. 0 = 0
Nsum.(n+1) = (n+1)+ Nsum.n

verifique que Nsum satisface la especificacion dada.

11.9 Consideremos las definiciones de las funciones vistas en el Capitulo 8:

1)  hd.(x>xs)=x i) t.(x>xs) = xs
iif) init.[x] = [] i) last.[x] = x
init.(x> x'>xs5) = xv (init.(x' > x5)) v last.(x> x> x5) = last.(x’ > xs)

Demostrar las siguientes propiedades:

a) init.xs = xs T (#xs — 1)
b) init.(xs +[x]) = xs

c) last.(xs +[x]) = x

11.10 Probar las siguientes propiedades de las operaciones sobre listas. Considere en cada caso
quen>0ym>0.

a) (xs Tn) +H&xsln)=uxs
b) (xsln)Tm=(xsT(m+n)ln

¢) (xsln)lm=xs| (m+n)
11.11 Probar las siguientes propiedades:

1. (Vi: 0<i<#xs :(xs+ys)i] = xs[i])
2. (Vi: #xs <i < #(xs+ys) : (xs Hys)[i] = ys[(i — #xs)])

11.12 Verifique si los siguientes programas satisfacen la especificacion que los acompaiia:
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sum : [Int] — Int sum : [Int] — Int
a) sum.[ ] = 0 Pre: true
sum.(x > xs) = X+ Ssum.xs Post: sum.xs = (Zi: 0 <i<#xs: xs.0)
prod : [Int] — Int prod : [Int] — Int
b) prod.| ] = 1 Pre: true
prod. (x> xs) = xX prod.xs Post: prod.xs = (Ili : 0 <i <#xs: xs.0)

par : [Nat] — Bool
¢) parl] = frue
par(x>xs) = xmod?2 =0 A par.xs

par : [Nat] — Bool
Pre: true
Post: par.xs =(Vi: 0<i<#xs: xs.imod 2 = 0)

nulo : [Int] — Bool
d) nulo.[x] = x=0
nulo.(x' > x > xs) x' =0 A nulo.(x > xs)

nulo : [Int] — Int
Pre: #xs > 0
Post: nulo.xs = (Vi: 0 <i<#xs: xs.i =0)

11.13 Probar que la siguiente definicion de la funcién split : Nat — [A] — ([A], [A]):

split. 0.xs = ([1x9)
split.(n+ 1).[ ] = (LI[D
split.(n+ 1).(x>xs) = (x»ys,25)

[ (vs,zs) = split.n.xs ]

satisface la especificacion:

pre . true
post . split.n.xs = (xs T n,xs | n)
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