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Definicion: Sea ;(n/ n—1,0) un predictor de la salida y(n) dados los datos hasta el

instante n-/ y dado el vector de parametros 6 . Se dice que el predictor es optimo, en el
sentido de media cuadratica, si minimiza la varianza del error de prediccion.

A continuacioén, derivaremos la expresion del predictor Optimo para algunas
estructuras de modelo particulares [1].
Consideremos la estructura de modelo lineal general dada por:

M(©):  y(n)=G(q".0)u(n)+H (g ,0)e(n)

E{em)e’ (s) }=AS5,

donde: y(n) € R"  vector de salida
u(n) € R" vector de entrada
e(n) € R"  ruido blanco con media cero
0 € D c R” vector de parametros

D= 0/H'(q",0)yH '(¢”',0)G(q",0)son asintdticmente estables
G(0,6)=0; H(0,0)=1; Aesdefinidanonegativa

= La notacién M(0 ) denota un modelo particular, dentro de la estructura de
modelo, correspondiente al valor del parametro 6.

Notar que e(n) es ruido temporalmente blanco (lo cual significa que e(n) y e(s)
no estan correlacionados, como lo pone de manifiesto la funcidén delta que
multiplica a la matriz de covarianza). Sin embargo, e(n) no necesariamente es
espacialmente blanco, ya que la matriz de covarianza A no es en general una
matriz diagonal.

* La forma en que se defini6 D se justificard mas adelante.

Se asume que u(n) y e(s) no estan correlacionados para n < s (= lazo abierto). A partir
de la estructura de modelo lineal general:

y(n)=G(q™".0)u(n)+H(q",0)e(n)

se puede obtener una expresion del ruido e(n), como se muestra a continuacion:
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H(g™0)e(n) = y(n)— G(g™ ,0)u(n)
e(n) = H™(q".0)y(n) - G(g".0)um)] (*)

Luego, el predictor optimo sale de plantear:

y(n) = G(q™ O)u(n)+ H(g™",0)e(n) =
= G(q™.0)u(n)+[H(g",0)—Ie(n)+e(n)

y reemplazando (*) en la expresion anterior:

y(n)=G(g™",0)n) +[H(g".0)~1H " (¢7,0)y(m) - G(g ™", 0)u(n) |+ e(n) =
—H ' (q",0)G(q™,0)u(n) +[1-H ' (g7,0) () +e(n) =
=z(n)+e(n)

donde se ha definido:
2(n) = H'(¢7.6)G(q"0)u(n) + |1~ H(¢™.6) y(n)
Notar que z(n) y e(n) no estan correlacionados, ya que la hipotesis 6 € D implica que:
H0,0)=1=H"'0,0)=1

por lo que el término [I -H ‘l(q‘l,e)]y(n) depende solo de valores pasados de la salida
y(n—-1),y(n—2),... que por lo tanto no estan correlacionados con e(n).

Sea y*(n)un predictor arbitrario de y(n) basado en los datos hasta el instante n-/. La
matriz de covarianza del error de prediccion resulta:

Efeme" m)}= E{ [y -y ][y -y )] }=
= E{[z0)+ et -y )| [z) + e(m) - y ()] }=
= E{ [z(n) - y*(n)] [Z(I’l) - y*(n)]T }+ A=A

Puede verse entonces que si y“(n) = z(n), el predictor resulta 6ptimo (en el sentido de
media cuadratica) ya que la covarianza del error de prediccion resulta minima.

Ademas, notar que el error de prediccion resulta:
£(n,0) =e(n)

Finalmente, ¢l predictor éptimo resulta:

Ynln—10)=H"(q".0)G(g" Oum)+[-H (g ,0)[y(n)
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y es denominado one step ahead predictor (predictor de un paso en avance).

El error de prediccion resulta:

e(n,0) = H'(¢,0)y(n) - G(g™,0)u(n)]

Notar que la hipdtesis planteada anteriormente sobre que 6 esté restringida a D, implica
que el predictor es estable (ya que especificamente, se pedia queH '(g~',0)sea
asintdticamente estable), lo cual justifica la definicion del conjunto D.

Ejemplo:

Consideremos el siguiente modelo ARMAX:
y(n)+ay(n—-1)=bu(n—1)+e(n)+ce(n—1)

donde e(n) es ruido blanco con media cero y varianza A”.

Esto se puede escribir de la forma:
(1+ag™)y(n) =bg  u(n)+(1+cq " )e(n)

lo cual nos conduce a la siguiente expresion:

-1

bq u(n)+ Me(n)

S e T g
Luego:
1oy bg™! -1 gy (1+cq™)
a0 = 0= e

Para poder obtener una expresion del predictor optimo, primero se deben imponer
ciertas condiciones sobre G(q~',0)yH(q',0):

G(q™',0) debe ser asintoticamente estable = |a|<1

H(qg™",0) y H'(q"",0) deben ser asintéticamente estables = |a|<1 y |c|< 1

Finalmente, el predictor éptimo resulta:

. -1 -1
Y(n/n—-1,0) = 1—”‘1‘1_1 yny+-24 —u(n) =
I+cq I+cq

= [M]y(m + [L_l]u(n)

I+cqg l4+cq™
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Pasando a una ecuacién en diferencias, el predictor éptimo para el modelo ARMAX
resulta:

Y1/ n=1,0) = —c y(n—1/n—-2,0)+(c —a)y(n—1)+bu(n—1)
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