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Introduccion

Los sistemas lineales y estacionarios quedan completamente caracterizados por su funcioén
transferencia, ya que la respuesta del sistema a una entrada arbitraria puede calcularse si se conoce
la entrada, las condiciones iniciales y la funcion transferencia del sistema.
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Como es bien sabido, la funcion transferencia es el cociente entre la transformada (de Laplace o Z)
de la salida y la correspondiente transformada de la entrada, asumiendo condiciones iniciales nulas.
En el area de identificacion de sistemas existen diversos métodos que permiten estimar la funcion
transferencia a partir de datos de entrada-salida del sistema. Uno de estos métodos es el denominado
analisis espectral, que consiste en la determinacion de una estima de la funcion transferencia a partir
de estimas de los espectros de la entrada y la salida, de alli el nombre de andlisis espectral. Este
método es generalmente clasificado como un método de estimacidon no-paramétrico por no utilizar
en forma explicita un vector de parametros de dimension finita en la biisqueda de la mejor estima
del modelo, si bien en su implementacion practica se determina un nimero finito de parametros
para describir la funcion transferencia del mismo.

Revision de conceptos
Consideremos a la sefial en tiempo discreta (DT — Discrete Time) de energia finita x(rz), su DTFT
se define como:

X(w)= Zx(n)ef"'“’" (1)
la que fisicamente representa la descomposicién de x(n) en sus componentes frecuenciales. Una
caracteristica muy importante que posee X (w) es su periodicidad. Como el rango de frecuencias
para una sefial en DT es en el intervalo (—m,7), esto se refleja en X(w) haciendo que sea
periodica, con periodo 27 .

Conociendo la DTFT de la sefal, ésta puede recuperarse mediante la Transformada Inversa de
Fourier en Tiempo Discreto (IDTFT — Inverse Discrete Time Fourier Transform) que se define
como:

1 = .

x(n)=—| X' dw )

2r
La definicion de la DTFT en (1) implica que deben conocerse infinitos valores de la sefial en DT
x(n), lo que obviamente hace imposible que (1) pueda utilizarse para el calculo. Para poder realizar
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un procesamiento digital de la sefal es necesario tomar un numero finito de valores, definiéndose la
Transformada Discreta de Fourier (DFT — Discrete Fourier Transform) de una secuencia {x(n)} de
N muestras equiespaciadas entre si como:

=

-1
X(k): x(n)e*.ﬂfrlm/N , k=0,1,2,..,N -1 (3)

n

I
(=1

la que resulta una herramienta computacionalmente implementable. Se define la Transformada
Inversa Discreta de Fourier (IDFT — Inverse Discrete Fourier Transform) como:

1 N-1

x(n):ﬁ X(k)ejzﬂk”/N, n :0, ], 2,,“’]\/’_1 (4)

n=0

Formulacion del problema
Sea un sistema lineal y estacionario (SLE) caracterizado por su respuesta al impulso {4(r)}"_, como
el representado en la Figura 1.

P
u(n) - y(n) un) €
—» ), —» y(n) e R"
h(n) € R™P

Figura I: Sistema Lineal y Estacionario

Nos interesa determinar como se modifica el espectro (densidad espectral de energia) @, (w) de la
entrada u(n) al pasar a través del SLE.

Asumiendo que u(n) es un proceso estocastico estacionario, su espectro estd definido como la
DTET de su matriz de covarianza R, (/) (momento centrado de segundo orden), es decir:

®, ()= SR, () 5)

donde:
R, (l)=E{[u(n+l)—mu][u(n)—mu]T} (6)

con m, el valor medio o momento de primer orden de la entrada u(n) dado por:

m, = Efu(n)} (7)

La respuesta del sistema a la entrada u(n) viene dada por:

y<n>:§oh<k>u<n—k> (8)

donde asumimos que el sistema es causal por lo que 4(n)=0 v n<0.
Asumiremos también que el sistema es BIBO estable lo que implica que ||h(n]| — 0 cuando
n— oo,
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Bajo estas condiciones, la sefial y(n) resulta estacionaria. Nos interesa entonces calcular su valor
medio m ,, su matriz de covarianza R (1) y su densidad espectral de energia D (w); a la vez que

su matriz de covarianza cruzada R, (1) y el espectro cruzado @ W ().

La ecuacion (8) puede escribirse como:

y(n)= gh(k)q_ku n
= Hlg™ Ju(n)

donde se ha definido el operador (matriz) transferencia:

H(q‘1)=ioh(k)q"‘ (10)

)

De (8) es facil ver que:

m, = E{y(n)}
_ E{ih(k)u(n—k)}
gh(k)E{u =)

Insertando (7), tenemos:

,; . (11)
H(m,

En (11), H(1) puede interpretarse como la ganancia estatica del SLE (probarlo !!!).

Analizaremos ahora de qué forma estan relacionadas las desviaciones de entrada y salida respecto a
sus valores medios.
Definiendo las desviaciones como:

y considerando las expresiones (7) — (11), resulta:

¥(n)= kz(;h(k)un—k) Eh (k)m,

= Z,h(k)[u(n ~k)-m,]

8

= h(k)u(n—k) (12)

—Zoh(k)q (n)

=H(g" Ji(n)

8
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Vemos que {ii(n),7(n)} estan relacionadas en la misma forma que {u(n), y(n)}, por lo que sin
pérdida de generalidad podemos asumir que m, =0 y reemplazar {#(n), 7(n)} por {u(n), y(n)}en
las expresiones de las respectivas matrices de covarianza.

La matriz de covarianza de y(n) resulta:

R, (n)=E{(n+ 1" (O

., {[2 Mo +1 1) SAGMG = ]}

=)

E{ZZ DY s)hT(s)} 13)

8

Zh(k)E{u (n+1—ku'" (1 s)}n (s)

0

Il
Mx

=~
Il
o

s

h(k)R, (n+ s —k)h" (s)

1]
Mx
M

=~
1l

0 s=

(=]

que no provee mucha informacion. Sin embargo, pasando al dominio transformado de Fourier se
obtiene una expresion util para la densidad espectral de energia @ (w) de {y(n)} . Se tiene

entonces:

®, ()= YR, (1)

n=—oo

- iiih(k)& (n+s—kh" (sl

n=—cok=0 s=0

Considerando el cambio de variable n+s—k=m = n=m—s+k, resulta

22 ()R, (m)h (s )~/ m=s+%)
zRu (m)e mezh )ejazs

m=—oo

H(w) @, () H (0)

®,(0)=H®,@)H (@) (14)

Il
[\48 ‘I'Mx

=~
I
(=]

donde (0) indica el transpuesto conjugado.
Para el caso SISO (Single Input — Single Output) resulta:

®, (0)=|H ) @, () (15)

La matriz de covarianza cruzada R, (/) entre la salida y la entrada resulta:
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R, ()= EV(n+ 1" (n)}
=E{ih(k)u(n +l—k)4T(n)}

- (16)
=N h(K)E U +1 -k (n)}
k=0
> hkR, (k)
k=0
El espectro cruzado resulta entonces
@, (@)= R,
J=—co
= S S ()R, (1 - k)
I=—co k=0
Considerando el cambio de variable /| —k =m = [ =m + k , resulta
©,, @)= SR, (m)e
m=—co k=0
:i —jok zR (m)e jom
k=0 m=—oco
H(w) @, (@)
Es decir
®,(0)=H), ) (17)

La expresion (17) se puede usar para estimar la respuesta en frecuencia H (@) del sistema a partir

del espectro de la entrada y el espectro cruzado salida — entrada. Para esto es necesario poder

estimar estos espectros a partir de los datos de entrada salida. La estima H (@) resultaria entonces:
H)=0, (o), () (18)

donde @, (w) y @, (w) son las estimas de ® . (@) y @, (@) respectivamente.

Considerando que {u(n)}, {y(n)} son sefiales de duracion finita N y causales, la (matriz) de

covarianza cruzada puede estimarse a partir de los datos como:

1 N-mdz(1,0)

R,)== D ym+u"(n) (19)

n=l-min(1,0)
para N lo suficientemente grande. Aqui estamos asumiendo implicitamente la propiedad de
ergodicidad (reemplazamos la media muestral por la media temporal).
Luego, una estima de @ (@) puede calcularse como:

N

¢, (@)= Z e

. (20)

1 N N-mdz(1,0)

X S

Nl —Nn=l-min(l,0)

Haciendo el cambio de variable s = n +/, resulta:
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s=1 n=l

:—Zy(s)e szuT(nk’w" 21)
= —Y V(W (@)

donde hemos definido:

Yy (@)

D s (22)

s=1

u(n ™™ (23)

M=

Uy (a)):

n

Es claro que la aproximacion (21) presenta un problema desde el punto de vista de la
implementacion, ya que “@” es una variable continua y por lo tanto hay infinitos valores de “®
en el intervalo fundamental [- 7, 7].

Esto obviamente se soluciona calculando (21) en un nimero N de frecuencias equiespaciadas en el
intervalo [~ 7, 7], es decir en:

Las ecuaciones (22) y (23) calculadas en las frecuencias @, =2mk/N constituyen las

Transformadas Discretas de Fourier (Discrete Fourier Transform - DFT) con N-puntos de las
sefiales {y(n)} y {u(n)} respectivamente.

o)=Yy )= 2 ¥k (24)
U, @)=U, ()= ulwl” 25)

Estas DFT pueden implementarse eficientemente con los algoritmos de Transformada Répida de
Fourier (Fast Fourier Transform — FFT).
Resumiendo, una estima de @, () puede computarse para las frecuencias o, =27k/N , como:

b=, (W) 26)

En forma analoga puede probarse que una estima de @ () puede calcularse como:

¢, (0)= 1, 0V @) &0

donde para la implementacion se calcula en las frecuencias @, =27k/N , es decir

&, (©,) = Uy (W3 () e8)
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Finalmente, considerando (21) y (27), la estima de la respuesta en frecuencia del sistema en (18)
resulta:

@)=Y, (@U; @, @U; @) (29)

que para el caso escalar (SISO) resulta:

()= 1x@) (30)

que se implementa como:

Ato)= %)

U, b

donde w, =27k/N y k=12,..,N.

La estima (30) se denomina “Estima de la Funcion Transferencia Empirica” (Empirical Transfer
Function Estimate - ETFE).

Periodograma

Al valor U, (@)U} (@)= |U v (co)2 se lo denomina periodograma de la sefal {u(n)} y representa la

contribucioén a la potencia de la sefial de la componente de frecuencia “® .
Se verifica

)Y

N
k=1

U(%] - u(ky (32)

que constituye una de las formas de la Identidad de Parseval.

Extension
Los resultados de esta seccion, derivados para procesos estacionarios, se extienden, con las
apropiadas interpretaciones, para sefales cuasi-estacionarias, es decir procesos estocasticos con

componentes deterministicas. Recordar que en este caso la media y la covarianza estaban definidas
como:

m, = Al]mi%itE{u(n)} (33)
R, (l)= Al/mzo%iE{[u(n + l)—mu][u(n)— mu]T} (34)
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