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1. Introduccion

Dada la estructura de regresor lineal

y(n) =" (m)0+v(n) (1.1)

la estima de minimos cuadrados (lineales) se obtiene minimizando un criterio cuadratico de los errores de
prediccion, es decir

ALS . . 1< T r T
0} = argmin VN(9)=arggm{ﬁZ(y(n>—¢ m8) (y(m)—¢ (n)e)}
resultando

o1 <[ S oo [ 3t

n=1

Si se caracteriza a la perturbacion V(n) como un proceso estocastico, entonces la estima de minimos
cuadrados resulta una variable aleatoria, y tiene sentido analizar sus propiedades estadisticas. En

. . . . . . . . e . ALS
particular interesa determinar la consistencia' de la estima, es decir analizar a qué tiende la estima 0y

cuando el nimero de datos tiende a infinito (/N —> o).

Dada la estructura de modelo (1.1) se asumiré para el andlisis que existe una realizacion particular V(1)

del ruido, y un valor 90 del vector de parametros tal que los datos puedan expresarse como

y(n) =" (n)6, +v,(n)

A 0, selo denomina valor verdadero del vector de parametros.

La estimacion de minimos cuadrados puede pensarse como un mapeo entre el espacio de los datos de
.y N N . . .
mediciéon Z° = {y(n),u(n)}n=1 y el espacio de parametros D,, < R’ ,i.e.
N HLS b4
Z" >0, eD,cR
. . . ALS .
La idea es analizar que tanto se aproxima 6~ a @, cuando N — o0, en un marco probabilistico.

2. Analisis de Consistencia

La estima de minimos cuadrados viene dada por

' Ver la seccion 5. Apéndice, por la definicién de estimador consistente.
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NLS _ L S T B i <
Oy —{ NZ(o(n)(o (n)} { N;co(n)y(n)}

n=1

NLS _ L S T ) i S T
Oy { N;(p(n)(p (n)} { N;(p(n)(p (n)<90+¢(n)vo(n)}

ALS i - T B i S
Oy =06, + {N ;¢(”)¢ (n)} [N ;¢(”)Vo (”)}

y se puede, entonces, escribir el error de la estima como

VLS _pn _ i S T K i S
0y -6, = { N;(D(W (n)} { N;(p(n)vo(n)} @.1)

Para asegurar la consistencia de la estima debe asumirse que la primer sumatoria en (2.1) converge a una
matriz invertible cuando N —> o0, es decir

1 & T : .
ﬁZgo(n)go (n) > R,(0) asN —>o R (0)invertible
n=1
La consistencia requiere entonces que la segunda sumatoria tienda a cero cuando N — 0. Si se asume

ademas que los procesos son ergddicos, en el limite cuando N — 00, puede reemplazarse la media
temporal por la media muestral, es decir:

1 N
5 2V (1) = E[p(m)vy ()] 2)
n=l1
y por lo tanto la condicién
1 S —0
L2 ol ()20 = Elplny ()] =0
n=0

Es decir, p(n) y v,(n) tienen que ser no correlacionados. Esta condicion se cumple si los regresores

son deterministicos o, en el caso de que no lo sean, si el ruido es ruido blanco.

Concluyendo se puede decir que si se verifica que

2 0w, () > E[p(nv, ()]

cuando N — o0 y ademas

(1 ,
lim {ﬁ 2 9(me (n)}
es no singular, entonces para que la estima de minimos cuadrados sea consistente se debe verificar que
E[p(n)vy(m)]=0,
es decir que los regresores estén no correlacionados con el ruido. Esto se da si:
3 {Vo (n)} es ruido blanco (variable aleatoria independiente e idénticamente distribuido (iid))
o bien si

¢ la secuencia de regresores {(p(n)} es una secuencia deterministica

3. Propiedades de la Estima de Minimos Cuadrados

El siguiente Lema establece las condiciones bajo las cuales la estima de Minimos Cuadrados es una
estima no desviada, y ademas provee una expresion para la covarianza de la estima y una estima no
desviada de la covarianza del ruido.
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Lema ([2], [1])
Dada la estructura de modelo (1.1)

y(n) =" (M)O+v(n)—>Y, =@ 0+v, 3.1)
con v(n) =e(n) ruido blanco con media nula y covarianza &, se asume que existe 6, tal que los
datos verifican

y(n)=p ' (n), +e(n)—>Y, =®' 0, +v,

para alguna realizacion particular del ruido. Entonces se verifica:

A

LS . . . HLS
1. 6 es una estima no desviadade @, i.e. E {HN } =0
Si ademas los regresores son deterministicos
n -1
LS 2 T N . . . .
2. COV(&’N ) =0 ((I)(D ) . Provee la desviacion respecto a la media, es decir da una cuantificacion

de la incertidumbre de la estima.

A,f,S)N
p

VN(
N_

3. Una estima no desviada de & viene dada por &y = ,donde p=dimé.

Prueba
1. La estima de minimos cuadrados esta dada por

0L =(00") " @Y, =(007) (D76, +v,)=6, +(0D") v,
entonces
E{é,@S} =0, + E{(chDT )" O VN}
y como V,, es ruido blanco es no correlacionado siempre, por lo tanto

E{G) =0,

E {(é,@s -6,)(6v -6, )T} =E {(CDCDT ) ov i (00! )1} _
= (00" ) DE{v,v |0 (00"
(por la hipdtesis de que los regresores son deterministicos)

y como E {VNV](,} =01, setiene

A n T _
E{(Hf,s -6, )(«91@3 —60) } =0’ (0" 1
3. Se tenia que el criterio cuadratico en los errores de prediccion estaba definido como
1
V(@)= ﬁgﬁ (0)sy(0)
donde £,(0) =Y, —®'0 — E, (0)=D" (6, —0)+v, , entonces
1 T 1
Vy= W(YN ~@'0) (¥, -0'0)= W[Y,ay,v ~0'®Y, ~ V[0 +0"DD"0 | =

:%[Y]\{YN _Y]\{CDT ((I)(I)T)_I(DYN_Y;@T(@@T)—I q)YN e

1o (007) (@07 ) (007 ) o7, |-

1 -1
:N[YNTYN ~Y 0" (00") deN}
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considerando que Yy, = @8, + v,

-1

(00 (070,00, )(070, 50, ) 0 (007) (070, )
= %[GOTQ)G)THO +O DV, +vi DO, +viv, -0 dDTO, -0 DV, —---

VTG, VDT (00T ) chN}
calculando la esperanza
E{VN (éfvs )} Z%E{VIJ\-,VN}—%E{V]{,@T ((I)(I)T)_l chN} (3.2)
donde
E{vivy}=No’ (3.3)

E {vacDT (0p0") @ VN} =E {Tr(v;cpf (00") D, )}
y como Tr(AB) = Tr(BA)

-1

E{v;qf (p07)" (DVN} - E{Tr(va,’;cDT (v07) q))}
introduciendo la esperanza dentro de la traza

E{vf,(DT (oo”)" chN} = Tr(E{va;}qf (chDT)’1 cD) -

i (3.4)
=Tr(achT(ch>T) ICI)):Tr(Uzlp):GZp
Introduciendo (3.3) y (3.4) en (3.2) resulta
j 1 pl_(N-p
s\ _ 4 2 2 \_2[1_P |- 2
E{VN(HN )}—N(Na o p) o} (1 N] ( N ja
Es decir que una estima no desviada de &~ es OA']zV =V ( Ajf,s ya que
N-p
A N
A2 _ LS — 2
Bl =V, (65 )}—N_p o
[
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4. Apéndice (Definiciones)

Procesos (estocasticos) estacionarios
Un proceso aleatorio {V(n)} se dice “débilmente” estacionario (o estacionario hasta momentos de

segundo orden) si:

m,=FE {v(n )} = constante

14

R, (T)i E {(V(n) -m, )(V(n - T) -m, )T } depende solo de la diferencia temporal T

Procesos cuasi-estacionarios

Un proceso {u(k)} se dice cuasi-estacionario si los siguientes limites definiendo la media m, y

covarianza R (7) existen

= hm Eu tant
m, WL 4 Z = constante
R (7 ( hm ZE { u(k)—m )(u(k T) ) } depende solo de la diferencia
temporal 7
Por simplicidad suele usarse la notacion
hm Eie
N—w N Z
Ergodicidad
Un proceso aleatorio se dice ergddico (hasta momento de segundo orden) si
1 N a.s.
— > v(n) > E{v(n)}
NS
1 N a.s.
ﬁz v(k+7)Wv(k)— E{v(k+7)v(k)}
k=1
para N—oco.

Estimador Consistente

Una estima 6, se dice consistente si se verifica

éNL)HO para N — o0

Estimador No Desviado (unbiased)

Una estima € v del vector de parametros 90 se dice no desviada si se verifica
Ef, =0,

En caso que no se verifique esta condicion, a la diferencia E {HN }— 6, se la denomina desvio de la
estima.
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