Descomposicidon en Valores Singulares
(SVD: Singular Value Decomposition)
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ILa SVD y sus Aplicaciones

La Descomposicion en Valores Singulares (0 SVD por sus siglas
en inglés) de una matriz es la descomposicion en tres factores. Dos
de ellos son matrices ortogonales, lo cual le confiere un interés
especial. La razon es que las transformaciones ortogonales
preservan normas y angulos; en particular, preservan las longitudes

de los vectores de error que son inevitables en los calculos
nuMEricos.

Este método de factorizacion tiene interes teorico y practico a la
vez. Entre sus muchas aplicaciones esta la estimacion mas fiable
del rango de una matriz en forma numérica.

Los Métodos de Subespacio estan basados en la SVD Yy tienen
diferentes aplicaciones tales como identificacion de sistemas,
Identificacion ciega, recepcion de sefales de radar, etc.

ISIS J. C. Gdmez & G. Bartolini 2



Una matriz A € R™" es ortogonal si y solo si

AT A=1 esdecir |AT =A"

En forma equivalente, si la matriz A=[q, -~ a,|eR"™ es

ortogonal sus columnas forman un conjunto ortonormal de
vectores; es decir, cumplen con

1 si i=7
al.T-aj:é'l.j:{ o ] i,j=1...,n
0 si i#]

Anéalogamente, las filas de A también son ortonormales.
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Sea una matriz A € R™", puede descomponerse 0 escribirse como

| A=U-X-V’ i

denominada Descomposicion en Valores Singulares de A, donde
U= [ul U, ... um] e R™"
V=[vw v, ... v,] € R™

son matrices ortogonales y X € R™" es una matriz diagonal tal
que
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donde p=min(m,n) y o0,20,2...20,20 son los valores
singulares de A.

Las columnas de la matriz U (u,,u,,...,u,) son los vectores
singulares izquierdos de A.

Las columnas de la matriz V. (v,,v,,...,v ) son los vectores
singulares derechos de A.
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En muchos casos basta con hacer una SVD de tamano reducido (o
“economy size” SVD o también “thin” SVD), que para una matriz

A € R™" resulta

>
A=lU U Jd ... . VT
[ 1 Z]mxm ” [ ]”X” para m>n
=U,- X -V’
Y
N L ]
VZT para m<n
-U-2°V,
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donde las matrices U, yV, eR™", UeR™", VI eR™y

O,
o, %
Y = con p=min(m,n)
> .

Cuando la matriz A es tal que m>>n (0 m<<n), la matriz U (0
V') resultante puede ser bastante grande y la mayoria de sus
columnas (o filas) estaran multiplicadas por filas (o columnas) de
ceros en la matriz X. En este caso, la SVD de tamano reducido
ahorra tiempo de ejecucion y espacio en memoria, ya que
produce matrices X"y U; (0 V1') de menores dimensiones.
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1) Dadas la matriz A, Y su SVD, sus valores singulares (o;) Yy sus
vectores singulares izquierdos y derechos (u, y v.) cumplen con

A-v, =0, u, _
i=1,...,min(m,n)

2) Si la matriz A, tiene rango r, con » < p = min(m,n) entonces

e A tiene r valores singulares no nulos

0,20,2...20,>0,,=...=0,=0

e ¢l espacio nulo de A esta dado por
null(A) =span{v_,,v_,,...,v |
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e ¢l espacio de columnas de A es
ran(A) = span{u, ,u,,...,u, }

e vy la SVD de A puede expresarse como

r

T

A:ZO'Z. ‘U -V,
i=1

3) Definicion de la Norma-2 de una matriz, inducida por la norma-
2 (Euclidea) de vectores:

A (HAXHZJ xeR" x#0

Aplicada a la SVD de A:

HAH2 =0, (méaximo valor singular)
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Definicidn de la Norma de Frobenius de una matriz:

A m n
HAHF=Jzzaf,- AcR™

i=1 j=1

Aplicada a la SVD de A:
A

2 2 2 :
=0; t0, +...+0, con p=min(m,n)

i HAXH2 o xeR" x#0
p = min(m,n)
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4) Definicion del Numero de Condicion de una matriz:

K(A) iHAHp -HA‘1HP A eR™

Si consideramos la norma-2 resulta
A=U-Z-VI—sA*=v.2 .U’

_ 1
M=o 8=
luego
K(A)="
O

n

Si el valor de K(A) es muy grande la matriz A esta “muy proxima”
a ser singular.
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5) Sea la matriz A e R™" con rango r, queremos hallar una matriz
B e R™" conrango k <r tal que la distancia en norma-2 |A - B|,

sea minima.

Puede probarse que si

A=ZGZ. ‘U, -vl.T
i=1
es la SVD de A, entonces
i T
B = ZGZ. U -V,
i=1

Ademas el error que se comete en la aproximacion es minimo y
vale

HA B BHz = Oju1
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