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Conceptos Fundamentales de Probabilidad, Variables
Aleatoriasy Procesos Aleatorios

1. Teoria Béasica de Probabilidad

La Teoria de Probabilidad trata con fendmenos que pueden ser modelados por experi-

mentos cuyos resultados estdn gobernados por el azar (se denominan experimentos

aleatorios). Estos experimentos al eatorios estan caracterizados por

*  Los experimentos son repetibles bajo idénticas condiciones

*  El resultado de un experimento es impredecible

* S d experimento se realiza un gran nimero de veces, € resultado exhibe un cierta
regularidad estadistica (se observa un comportamiento promedio).

Denominamos evento a uno de los posibles resultados de un experimento aleatorio. Sea
A un evento y supongamos que en n veces que se realiza e experimento, € evento A

ocurre N, (A) veces. Lafrecuencia relativa asociada al evento Aesd cociente

gue verifica

Si el evento A no ocurre nunca, entonces N,(A)/n =0, en tanto que si ocurre las n

veces que se redizael experimento N, (A)/n=1.

Cuando la frecuencia relativa converge a mismo limite a medida que n crece, puede
definirse la probabilidad del evento A, como

. aN.lA)S
P(A) =limé (Ao
neye N g

Puede pensarse que un experimento aleatorio y sus resultados definen un espacio con
sus puntos. Este espacio se denomina espacio muestral (el conjunto de todos los
posibles resultados del experimento) y sus puntos se denominan muestras.
Denotaremos al espacio muestral con S. El especio muestral completo S se denomina

evento seguro, en tanto que e conjunto vacio AEse denomina evento nulo o
imposible.

Estamos ahora en condiciones de dar una definicion axiomética de probabilidad. Un
sistema de probabilidad consiste de latripla:
1. Unespacio muestral Sde eventos elementales (resultados de experimento)

2. Unaclase € deeventos gue son un subcojunto de S.
3. Una medida de probabilidad P(- ) asignada a cada evento A en la clase

€, quetiene las siguientes propiedades
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iy P(S)=1

(i) Of£P(A£1

(iii) Si A+ Beslaunion dedos eventos mutuamente excluyentes en la
clase €, entonces

P(A+B)=P(A)+ P(B)
Propiedades

1. P(K) =1- P(A), donde A esel complemento del evento A
2. S ALA,--+, Ay son M eventos mutuamente excluyentes con la propiedad

A_‘L+A2+"'+AM =S

entonces

PlA)+Play) -+ P(Ay ) =1

3. Cuando los eventos Ay B no son mutuamente excluyentes, entonces la probabilidad
del evento unién “Ao B” eg

P(A+B)=P(A)+P(B)- P(AB)
donde P(AB) es la probabilidad del evento conjunto“ Ay B”.

Probabilidad Condicional
Consideremos un experimento gque involucra un par de eventos A y B. Denotamos con

P(B| A) alaprobabilidad del evento B dado que el evento A ocurric. La probabilidad

P(B | A) se denomina probabilidad condicional de B dado A. Asumiendo que A
tiene probabilidad no nula, la probabilidad condicional resulta

P(B|A):%

donde P(AB) es la probabilidad conjuntade Ay B.
Esféacil ver que

* P(AB)=P(B|A)P(A)
* P(AB)=P(A|B)P(B)
* P(B | A): P(AILI(BA)\I)D(B) (Regla de Bayes)

Si severificaque P(A| B) = P(A), entonces P(AB) = P(A)P(B),ysedicequelos
eventos Ay B son estadisticamente independientes.
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2. Variables Aleatorias

En la teoria de probabilidad, una variable aleatoria escalar X es considerada como €l
resultado de un experimento en un espacio muestral que representa la coleccion de las
posibles salidas. Cuando la variable aleatoria X puede asumir sdlo un nimero finito de
valores en cualquier intervalo finito de observacion, se dice que X es una variable
aleatoriadiscreta. S en cambio, la variable aleatoria X puede tomar cualquier valor en e
interval o de observacion, se dice que lamisma es una variable aleatoria continua.

Para describir |as propiedades de las variables aleatorias se necesita dar una descripcion
probabilistica de las mismas.

Sea X una variable aleatoria y considérese la probabilidad del evento X £ x. Esta
probabilidad se denota:

P(X £ x)

Es claro que esta probabilidad es funcion de la variable muda x. Se define entonces a
ésta como lafuncién de densidad de probabilidad acumuladaF, (x):

F, (x)=P(X £ x)
o simplemente funcién de distribucién delavariable aleatoria X.

Una descripcion alternativa de la probabilidad de una variable aleatoria X se logra

usando |a derivada de F, (x) para obtener la funcién de densidad de probabilidad
(pdf) de lavariable aleatoria X.

El nombre densidad de probabilidad se debe a que la probabilidad de que x, £ X £ x, se
obtiene como:

P(x1 £XE xz): 612 Py (x) dx

Es decir que la probabilidad de que X1 [xl, xz] es igua a area bao la curva de
densidad de probabilidad en ese intervalo.

Es facil de ver que para X asumiendo valores en e intervalo (a,b) la funcién de
distribucién esta dada por:

Fy (X) = (5 Px (X) dx

Como la probabilidad del evento cierto X <b es F, (b) =1y laprobabilidad del evento
imposible X <a es F,(a)=0, seconcluye que
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b
Q Px (X) dx=1
donde podriaresultar que a=-¥ y b=+¥.

Para analizar el comportamiento promedio de |os resultados de un experimento aleatorio
se define lamedia o valor esperado de la variable aleatoria X como:

b
m = E[X]= @x px (x) ax
donde E denota €l operador esperanza matematica.

Se define también el momento de orden n de lafuncién de distribucion de probabilidad
delavariable aeatoria X , como:

E[X "] = (Sx” P, (x) dx

Es claro que é momento de primer orden (n=1) es el valor medio o valor esperado de la
variable aleatoria X. EI momento de segundo orden (n=2) es el valor medio cuadréatico
de X.

De forma similar, se definen los momentos centrales de orden n que no son mas que

los momentos de la diferencia entre la variable aeatoria X y su vaor medio m , es
decir:

E(x - m)"]= Slx- m)" pe(x) ox

Para n=1 e momento central resulta nulo, en tanto que paran=2 el momento central de
2do orden se denominavarianza de lavariable aleatoria X, y se denota:

sz =valx]=E[x- m|= §(x- m) pe(x)dx

Las raiz cuadrada de la varianza, 0 sea s, , Se denomina desviacion estandard de la
variable aleatoria X.

La varianza de una variable aleatoria es en cierta forma una medida del grado de

aleatoriedad de la variable, ya que da una indicacion de cuanto se desvia la variable con

respecto a su valor medio. Més precisamente, se verifica la siguiente desigualdad de
Chebyshev:

s 2

P(x - m|e)e =

para cualquier nimero positivo e.
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Una variable aeatoria (escaar) se dice que tiene una distribucion Gaussiana o Normal
si su funcion de densidad de probabilidad esté dada por:

1 I (x- m)u
X) = expj- Xy
px( ) Sy ’_2p IO% 252 g

Es facil de probar que los momentos de orden n, con n3 3, quedan univocamente
determinados por |os momentos de primer y segundo orden, o sea el valor mediom y la

varianza s ; .
Cuando una variable aleatoria tiene distribucidon Gaussiana, se denota:
X-N(m .s2)

Las variables Gaussianas juegan una papel muy importante ya que se encuentran
frecuentemente cuando se hacen andlisis estadisticos de numerosos sistemas fisicos.

Momentos Conjuntos:
Cuando se considera un par de variables aeatorias X e Y, un conjunto de pardmetros
estadisticos importantes en este caso son |os momentos conjuntos definidos como:

EX'Y¥]= QX ¥* puy(x y) dxdy (1)

donde py,(xy) esla funcién de densdad de probabilidad conjunta de las
variables aleatorias X e Y que se define como:

_ TR (xy)
Px.y (X’ Y) = W

donde asu vez, F,  (x,y) eslafuncién de distribucién conjunta de X e Y definida
como:

Fxy (x, y) = P(X EXYE y)

Un momento conjunto de gran importancia es la correlacion definida por E[X Y] que
correspondeai =k =1en (1).

Las correlaciones entre |as variables centradas E[X - E[X]| e E[Y - E[Y]] se denomina
covarianzade X eY, y se denota:

cov[x Y] = E[(X - E[x]) (v - E[Y])
[lamando my, = E[X] ym = E[Y] resulta:
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cov[X Y] = E[X Y] -mm
3. Proceso Aleatorio

Si se consideran ahora sefidles que son funcion del tiempo y que son aeatorias en €
sentido que antes de llevar a cabo un experimento no es posible describir exactamente la
forma de onda que presentaran las sefiales observadas. En este caso, cada elemento del

espacio muestral es una funcion del tiempo X; (t) El conjunto de funciones del tiempo

(espacio muestral) se denomina proceso aleatorio o proceso estocastico que se
denotara X(t).

Se asume entonces la existencia una distribucion de probabilidad definida sobre una
apropiada clase de conjuntos del espacio muestral.

Estacionariedad:
Un proceso aeatorio X(t) se dice estrictamente estacionario si la distribucion
conjunta de cualquier conjunto de variables aleatorias obtenidas observando el proceso

aleatorio X(t) es invariante con respecto a la ubicacion del origen t=0. Si se denota
X(t,), X (t,),--- X (t,) las variables aleatorias obtenidas observando el proceso X(t) en

losinstantes t;, t,,--- t,, entonces el proceso es estacionario en sentido estricto Si:

FX(t1+t),X(t2+t),---X(tk+t)(X1’ Xpyoe Xk) = Fx(tl),x(tz),---x(tk)(xl’ Xpyoe Xk)

paratodo intervalo de tiempo t , todo k, y todas las posibles elecciones de los tiempos
ty, by by, donde Fypxx@) (X Xo0m X, ) €slafuncion de distribusion conjunta de

las variables aleatorias X(t, ), X (t,),--- X (t, ).
Para un proceso aeatorio estacionario X(t) se definala mediade X(t) como e valor

esperado de la variable aleatoria obtenida observando el proceso en algin tiempo t, 0
sea:

m (t) = E[(t] = ), x Py (x) ox

donde px(t)(x) es la funcion de densidad de probabilidad de primer orden del proceso.
Se deduce que para un proceso estacionario, px(t)(x) independiente det y por lo tanto:

mt)=m "t

Lafuncién de auto correlacion del proceso X(t) se define como el valor esperado del

producto de las variables aleatorias X(t,) y X(t,) en los instantes t, y t,
respectivamente, es decir:

¥ ¥
Rx (t1’ tz) = E[X (tl) X(tz)] = Q Q X X px(tl)x(tz)(xv Xz) dX1 dXz
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donde Py () x,) (X, X,) eslafuncion de densidad de probabilidad de segundo orden.

Para un proceso estacionario, la funcién de auto correlacion depende sélo de la
diferencia t,-t,, esdecir:

Rx(tlitz) =Ry (tl' tz) 1,

Lafuncién de auto covarianza del proceso estacionario X (t) se define como:

Cx (tl’tz): E[(X(tl)' I‘T)()(X(tz)- I‘T})] =Ry (tl' tz)' g,

Parael caso més general de tener dos procesos aleatorios X(t) e Y(t) con funciones de

auto correlacion R, (t,u) y R, (t, u) respectivamente , se definen las dos funciones de
correlacion cruzada:
Ry (t u) = E[X (1) Y(u)]

Ry (t. u) = E[Y (u) X ()

Las propiedades de correlacion de los dos procesos se pueden representar entonces en
forma matricial, definiendo la matriz de correlacion de los procesos aeatorios X(t) e
Y(t) como:

R(t,u) = éR(t,u) Ryt u)d

Ryltu) Rt u)f

Si los procesos aeatorios X(t) e Y(t) son cada uno estacionarios y ademéas son
conjuntamente estacionarios, entonces la matriz de correlacién puede escribirse como:

dondet =t- u

Ergodicidad:
La esperanza matemética de un proceso aleatorio X(t) constituye & promedio en €

ensamble E[X (t)] = del proceso, que para el caso de un proceso estacionario resulta
gue también puede calcularse el promedio temporal alo largo del proceso:

ny(T):%(‘i x(t) dt,

gue obviamente es una variable aleatoria que depende del intervalo de observacion
-TELET.
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Un proceso aeatorio se dice ergédico hasta momentos de segundo orden si se
verifican las siguientes condiciones:

i Iimm (T)=m

T®¥

i.  limva[m(T)]=0

T® ¥

Un proceso aleatorio X(t) cuya funcion de auto correlacion esta dada por:
E[X(t)- X(t-t)]=R,{t)=rd(t)
con r3 0 se denomina ruido blanco. Resulta facil de verificar que € espectro de
densidad de potencia es constante para todas | as frecuencias.
4. Vector de Proceso Aleatorio
En las secciones anteriores se trataron las variables aleatorias escalares. En esta parte se

generalizan las relaciones presentadas para e caso de vectores n-dinensionales
compuestos por procesos aleatorios escalares, de laforma:

xt)=[x(t) x(t) - %]
En virtud de los atributos de las variables aleatorias Gaussianas y de su mas difundido
uso, sblo se hara referencia a vectores de procesos aleatorios Gaussianos con valor
esperado nulo.
Lafuncién de densidad de probabilidad para estos vectores estard dada por:

p&):(;‘*Xp}' - el R x- E[;])g

p) Jaar 1 2

donde R eslamatriz de covarianza de x definida por:

r=€|(x- [ (x- lx]'| @

Esta matriz R es simétrica pertenecientea A" "y para el caso en consideracion resulta
delaforma:

{eE[xl(t)Z] 0 0 U
nob O Elx, ()] 0 g
é 0 o a
& 0 0 Elx, ()2
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ya que no existe correlacion entre diferentes muestras. Por otra parte, R se puede
expresar en forma alternativa como:

R (0) 0 0 o
é G
noe O R, (0) 0 ¢
: 0 o
e u
&g 0 Rxn(o)l]
0 bien
f 0 - 0y
R=8 0 x(f - o
: 0 . _iu
§0 0 Xt G

Esta tltima forma de expresar la matriz de covarianza R del vector de proceso aleatorio

Gaussiano >_<(t), muestra que la misma es una matriz diagonal en la cual la diagonal
principal esta conformada por los valores cuadraticos medios (rms) de las componentes
del vector aleatorio x(t).
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