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Introduccion

e La mayoria de los sistemas tienen un comportamiento no lineal, excepto en
un determinado rango de operacion donde pueden ser considerados lineales.

e Modelos Lineales aproximan al sistema no lineal alrededor de un punto de
operacion.

e La performance del modelo lineal (i.e., sus caracteristicas predictivas) se ven
deterioradas al variar el punto de operacidn del sistema no lineal.

e Para describir globalmente el comportamiento del sistema se debe recurrir a
Modelos No Lineales.
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e La gran variedad de modelos no lineales hace que no sea posible obtener
métodos generales de identificacion, sino solo para determinadas clases de
modelos no lineales.

e Muchos sistemas no lineales pueden ser representados por la interconexion
de sistemas lineales estacionarios y no linealidades estaticas. Estos modelos
se denominan orientados a bloques (block-oriented nonlinear models). Las
no linealidades estaticas aparecen por ejemplo debido a saturacion de
actuadores, sensores con caracteristicas no lineales, etc.

e De entre los modelos orientados a bloques, los que han sido mas estudiados
son los Modelos Hammerstein y los Modelos Wiener.
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Modelos No Lineales

e Modelos Hammerstein

u(t) )l | v(t)

A 4

NL LTI

e Modelo Wiener

u(t) ) |, y(t)

LTI (> NL

e Modelo Hammerstein-Wiener

u(t) ()
—»| NL1 |-+ LTI |» NL2}|—»

e Modelos orientados a blogues: Incluyen los anteriores mas otras posibles

conexiones (serie, paralelo y en retroalimentacion) de bloques LTI y no
linealidades estaticas.
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e Modelo regresivo lineal, con regresor como funcion no lineal de los datos
pasados

)A’(tae): 01@1 (“[’yt_l)"_ez(pz (”tayt_l)"'"' +9d¢d (u[’yt_l): (PT(tb

®;  funciones no lineales arbitrarias de los datos pasados

Problema =¥ Como elegir las funciones ¢;

Posibles soluciones
¢ Expansion tipo caja negra. Por ejemplo:

?; ut,y’_l) polinomios en las entradas y salidas pasadas.

¢ Uso de leyes fundamentales (fisica, quimica, etc.) para detectar las no
linealidades en el sistema.
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e Modelos No Lineales en Espacio de Estados

x(t+1)= f(t,x(2),u(t),0(),0)

y(t) = h(e,x(t),u(1),0(),6)
donde

o(r).v(r) son perturbaciones (procesos aleatorios)
6 vector de parametros (desconocido)

NB: El problema de hallar un predictor 6ptimo para este modelo no lineal
estocastico es muy dificil (no existe solucidn finito dimensional).

e Modelos No Lineales Tipo Caja Negra

Predictores de la forma:

#16)=glz",0) (1)
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donde
Z'": datos pasados

7' = ()= (), y(Oule)

Problemé] —» Como elegir & (o0)

Posibles Soluciones
» Uso de regresores

g(2.60)=glp(1).0)

o()=9(z')  vector de regresién

= Un modelo més general seria permitiendo que el regresor dependa del
parametro

0(t.6)=9(z"",6)
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2 Con este enfoque, el problema de elegir g(z,6) en (1) se descompone en
dos problemas:
1. Como elegir el vector de regresion o) como funcién de los datos
pasados.
2. Cémo elegir la funcién no lineal g(¢.6).

= Ejemplos de regresores
Por analogia con los modelos lineales se pueden obtener modelos NARX,
NARMAX, NOE, NFIR.
Los mas comunes son modelos NARX y NFIR, en los cuales el regresor
depende solo de valores medidos (no estimados).

= Ejemplos de funciones g(®.6)
Tipicamente se utiliza expansion en funciones base
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g«o,e):gakgk«o) 2)

A 4
0=lo, - a,] vector de parametros

g,(*) . funciones bases

Problema Clavee —» Como elegir las funciones base
Posibles Soluciones
o Series de Volterra

k

&k (‘P) =Q
donde ¢" = {‘Plkl 0,0, }, con

k,+k,+-k,=k
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- Enfoques mas modernos
Tienen las siguientes caracteristicas:
" Todas las &: estan formadas a partir de una funcion base madre w(x).
= Esta funcion X(x) es funcién de una variable escalar X .
» Tipicamente las & son versiones escaladas (dilatadas) y trasladadas de

().

Por ejemplo para d =1, se tendria
g:(@)=2.0.B.7.)=xB,(0~7,))

donde B, son los parametros de escalado, y 7: son los parametros de
traslacion.
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Ejemplos de 'funciones base madre'
» Serie de Fourier (caso escalar)

(x) = cos(x)

» Funciones seccionalmente constantes

{1 si 0<x<1
K(x)=
0 coc

con 7, =kA, B, =¥\, y a, = f(ka). Esto da una aproximacion
seccionalmente constante de cualquier funcion en un intervalo A .

a Clasificacion de Funciones Base

> Bases Locales: las variaciones significativas de la funcion se dan en
un entorno.

> Bases Globales: tienen una variacion significativa en todo el eje real.
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- Funciones Base Multivariables

» Producto Tensorial
gk((P) 8 ‘Poﬂka%c HK(ﬂk (q) -7i ))

» Construccion radial
Las funciones dependen solo de la distancia de ¢ a un dado punto
central (centro).
)

donde H'H g, denota una dada norma en el espacio de los regresores @ .

2. (@)=g,@.B7.)=xlo-7,

Tipicamente

L =0 B

donde B es una matriz de escalado definida positiva.
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» Construccion ridge
Las funciones dependen sélo de la distancia de ¢ a un dado hiperplano
gk(go):gk((pﬂﬂk7’/k):K(ﬂkT¢+Yk) > (Pemd

La funcidn es constante para todos los ¢ que pertenecen al hiperplano

{q)e R:B, o= const}
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o Calidad de la aproximacion
El modelo usando expansion en funciones base resulta

g<¢,e)=k'z;akx<ﬁk(¢—m)

¢ Surge el interrogante de cudn bien esta expansion puede representar a
cualquier posible sistema real '&o ().
La respuesta es que (excepto para polinomios) cualquier funcion
madre «(x) permite aproximar cualquier razonable £, ()
arbitrariamente bien para un n suficientemente grande.
¢ Otro interrogante que surge es la eficiencia de la expansion, es decir
cuan grande debe ser n para lograr un determinado grado de
aproximacion.
No hay una respuesta general para esto.
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Identificacion de Modelos Hammerstein
e Modelos Hammerstein
o Método no iterativo (Bai, 1998)

—k>N(°)—>%(%%—>é->

B0 ) N, Yo, ()

donde y:.u, y VU: son la salida, entrada y perturbacion en el instante &,

respectivamente, &; (*) son funciones no lineales usadas para describir la no
linealidad estatica N(¢), y
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Alg™)=1+aq" ++a,q”
B(q_l):blq_1 +--+b,q" ’

con ¢ denotando el operador desplazamiento directo.

Se asume que los o6rdenes ”,M,S, y las funciones no lineales g;(*), son
conocidas, y que el objetivo es estimar los parametros de la parte lineal:
(a,-a,b,-b,), y de la parte no lineal: (¢, -c,), a partir de datos de
entrada-salida.

Una eleccién tipica de las funciones g,(¢) es & (4, )=u's_ en cuyo caso, la
parte no lineal queda representada por una expansion polinomial.

La ecuacion (1) puede escribirse

Vi =—Zajyk_j +22bjciu"k_j +v, (2)
j=1

i=1 j=l

Definiendo los vectores
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T
9_(al’...’an’blcl’...,bmcl,...,blcr,...,bmcr)
(Pk:(_yk—la"'a_yk—n9uk—19"'9uk—m’
2 2
u k—l,"',u k—my *°°,

r r T
U1, U kem)

la ecuacion (2) puede escribirse
T
Ve =0¢, 0+, 3)

. . . N L4
Finalmente, considerando el conjunto de N datos Wiy }kzl , la ecuacidn
(3) puede escribirse

Y, =®, 0+V, (4)
donde

YN:(ylﬂ"'ayN)T > VNZ(UI,---,UN)T,
(DN :(¢1""9¢N)
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A

Luego, la estima de minimos cuadrados €. del vector de parametros 6
viene dada por

b=@,0, ) ®,7, (5)

siempre que la inversa exista. Definiendo ahora los vectores

a=(a,,-a,) ,b=b,.b, ) ,c=(c,c)
y la matriz
be, bec, - bec,
T I e
b,c, b,c, - b,.c,

el vector de pardmetros € puede escribirse
7
0=(a" vec(©,.) )
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donde vec(®,,) es el vector columna obtenido apilando las columns de ©,. .
Estimas de los vectores @ y vec(®,) pueden entonces obtenerse de la

estima 0 en (5). Denotemos 4 y vec(©,.) a esas estimas.
El problema es como computar estimas de los vectores b y €, a partir de
V/e\C(G bc ) .

>

Es claro que las mas cercanas, en el sentido de la norma-2, estimas b y C,
son tales que minimizan la norma
2

2

2

far A
bc” -0,

C

Fo

veclpe! —Vgc® ,
i) vecto,. )

es decir
2

F

(l;, é)z argminH(:)bc —bc’
bc

donde H ° H ~ €s la norma de Frobenius.
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La solucion de este problema de minimizacion viene dada por la descom-

A

posicién SVD de la matriz ©,.. El resultado estd resumido en el siguiente
Lema (Bai, 1998).

A mxXr . A T
Sea ©, €R™ una matriz no nula, y sea ©, =USV" gu
descomposicion SVD, donde U y V son matrices ortogonales cuyas
columnas son los vectores singulares izquierdos y derechos
respectivamente,

U=(/~11»/Jz,“‘,.um),V:(V1°V2°m’vr)>

y donde S es una matriz diagonal con los valores singulares
(0120, 220 ) 20) en la diagonal. Entonces

G) —bc’"

min
b,c

A 2
(u,,0,v,)=argmin|©, —bc"

b,c
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Prueba: Ver (Bai, 1998).

El algoritmo de identificacion no lineal puede resumirse:

A

Paso 1. Computar la estima de minimos cuadrados € en (5). Una estima a
del vector de parametros @ viene dada por las primeras 77 componentes de

6, y una estima 0, de la matrlz O, puede construirse a partir de las

ultimas m X7 componentes de 6
Paso 2. Computar la SVD de ©,, como en el Lema, de donde estimas de los

parametros b y € pueden calcularse como
b=p, ,
y

A

2
respectivamente.
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