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PROYECCION DI ANGUIOS — RBCTA DE IIAXTIIA PENDIGNTE — VAIOR

DE ANGUIOS DIEDROS = PZRTENDICULARIDAD ENTRT 3FCTAS Y PLA-

-

NOS - INTZRSECCION DE 23CT43 COE PLANOS — INTERSZECCION DT

PLANOS ZINTRE 3T

Si en el espacio tenemos dos rectas coplanares a y b (fig,
1), que determinan un &nzulo ot ; la proyeccién ortozonal de estas
rectas sobre un planoc 7, , deterainan en general un dngulo ot\.-ﬁ_.tal que

%O\ﬁ%}ou .-

Decimos en general, -oxcue en el caso particular Ge que: a //7(‘y

b //TT se tentrd: % o g :# oL -

s decir un 4nzulo e idéntico a su proyeccifn cuando ambos lados son

paralelos al mlano de proyeccidn,—

20)

Seguidamente demostrarencs que:

Ts condicidn necesaria en zeneral cque ambos lados de un dnzulo sean
paralelos al plano de proyeccidn »nara que un dnzulo y su proyeccidn
gean iguvaleg,—

e es excencidn (es decir caso particular) la proyeccidn del édngulo
recto, siendo para éste caso suficiente que se cumpla la condicidn
de ser, un solo lado del dnzulo naralelo al planc de proyeccidn,
para que el dnsulo ¥ su provececidn scan iguales.—

Si consideramos (fig. 2) un tridnzulo rectdngulo ADC en una posicibn

——
tal respecto al plano de proycceidn JT, cue "a™ sea paralelo a f{ y "b"

gea oblicuo resgpecto a ,ﬂ-

Tendramos: _

10) que arﬁ»/ 2" por ser Ny nroyeccidn ortozonal de una recta
"a' que & paralela a I

20) acue "a" | S por ser Mol //T["y Te _L:/T

o) "a"_l_"b" wor Gato

40) de 20) y 30) ge deduce que: "a" _| plano (Jc . "b”)

50) de 1°0) y 40°) se deduce que: aﬁ,i. plano (fe . "")

de 5°) teniendo en cuenta que by es recta del plano ([ «m") v recor—
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.2.
dando que cuando una rccta es perpendicular a un plano, es perpendicular

a totas las rcctas del nlano que pasan por su pie; se tendrd que:

aglbr
con lo gue queda demostrado lo manifestado bajo 2°), es decir que cuando
un édnzulo recto tiene un lado paralelo al plano de proyeccidn, su proyece—
cidn es un 4dnzulo recto.—

Comparemos ahora los dos tridngulos ABC y Aﬁ-Bn—qﬁ(fig. 2); ambos

o

son rectédngulos teniendo un cateto igual 2EC = BF Qﬁ‘> v el otro desizual
er Aj7~<EK nués la proyeccidn CYTA]T de un segmento CA gue es oblicuo
respecto a un nlano tiene que ser menor cuc el seZnonto,-—

De esta desigualdad surge que:
con lo gue queda demostrado lo manifestado bajo 1°), es {ecir cue no es
suficiente que un lado de un 4nzulo sca paralelo al plano de proyeccidn
para gue el dnzulo ¥y su proycceidn sean i uales (con cxcepeidn del caso
del dnzulo rceto) sino cue ambos lados deben ser naralelos al nlano de
proyeccidn.—

De la desigualcad %;Aéf<iﬁsurge adends que si un 4dngulo agudo (/3 )
tiene un lado paralelo a un =lano de proveccidn, su proyeccidn es un
dnzulo menor; en cambio teniendo en cuenta gue por ser + = +

%24}%;&/:%/7{“_,,},54* 7 ser %[771' < A
Ji debe ger: %: {ﬁ- > %i z/ eg decir
e

se tendrd cue si un 4nzulo obbuso 4 (suplemento de/3) tiene un lado pa-
ralelo a un »lano de proyeccidn, su proveccidn es un dnzulo mAYOT.=

Demostrado lo menifestato bajo 2°) tenemos cve si un dnzulo recto
estd en una posicidn er un sisteuwa diddérico, tal gue un ledo es wmaralelo
al plano I, la proyeccidn ortogonal sobre I serd un dnzulo recto v si el
édnsulo recto estdn en una posicién tal cue un lado es paralelo a II la
proyeccibn ortozonal sobre IT serd un #nzulo recto.-—

Ia inversa o sca cues 19) gi un lado de un 4nzulo es paralelo a I
¥ su proyeccidn ortogonal sobre I cs un 4ngulo rccto, el 4dngulo en el

espacio es recto.—
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3.

20) si un lado de un dngulo es paralelo a II
vy su proyeccidn ortozonal sobre II es un dngulo reeto, el dnzulo en el
espacio es recto, también se cumnle.—

Teniendo en cucnta lo precedentemente cxpuesto, pasaremos a anali-
zar la posicidn de la recta "a® resnecto a "b" en los cuatro casos repre—
sentados en la fig. 3.-

1 ' i
10) caso: en =l cespacio a_L,b nOT SAr & b ¥ oa H I
20) caso: en el espacio a no es _ b nor ser a_J~b ynianihb
paralelas o I
3¢) caso: en el espacio a.J_b por ger a' { b ¥y a a II
. 1

"oy
4°) caso: en el cspacio a no es_i b vor ser a 1b ynianibd

paralelos a II

AECTA DE TIALIIA TPEEOTSNTS DE UIT PLAT

Tn(fig.4) tenemos nuevamente un tridnzulo rectdnzulo ABC en une
posicidn tal respecto el planojT que "a'" es naralelo aﬂﬁ'y " oblicuo
respaecto ﬁ’.~

Recorcandc cuc el dngulo de inclinacién de una rccta con respecto

ue

a un plano cs ¢l dnzulo ¢

determina la rccta con su proyecceidn ortogo-
nal sobre el planc, tenemos que el d4nzulo gue determina la recta AC con

el planojT'serd el dnzulo determinado por AC y su nroyeccidn ortogonal

3
sobre el plano z‘(AjT. Cyr)s que serd igual al 4nzulo deterainado por AC
o - - bl - : J S
vy la paralela a A]T' 077 trazade por C, es decir yaNe
Por ¢l nunto 4 pasan infinitas rectas »ertenecientes al »lano del
tridnzulo A3

Consideremos una cualculera Ge ellas, por cjeanlo la g

+

s que inter-—

secta al lado BC del tridnzulo en el punto Q.- Ie recta ¢

w

determinada

por 9 y la sroyeccidn ortozonal Aﬁ del punto A sobre ¢l plano paralelo

o
a J{ que pasa por a ¥ cue denominamos ¢ , serd le proyeccidén ortozonal

e Es

de la recta q sobre el »nlano & s Qg

Por consiguiente el dngulo detcrminado por q ¥ Gg sora el dnzulo

de inclinecidn de ¢ respecto al plano E y como ¢, es paralelo a [ , el
——

citado dngulo, serd el dnsulo cue deternina "o con el nlano
ng 3 g ) o} » I
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ode

De la comparacidn de los tridnzulos Mg Cy AAE'Q (embos rectin—
gulos en A, , con un cateto Abg ,_comﬁn y Ay C< A; Q- por ser
Ag C L q0) gy teniendo en cuenta qu@‘%é;es el dngulo de inclinaci’on de
la recta AC con respecto al plano T , surge que: %,g:>%t aq,
lo que nos peraite expresar cue de lasiinfinitas rectas perbenccientes
al plano determinado por los nuntos ABC, gue nasmpor A, la que decter—
mina el méxime 4nsulo con Ji cs la AC,

Tsta recta recibe el noabre de recta de mdxima penliente del plano

~ determninado mor ABC con reshecto al planofi .~ Como tolasg les rectas

[0}

paralelas a la AC quc pertenccen al plano (ADC) deteraincon el mismo
dnoulo con/i todas reciben el nombre de rectas de méximo pendiente del

A

citado plano con resnecto al »leno ﬂ
5i el olwno)r'luese el nlano I de un sistema de »nlanos dc proyec—
cién, tenemos gue las ractas de mdxima peniicente de un »nlano oblicuo

cualruiera respecto al nlano horizontal de oroveceidn, serén las rectas

del pdano oblicuo ric son perncadicularcs a las rectas horizontoles del
nlano.

Si el planoijfuesc el nlznc II ¢c un sistena Ge planos de proyece—
cibn, surze cue las rectes de méxime sendiente de un pleno oblicuo cual-
quiera respecto al pleno vertical de proyeceidn, serdn las rectas del
nlano oblicuo gue son neidendiculares a las rectas frontales del plano.-

Tn (fiz. 5) tencmos dado un plano oblicuo por lag provecciones de

A

3 puntos A3C ¥y cuercmos determinar las mroreccioncs Ge una recta de
méxima vpendiente del nlano resnecto 2l nlano horizontal de proyeccidn.-—
Para ello trazzmos primerancatc las dos wroyecciones de une recta
horizontal "h" dsl plono (A2C).—
Cualquicr rccta pertenceicnte al —~lano (43C) cue sca pernendicu-
lar a '"h", scrd una recta doc adxima mendicnte res—~ecto al plano hori-
zontal,—

En lo fiz. 5 sc trezd las 2 proyecciones de la  perpendicular a "hY
1 1"

g

B

-
1

gque pasa nor 4 (m
Zn Tiz. 6 se determiné los proyecciones de una recta de mdxima
sendicnte respeeto al —lano vertical de proyeceidn del mismo pleno

oblicuo (ABC).—
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05‘

Para ello se trazd las dos proyccciones de una recta frontal

t
cular a "f" gue pasa DOT he—~ (m y m )

£

vfn del plano oblicuo (A43C) y luezo las dog wmroyecciones de. la perpendi-
1

e

Ahora veremos cue un plano pucde cuedar determincdo por las dos
proyccciones de una sola recta; si esta ez de méximz pondicente resnecto
de uno de los planos de nroyeccidn,=—

Tengamos por ejemplo en fig. 7 las dos proyecciones dc una reeta

"m" , la cguc consideramos rccta Ge mdxima pendiente de un nleno onli-

cuo con reshecto al mlano horizontal Go nroyeccidn.-—

Recordando quc estas rcctas de mdxima »nendicnbe achen sor Hor=

seniiculares o las rectas horizontales del plano oblicuo, obtencmos las

dos proveceioncs Gc una horizontal el planc oblicuo trazando por la

proveceidn horizontal L' de un “unto cualqguicra pertenccionte & 'm” 1la
ti H " i
recta h . m v 2or A le rccta horizontal h .-

(nd m, por tratarse de un Znzulo cuya proyeccidn horizoatal es
un énsulo reeto v uno de log lodos es paralcelo 2l »lano horizontal).

Las rectas h v 1 determinen asf ¢l »lano del cual h es recta

=1

norizontal ¥y m reeta de mdwime nendicente rospecto nl plano horizontal
v tendrfancs osf llevado el caso al plano dcterminsdo 3or Gos reetas
concurrentes,—

Si lo recta m hubicsc side recte de mlxime poniiente dc un plano
oblicuo respecto al nlano vertical de proreccidn, (Ffiz. 3), ¢l »lano
tanbidn quedaris deterainado.— Tn cfecto: las dos sroyccciones de una

" . i1 r-, . .
»lono oblicuo, seric £ L. m y £ horigontal cdel

[}
=)
ot
[8Y]
.._J
4
o
(@]
g_?
i_l .
O_n
o

recta fror
dibujo y las reectas £ v m dc las cuales la »rimere cee irontal y la sezun-—

de, de afxima nendicnte determinan asi un »lano determinado por dos

b}

©

rectas COnCUrTetoS o =

VATOR DEL ANGULO DILDR0 “UE DOTI TS U PLLIO OTLICUQ CON

RTSTCTO 4 UNO D& 105 PILTOS DE T 20Y COTON

Definimos como valor del dngulo diedro detcrminado por dos planos

Ay /j5

&ste el dngulo cue sc obbicne scceionando ambas coras del diedro

fig. 9), el valor del &ngulo rectilineo correspondiente; ziendo
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| .6.
‘el diedro, es decir el %1

<l
-

con un planocf pernendicular & la arista
2b.

Como iuL)’debe ser i,L_a, ¢ i_L_b, cs deeir taabién obfenemos
un dnzulo rectilfneo cofrespondicntc a un A&nzulo dicdro do caras X y/g
trazando nor un punbto cuzlguiera de la arista del diedro, la perpendi-
cular a clla perbtecnecicnte a una de lag coras y segzuidamente la perpen—
dicudar 2 clla pertenceicnte o la oty carne-—

Teniendo en cucnbe oste dofinicidn del valor de un dnzulo diedrog
tenenos en fig. 4 gus el éngulo;; serd ¢l rectilinco corrcspondicnte al
dnzulo dicdro cuyas caras SOE.é<y'Ol slano (ARC) ¥ como E‘” ZF el valor
deé\ serd c¢l valor del dnsudo diedro determinado por ¢l nlano ABC y.jr

=+

Como &' es el valor del dnsulo cue determine una recta de mAxima

pendicnte del nlano oblicuo (ABC) con ol plono dc proyoociénj?y, podae~
mos afirmar cue el valor del dngzulo diedro gue deveraine un plono obli-—
cuo con un plano de proyeccidn estd dado nor cl valor del Enzulo cue
determine une recta de mdxima pendiente dcl nlano oblicuc con respecto

2l plano de proyeceidn comsiderado., Si por consiguiente en fig. &

quisiéramos determinar cl valor del dicdro cuc el plano (ABC) detcrmina
con ¢l de proyeccidn I, habria gue doterminar ol Angulo gue la recta

"m" (de mdxzima pendiente respecto I) deternine con ¢l plono I; éste
dnzulo tendrfa el valor del diedro nencionado.-—

Izuelmente en fiz, 6 el valor del Anzulo cue "a" determine con el
nlano II scerfs ol valor del diedro determinade for el plano ABC v ol nlam
no II {8stos dnzulos sc pucden deberniner vor difercncia de cotas; rosnce—
tivamente por difcrencia de apartamicntog.—

e 538 i g ey e e bt

L1705 OBLICUCS

FaP i DICULATDAD SIns A 5Cas ¥ 7

51 tencmos prescentc guc cucndo una recte n (fig. 10) es perpendi-

. )

cular a una planc ON ; es & su ves pornendicular a todas las rectas do

nlano & que masen nor el pie ¥ ode 1a zecta "n' sc tendrd que cn el caso
de cue se guisicra detcrminar el plano ¢ perpendicular a uns recta n
que masc Doy uno dc sus puntos N, scria suficiente trazar dos rectas
ta® oy "HT por T gue scan perpendiculaircs a "nfle—

N

Tsas reetas doterminen el nlano X, —
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l7.
" L

Zn fig. 11 tcnemos como ¢ato las dos proyeccioncs n y n de una
recta oblicua "n" y las dos proyccciones de un punto ¥ gue lc pertenc—
CCo=

Nos proponcmos determinar el plano oL perpendicular & "n' que pasc
DOY Tig~

Segin lo visto precedentementce dicho plano gqueds determinado wor
un par de rectas perrendicularcs 2 "n' cuc pascn POr Ne—

Dos dc estas rectns, cuyas proyeccionss nodemos trazer de inme-—
dizto, son: la horizomtal h y la frontal f (reccudrdcsc cue un 4n-ulo
recto es igual a su proycecidn cusndo uno e sus lados cs paralclo al

plano de proycccibdn) v tencmos asi cl plano X detorminado por las rec=

1t !

sernpendicular a n v £ un horizontal del Gibujo.—
1 M

perpencicular a n y h uno horizontal del Gibujo.—

de gue ol d&nzulo rccto cs izuzl a su oroyeceidn,
cuando uno Ge sus lados ¢s paralele al nlano de Hroyeccidn nos pornite
resolver el provlema do:

"dado un plano oblicuoX por las oroyeccioncs de 3 nuntos, 2 rcctas

(concurréntes o paralclos), © un punto  unz recha (quc no sc porte-—
nezecan), Geterninar las proyecciones de une rocta perpendicular n al
plano X .

In el caso de que el planmc oblicto A cetuviesce detoerminado por
vna dc sus reetas horizontales y une de sus rectas frontalcs (vefd fig,
11) la solucidn del problems sexia inacdicta, n” perpcndicular & £
seria la »roycccidn verticzl de n y n' perpendicular a h' serfa la

proycccidn horizontal dc n,-—

¢

shora cn figura 12 el 2lano ol estd dado por las dos pnroyecciones
de 3 puntos ABC quc determinon un tridasulo (el nlano & tambidn podria
ser considerado como dado por las dos roctas concurrcntes AB y AC o
por la reete BC y ¢l punto A).-—

Nos preoponemos deterainar las dos proyecciones de lo recta 'n
quc pase por P y sca perrenticuler 21 plano ABC,-

Para cllo trazamos ambas mrovoceienes de la receta horizontal h
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«8s
del pleno (ABC) que pasa por P, y ambas proyccciones de la rccta fron-—
tal "f" del plano (4ABC) cuc pzsa por P.

Ias rectas n” perpendicular 2 f" v n‘ perpendicular h‘ serdn
segfin lo visto cn fig. 11 las dos proyecccioncs de la recta n perpen—
dicular al planc determinado por h y £ y por congiguientc al plano
(ABC).~

S8i el plano ABC es transparcntc la rccta n cs integramente visi-
ble en amb:zs Hrovecciones, en ¢l caso Ge ser ABC opaco es neccsario
hacer un pequefio estuiio sob.re la visibilidad de n, estudio gue cxpli-
carcmos =1 trabtar el problems dc interseccidén de rectas con planos.—

¥l problema resuelto precedentemente hos permite resolver tambidn
¢l siguicnte nroblemas

"Dado un plano oblicuo (X por las pmoycccioncs de 3 puntos, 2
rectas (concurrentes o paralelas) o un punto 7 una recta (quc rno se
pertenezcan), determinar les proyeccioncs Ge la rceta "t perpenaicu—
lar 21 plano N que pmasc por un punto § no pertencciente a X .

Considerenos datos en fig. 12, ¢l tridnzulo ABC gue determine un
plano oblicuo X y ¢l punto § guc no npertencce a A .

Nos proponcios determinar las dos proyecciones de la recta '"m'" gue
naga por Q ¥y ¢s perpendiculer a A

Comc toleg las rcetas »ermendiculares 2 un plano son paralclas

entre si v todas lag rectas paralelas del esnacio ticnen por proyocciones
ortozonales sobrc un »nlano, rectas paralclas cntre si , tendrcmos gque

la proyceceidn vertical m”vle m debe ser paralcla a n" y por consizuiente
perpendicular a f” ¥y la proyeccidn horizontal n' de m debe ser paralela
a n' y por consizuicntc permncndicular a h'.~

Por consizuiente cn ¢l caso de nucstro probloms ¢l camino a seguir
para su solucidn consistird on :
10 Trazar las dos oroycccioncs dc una rocta horizontal "h" del
plano,—
20  Tragzar las dos proyveccioncs de una recta frontal "I* del
plance=—
H 1 i
30 Tragar las proyecciones: m perpendicvlar a b y o perpen—
dicular a £ que pasan respectivamentc.—
Proyeccién de angulos — Valor de angulos diedros — Perpendicularidad — Interseccion de rectas con planos y de planos entre si

Arqg. Carlos E. Schmidt — 1976
Pagina 8 de 25



Universidad Nacional de Rosario
Facultad de Ciencias Exactas, Ingenieria y Agrimensura — Departamento de Sistemas de Representacion

S
H i .
por Q ¥y Q con lo gue hemos determinado las dos proyceccioncs de la

=

TR ONDICULL 2TUAD FHTRS 2CTAS Y TLANOS PROYECTANTES

/
recta "m" quc pasa por Y ¥y ¢s perpendicular o CA

En fig., 13 tencmos como datos las 2 nroyecciones de uns recta
frontal "n" y las dos proyecciones dc un punto N guc 1o perteneccs

Nos proponcaos determinar ol plano X perpendicular a "n" gue pase
Por N.-—

Dicho nlano gueda detoerminzsdo por dos rectas nermenticularcs a
n" guc nasen DOy Ne— v

Siéndo "n" reecte frontal y rccordando que un dngulo recto tichne
por proyeccidn verticzl un 4dnsulo recto, cuondo uno de sus lados cs
peralelo 21 plano vertical, sc tcndrd gue toda reete pervendiculor a
" tendrd por proyeccidn vertical la reeta perpendicular a n”, os decir,
las proyccciones verticales Ge dos rcetas "a" y "bY perpendiculercs a
"n" guc pasen por un runto ¥, tendrdn sus proyeccioncs verticales coinci-—
dentes en a = Db~

Les proyecciones horizontcles a' y b', scrén rcctas a' y b! cuales%
gulera guc pascn por I'l,—

Del hecho de coinciuir a" y b", surge cuc a y b nortonccen a un
plano proyectante vertical cuya iraza vertical es nerpendicular & la
proyeccidn vertical de la recta n.-—

ilcmos demostpvado asi que cuando una recta cs frontal, log planos
perpendicularcs a ella son plancs proyectantes verticoles, cuyas trezas
verticales son pernendicularcs g la proyeccidn verticzl de la rocta.-—

Ia inversz o sca gque si un plano es provectante vortical, las
reetas perpendiculares a €1 son Trontalcs, sicendo sus proyecciones verti-

cales, nerpendicularos o le traza vertical del plano tambidn sc cumple.-
A log cfectos de democtrarlc conzilcramos, dodos cn fize 13 las
sroyeccioncs de las reetas “a y 07 oertenccicntes @ un nlano proyec—
tante vertical.-
Siendo el pleno (ab) pernendicular al plono de proyeccidn II, la
recta "n" perpendicular 2l plano (ab) debe scr peralela 21 plano II cs

decir frontale—

Proyeccién de angulos — Valor de angulos diedros — Perpendicularidad — Interseccion de rectas con planos y de planos entre si
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+10e
Ahora la rccta frontal "n" como debe Ceterminar con a ¥ b dngulos
rectos debe tener nor proyeccidn vertical le rceta n'' perpen ndicular

a"

p" (recubrdesc cuc cuando una recta ¢s frontal, todas sus nerHzndi-
T

cularcs tendrdn por proycceidn vertical, rectas perpendiculercs o la

nroyeccidn vertical dec la frontal)., Con csto qucda demostrado que cfecti=
vamente le roete merpenticulor o un »lano proycctente rortical c¢s une .
rocte frontal cuya proyeccidn vertical cs una rocta derseniicular a la
traga vertical del planGe~

Andlozamente sc pucde demostrar gue un plano perpendicular a uvna
recta horizontol cs un Hlano proycctente horizontal cuya traza horizon-—
tal ces perpendicular @ le proyeccidn horizontzl de la recta ¥ viceversa,
cs deeir, ¢ue una recta perpendicular a un dlano proyectante horizontel
¢s una rects horizontal cuya proycccidn horizontal oo perpendicular o la
traza horizontal del plono, -

INTTRSECCION DB RICTASZ CON TLANOS Y TLATNOS EINIRE ST -

IITIRC 2CCI00 DE UMA 25CT. CON UN _T.i0 ZROYECT ANTS VIRTICLL

-

En fig. 14 toncmos dada la traza vertical &v de un plano »Hroyec—
tente vertical ON v las dog proyecciones »'" y b' de una recta cualquic—
o H'bll‘__

Hog »Hroponcaos determinar las dos nroycccioncs del punto de in-
terscccidn de la recta "b" con el nlano O\ , cs deeir del punto gue Der-
tenece simulténcamncnte o "b" v a X

Recorcande quc la mroyeccidn vertical de todo punto nertenccicnte
2 un pleno nrorccetonte vertical debe pertencecer e la traga vertical del
plano ¥ que le proyeccidn vertical de toco punmto pertenceicnte a una
rceta debe pertenccer 2 la oroyeceidn vérticzl do le recta, so tendrd
que la proyeccidn vertical I del punto I comfin & b ¥ a <X debe ser cl
punto de interscceidn de bB" ¥ S

Ta nroyeccidn horizontal I' de I ge determina mediante linca
refercncia sobre b! wor scr I punto p ertencceicnic @ De—

n fig. 15 sc ha rcsuclbto ¢l probloms de deteriinar las proyec—

ciones del punto de interscccidn de unt rceeva cunlcuicra "e! dada por
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11

sus proycecioncs con un nlano »royescitantce horizontallg' dedo Dor su

traza horizontal 4. .-
Iz justificacidn del =mroccso cg andlozc & la rcalizada con res—
npecto al »robleme de fi. l4.-

-

FPERSECCTION DB Ul ZLAFO ODLICTS DADO TOR TUNTO. T AsCTas

COF UF PLAYO TROVICTALNT T DADO PORQ 5U THLZh

Bn Tire 16 tencmog dado un »Hlano oblicuo A por la royeccidn

ES

¢ dos do cus roctas "ot oy "bU (%) y un ~lano proyectantoe vertioalu/%

o

por su treze verticol B . Fos wroponcaos dotermincr lasg dos proyceccio-
-~ ."J‘ _—
nes de 1o reeta de inbterccccidn de los nlznos X yyﬁ% o sca dc la rceta

guc pertencece a ambos Dlanos.e—

Como todos losg nuntos Hertenecicntcs o las rectas Ma' y '"b" per—
tenceen al plano A el pumto condn o la reccta "ol ¥y 2l glano/ﬂg atsht
como ¢l punto comin a la recta "bi o al :_anp'/g , pertenceerd o los
n1anos Ky [% . es deeir serdén puntos perteneccicntes a la recta de
intorseccidn do los planos 4 yu/g .

Determinemos Hor consiguicntc las prorcccioncs e los huntos J
¢ I en gue "2 y "oV intersccan al plano/g , sczbin lo visto en cl
pérrafo antecrior.—

I" y J" detorninardn la proyeccidn vertical i de la rectea de

v
. N . X . = . - -_— . . - - o : 2
1z interscccidn i a dotvorminar, ¢ I" v J" determinardn la proyeccidn

horizontal i!' d¢ la rceta 1, debicndo i coincidir con bv {(rceudrdese

. 2
gue 1, peritcnecce al »plono proycctante wertical O )
(%) 31 ¢l »lanc cstuviese dado Hor 3 2untog 0 u;m PWILO ¥ und

. . = p cmn g A () nm + o~ e
recta gque no sc pertenczean sicmpre se Hucde determinar dos roctas

del »lano, ohitenidndose asi el prescnte coso de guc ¢l plano oblicuo

INTE235CCI0N DE Ui 23CT4a CON US PLAYNO OBLICUC

En fiz. 17 tecncmos ¢ado, una recto ¢Y nor sus proyecciones ¥
un nlano oblicuo A por los proyecciones de 3 puntog.BC, nuntos &stos

cterminzn un tridnzulo cuyos »provcccioncs nenos trazado.-—

el
(*¥) Ver poge léde—
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12,
liog proponemds Cetorminar las Hrovecciones del sunto comfin a la
recta "d" y al nlano ol | era encarar la solucidn del presente proble-
me harcaos primeramcnte las sizuicntes consideracionecs referentes al

problema de intcrscccidn de una reeta A% con un ~lano o4 en el ggpacio,

Consideremos uno de los infinitos »lanos guce pasan por la recta

e
d (pox plo G )o~
Dicho plamo interseca al Hlano o on una recta "i¥ guc queceria
determinada por los nuntos 1 y 2 en que las rcetas AC ¥y AB pertenceicn—

tes & & , indersecen a  (Fe-
El punto de interscecidn de la recta "i" con la "a" cs el punto

Tcomin a ol y a2 d & sea el punto quc se cucria deterninar.-—
Siguiendo naso a paso lag operaciones precedentemente citadas

consideramos en iz, 17, como wmlano (5@1 sroyoctante horizontal gue

a

=
u

pasa por d y cuya traza horizontal &, coincide con df.-—
Dicho pleno ee intersecado por lag roetas AD v AC pertenccientes
a o en los punvos 1 ¥y 2 cuyas wroryeceiones horizontales v verticales

Geterminamos scgan lo visto 2l tratar el Hroblema &¢ intersccceidn de

uns recta con un -

i'% de lo

Los »puntos 1% y 27 detorad
recta "i? de interscceidn de A con fﬁC;s

2 proyeccion horizontal ¢e "i' coinecide con S" (recuérdesc gque
i »pertencce a ‘ﬂjy este wlano es nroyechanbe horizont wl)

Fl punto dz interseccidn IM de i y &Y sePd la nroreceidn verti-
cal ael punto do intermeccidn I, de Ok y de "a" que se queria de
nar, la »royeccidn horizortal I!' de I asc Gebtarminz mediante 1inea de. ro-
ferenC1a cobre i~

ql @7 "1 cro Q( “Cp':c'er\ LeaNn ST AT A (m '6 ey : D

< L plere LRCTC vransnarente (suponsasc cue A2C fucse una

¢ {

chapa de Celuloidce), - 21 »robleas csbariz resuclto, wcro i chora
nad oo . i\ - Fa s

consiteramos queABU Tucse una chapa onaca ( ror sjemnlo un cartdn), so

presenta el orobloma del estuliio Ge 1o visikilidad de ls recto d con

s

e
resnceto o la chana,
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13,
Sunonzanos en fiz. 19 una sureriicie —lans opaca liamitada por un
tridn ulo ABC y une recta "aYM rcue la intersecue en el punto I.-—
EL observador cuyos rayos visusles T astén Girviideos »perpendi-
culariente a un Hlano de arove 1énfT[ verd de la recta 4, — en las
innediaciones Ge I -, Gnicanentc la seairecta rue estd en el seai esna—~

cio (en gue ABC divide el eghacio) en el cue &1 se encrenire

®
(&)
D
|

cir en el punto T se orizine un cazbio (e visibhililad de la recta .-

Volviendo a fiz. 17
eranente en la rroyeceidn horigont 0 sea la vista sunerlior.

4 8ste cfecto considerenmos cue el »unth de imterseccidn de las

3

sas 4! BY y 4'y es mroreceidn horizoonial de un punto de la recta

(4 sea ounto 1) v a su vez es pro?ecc1on aoximontazl de un nunto de la

recta & (o sea unto 3).-
De lozm puntos 1 ¥ 3, asvor pervanazcientes a una recta vertical,

el observador ¢ue adlra hacia el ploano horizontal verd Gnicancnte el
Ce maror cota, ez lecir el 1, Ge lo gue gsurse cue el rajo visual Cel

A

ovzervador no muede incidir en 2l —unto 3 Ze la meta &7 lo cue lace

P U P o il 3 P, e St
SULCINGE i UL 20 ue la oecus MM

invisible éste unto T 0T Con

comrmer iio entre 3 e T debe mer inviodille om la ororeccidn Norizontal

o vigta gureird ~ = como en T leo woeds fOF dintomceca ~) clono ol es

)

decir masa a otro serl easrclo, Ce T Tocia la derecla la recto i

ers vicl

olz en e vinte suerivi.-—

0

S

Ta vizibilicad on la vigta froatal se nolxia

G0 las orovecciones orizontalzs de log 3uﬁtos de laz rectas 50
curas roTecciones verticales coineilen en el nunbto de interseccidn
Ze les rectas ZUCM v QM=

De anbos nuntos el observalor cu

rd 5 o e - g e b = T . ey~
veria el de maror arertanionso 7 ToT

nodris inciliy en el sunto ds sienlo »now consi-

suiznte €ote invizille v 1o ec
givle en este HUNTOe=—
Zste gezunfc extuliy 42 la visihilided Ge la vista frontal sc pue—.

. a 2 . o

Ce evitar, deCuciznio egte vicililiilzad

superior, Ge la si wilents manerss
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.14,
rotacidn, Ceterminesnlo nor la proveccibdon vertical de tres puntos Ce un
v )

wlano, coincice con el o extilo de »otacidn deterninzndo por la Hroyec—

rvador cue alra hacia el

cidn horirmontal e

:
s
o
(0]
"
;_J .
H
j$V]

sl-no vexticel ve 1o ¢l osservator Lu

nzcis =1 Dlano

=obacidn ¢itatos s0n inversos, 2. ODS2IVILOTES Veli WaCts LLIIYINNS

— o s v
Bn la vistae suserior la sendrecte e ol cu

]

ha és visivde ¥ wor consijviente rectva ¥

~lanc norizontal estdn en ol

esnacio, de lo cue suxic Cuc en esta
- - V e it A e 3 et A
vista eg vigidle la fzz de ABC, en cue la genlrgcua CONSLGerate 1NUeX
geca ol planc AZCe—
Coxo en 1z vists fromsel se ve 1o otre foz ¢el lonc AZC es ceclr,

Qe

~lzno vertical @ 1la  emirecta consi

el olservaGor cus

¢icha semirec®s no se

y - . ' . - - e mm . R — Y an . N . - — e
(#) Zi el »1lmno sotuviess dado D OX Tectans o un vHunto Found recua
o Pihe PRI P T oy e ~ - - ~y
siemore se oy ede deterninar 3 suatos Gel —lano v cLtener Lo renrascis-
-} - Rl - ~
tacidn Ge la fige 17—
SN YLD
ToUun punto P orue no 1o JerieneCe.=—

Yos romonenos cetarming s lo Jistoncia asl munto ol 2lanoe—
RecorGanto cue la disvencia Gz um ounto P a un plano A (fig. 21)
ss el seonmento determinado por el punto P y el punto de interseccidn Q

le 1z wecta neryhendicular a (A que a3 0T I3 (n), para resolver
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W15
n" ¥y n' de la recta gue

(4BC) (m®

25 nernenticulay

olano (ARC) nre—

@

fﬁlang

2 la wroveccidn vertical dc una recia ﬂ“ontdIﬁ“f“‘del

viemente trazada y n' es nernendicular a la proyecci 1 iorizontal de

una recta horizontal h del nlano (ARC) wreviamente trakads).-—

il e

2¢:  Deterainanos las srorecciones el nunto de interseecid™de la rocta
on el »lano (A20), = cuyo efecto zezln lo visto anterioraente
.

rectante horizontal ‘é)que nase popr "n', de

T o i' de la recta "M en quecj -interseca

e

wroTeceiones

v finalnmente el punto de intorseecidn de las proveccio—

i® o n', not deternina la nroveceidn vertical (Y deol

— ~ele I - - B
oo ) a deverminilae—

aegnento repre

sentativo
mente Terninar la verdladera maznitud del mlqu, lo cus s¢ puade hacer

de
—bor‘cua;guic:g de los métodos conocidos (czmbio de mlanc -

iento = ziro) e e

O D¥ DG5 PLAIDI O0BLICUCS DADCS 201 PUNTOT O RICTAS

Sn fize 22 tenenos renresentadeos Hor gue dog wroyeeciocones, o dog
rainedo nor losg puntos ARC v el otro ol
puntos [IPQe~ ST

. S .
ar lam nrovecciones ¢ la recta "iM condn

Clgtintonss

S
considoraciones zensroles Geo éste mébodo las harcnos

soure la fize 23 en 1z guo consideranos dndos loa don nlanos an el

S [

i . ; s, ER
spacio, por 3 puntos coda uvne (mlano o( dado *0? AJC N Olano/g dado
[ , b

.,

: PR E . . - ~7
ervenceiente a X interses 3;/%1 en el pumbo-T

serborccicnte a 1o roota de interseceidn "if de X
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* . 016 3

? D . Si la recta NP pertenczciente a/ta interscea a X en el »nunto J,
és s .

ta serd otro punto pertconeciente a la aisna recta "i!

a

Anora 1z recta detern nada por I ¥y J serd la recte de interseocidén
de X y;[% , -~ adends gomo la reoeta "iM mertencec a O( v /8 sus puntos
¢ec interscceidn X v L con las rcetas 1T (pertenccients 8746 Y v AB (nor=
tenceiente a C\ ) respectivamsntes deben pertenccer a ambos planos, XK

al

es punto dz intorscccidn de N con X v I ¢o punto de intersececidn do
‘ /\ - - .

A3 convgé (ténzase on cuenta cue a un plano determinado por una fijzura
plana, pertenccen punmbos interiores y extberiores a la fizura =~ en nuestro
TEAWRT S . ! { A ~ LD
caso IV intersecce a (\ cn un punto oxborior al nolfzono ABC).—

hin}

Taabidn debe nertenccer a2 la recta "iM el punto B cn gue PM inter—

seca a O\ v cl punto ¥ en que (B interscca a/ég -

@

En sintesis la recta "i" quedo doterminade por <¢os cualescuicra 4

“Los =cis puntos I, J, X, L,'EZ Ty de lo cue surze cud nara determinar

[
I's)
[N
.5
(
s
h
©
@
O
Prs
On
3
,O
©
p
(e}

la recta

»lanog dados nor Hgntos o rectas, se

cientes al misao o a

migmo nlano inbtorsccan
ai »lano C( , 0 tasvién Guadaria Geterninata por 2l pumbto I en cuc la
recta 4C 2rtenceciente a X interscea a é% v, ﬂl Hunto J on qgue la recta
TP »ertenncicnte ajég interseca a o

P o - P R Ly & B - o - —— . PRSI P
Dsuablecilo asf ol mrimer Fidtolo masarcmos a wogolver nusstro pro-—

~

e la iz, 22 (intorscecifin del plaﬁovCX'con 21 plano/ﬁg Yer

1

bleme &

Elogimos como reetas ruc intersccarcenos con loz »lanos a gue no
3 / . . 1

pertenecen, la AC noritcnocientc a X ¥ la MG portenceicnte a/éa .

Para deterininar las ﬁ:O*JCClo del nunto dée interscccidn de AC

an‘/ﬁ re:urrimug*al plano nroyvectante vertical (;que naza por AC ¥
Qu“ 1nterseca a//? en la rcota 1~2 cuyae »nroryeccidn horizontal 11217
determlnamnscml n0éo oon001au.—

Ta interacccidn CGe 1' 2! con A' C! determina la provecoidn horizone
$al I' del puntn:u de 1nterse:|:1cnn de AC con é y su proveceidn vertieal

I, la determlnamns medlante llnea de referencla
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17,

~ine las nroyeccionss del nunto do interscceidn de la
rocta 15Q con ol nlano ¢ recurrinos ol lano proycctante vertical.f}
cuo pasa nor IIQ v ¢rna lnterseca a G( on la reeta 3 -~ CLUYS 0T CC—
cidn horizontal 31 4! detorainaaos do modo conocido. Ie inborseceidn
dc 3' 4t con 29" Q' dotormine la wroveccidn horizontal J' dol puato do
intorseeccidn ée 1@ con A , su prorcceidn vertical JY, la deterninamnos
aediante 1inca &

I" - J" deterainan aiora la proyeccidn vertical iy, o IT y J!

- . -« - 1. T - L - - 'I..
letborainen 1o nroreceidn horizontal i' de la reetva Ge interseccidn

#it do log wleanos A /A%
Doesde ¢l ounto o vista gcoadtrico ol oroblona estd resuclto,

wero si conzideraros de los Gniconente la supcirficis

intorior 21 tridnsulo ABC 3
sceeidn i coxistird realacnte solo ol sercnto cuc ginultdncancnic os

0 gsea ¢l I J e~

-uras son opacas. (por

o trifnsulos G5 cortén o chane), so represcents un problema de visibi®

- . ..,,’-« ~
¢ cue una e las ficuras narciclmentc ocultaris la

tod mencio=

£
]
(\
&'\
ot
£
&
I
o
=
[6]
]
c
<3
I._l
o
I.J
L
!..J
—
H
o

A continuacidbn nrocctereion

NG e =

-

Comornzarcmnos »or Gobterminar lo visidbilidad do la wroveecidn ver

R

l—.

Consideremos ¢l punto de intersceeidn de la Hroveceibn vertical
c

‘de uvne recta nertenccicnte a une de las Fijuras, con lao nroveceidn
vertical do une rects vertenscionte a la otra fizura, por cjonplo de

A" B" con 1M QM,~-
Bste nunto cs oroveecidn vertical de un »unto pertounecicute a
(punto 3) v dc »umbo mertenceionte a 19 (mumto 5).
Tos =untos 3 7 5 Pertencecn o une recta de punta .~ EL raye
visuzl cue coincide con csa reeta incide princro en ¢l punto 5 perte-
necicnte o la recta 170 no mudizndo sor consisuicnte ineidis cn cl

sumbo 3 de 1o wecva A2y de lo gue cursgc guc la roete AD os invisidle eon

(@]

1 sczaznto cuya proveccidn vertical cs imborior o la mroyeccidn
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+18.
vertical del paralclogramo y gue el sczmento 3J de la recta MQ es
visiblce=—

Bsto nos dice que J3 y el obscrvador cstén cn cl mismo semi-
gspacio cn gue ABC divide ¢l cspacioe—

Como en ¢l punto J la rccta MQ interscca al plano &\ , de J hacia
la izguicrda la recta IIQ pertcencce al otre semicspacio, c¢s deeir a
aguel cn gue no £ encucntra cl observador, siondo por consiguicnte
invigible el scgmento J2,-—

D esto surge gue CI dcobe scr visible, cs defir que CI y ¢l obger—
vador perbtenccon 2l mismo scmicspacio cn que/éa divide al egnaclo.—

Al intersccar AC o ff en I, a partir de>I la reeta pasa a otro
semi ¢ spacio y por consiguicentc a partir de I scrd invisible.=—-

Dc esto surge que NP debe scr vigibloe-

Hemes visto asi que del cstudio de las condicioncs de visibilidad
cn dog puntos pertenceicntes a cada una de las figurcs, cuyas proycc—
cioncas verticales coinciden, sc ha podideo deduciP la visibilidad de
toda la vista frontal.-

In formo andloga rccurricndo g puntos conuncs a las proyeccioncs
horizontales dc ambos tridnsulos, sc pucGe determincr lo visibilidad
de la proveccidn horismantel o vista supcrior. BEsta Gltima determina-—
cidn sc puédo realizar tambidn con menos trabajo dc la siguicnte mancras
recorGande que cuando ¢l ¢entido de rolacidn fotcrminade por la proycce-—
cidn vertical dc tres puntos perbenccicntcs a un plano coinecide con el

scntido de rotoeidn detorminando por la proycecidn horizontal de los

.

mismos trces puntos, los obscrvadorcs gue miran hocfa ¢l nlano vertical
v hacfia ¢l plane horizontal dc¢ proyceccidn ven log mismas faces del
plano, ¥ cn caso de guc los citodos scuntidos de rotacidn son opucstos
ambos obscrvadores ven focce digtintas, tendromos que de la supcerficie
del pmralclogramno ambos obvscrvadorcs ven faccs distintas -~ (rotacidn
N" % P, Q" cs inversa a N' 3 P'_5Q').~-

Bato nos dice guc cn ¢l caso del plano,ﬂﬁ ¢l obscrvedor guc mira
hacia ¢l @dano vertical, estd cn ol otPbo scmicspacio, quec agucl cn gue
SG cncucntra ¢l obscrvador gue mira hacia ¢l plano horizontal.-

crecuecn—

©

Por consiguicntz si C I cstd en ¢l scaiespacio cn gue s

tre ¢l obscrvador, gue mira hacia al plano vertical, ¥y cn cetec semi-
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19
copacio no cstd ¢l obscrvador guc mira hacia el gdeno horizontal, &stc
obscrvador no podrd ver dc C I ¢l scgmento cuya proycccidn horizontal
ce intcerior al paralclogramo ' W' P! Q', c¢s dcecir decosde I hacia C la
recta AC ¢s invisible volvicndo a scr visible cn ¢l scgihento ocn quc
su proycceidn horizontal co coxtorior a MIN'PIQ!, -

Conocida asi lag condicioncs dc visibilidad cn ¢l crucc de las

proyceeionces horizontalcs de dos aristes (por cjemplo cruce de I'C!' y

-

TtPY), sc nucde deterninar las condicioncs de visibilidad cn los ros—
tanteas crucces de las Hroyccciones horizontalcs de aristas, cn formn si-
milar a lo hceho a este respeeto cen la proveceidn vertical.-

20 ¥dtodo: Hote métod consisic on:

1o0; Inﬁersoctarok3r/5 con un plano horizontal o frontal
¢ cualquicera obteni#ndosc asi dos rectas cozlansrcs
"a oy "o, una pertenccicnte 2\ ¥y la otra a 4 -
Vg

20: Inbtorscetar las rectas Yo y "b", obtenidéndosc asi
un punto I, pertenceicnte o X ¥y a//g .

30: Intcrscctar A Wi /z con un scgundc plano horizontal
o fronmtal ([, cualquicera, obtcniéndosc asi dos rcetas
coplonarcs Yc' y YdY", una pericenccicnte a oAy la
otra a /§= ol

1,!5,

4% Intocrscetar las rocchaz "e' y "4, ob
un scgundo punto J,; pertenceicntc a Ky 4 W=
: a rceeta deberminade por 1L crd la intcrscccidn
50 Ia cta dob e v Ly J scerd

de \7& ' ’ﬁ./ [l

3¢ recomicnda 21 lector resolver ¢l problema plantcado on fiz. 22,
por &stc método siguicndo ficlmentc ¢l proceso eoxnlicadc,—

v

PARALELISHEC DL PLANOS

]

Recordando de la zcoometric dcl cspacio cuc por definicidn, dos »nla-
1nos son poralclog cuanto no ticrnern puntos comunceg v quc catos guéda

determinados por dog roectas concurventes de uno do los planos paralclas

)

- -~ }
dos rcctac dol otro, sc btondrd quo si dos planos Ay /(; (fig., 24)

. . . v
son pgrolclos, sus rectos de intoerscecidn con cuclguicr plano, (c. ¥

Cu ) deben scor roctbas parclclas, nomguce cn ¢l case doc gue C. ¥ Gz
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+20.
fuccen concurrentcos, su punto dc interscccidn pertencceris a X ¥y & /<
1o guc no pucdc scor por scr X paralclo a /5 .
Téngase nrogentc que sc ha dicho: sug roctas de intorscceidn con
un terccr planc cualguicra, porque con ¢l caso de guc fnicamcntc cus
z¢ de intcrscccidn con doterminado plono 5/ fucsen noralelas, los

7 .
planos ol yp/ﬁ gsc pucden interscefar cn uno recta parclcla a c ¥ o o=

Dc modo que ©i gccciontmos dog H1anos o« y/ﬁ cen un torcor » luna<g
v las rcctas de intcrscccidn ¢y ¢ resultan peralelas, no cs sufi-

ciente para ascgurar qucy ¥4 son lanos poralclosis
' (fiz. 2 4) con otro wlano cualguicra
1,‘ 7 log e ¢ inters: de v 42 tombiln reoulten parclclas po-
demos agegurar que 1os ploanog o 3,@ son paralclos C, ¥ d_, detcrminen
al plano A 2l guc scran respectivamentc paralclas las rectas 9/5 y'q%g
¥ vor consiguicntc cl planq/f por c¢llas dotorminaCo.-—
Zechao cstes consideracioncs analiccemos (fig. 24) gi ¢l olano o

wado poZ las proveccioncs de lcs puntos ABC y ol xla‘o/é? dado por log

A cste ofceto sceeicnomos ambos planos con ¢l plono horizontalg)
y con cl plano frontal X Como las rectas £ y £ 0n quc 4 sceeciond

ax y afsson paralclacg, (obslrvesc que f&lﬁ/ s ), v las roctas hy ¥

]

h 2 , on quecj“ sceceiona i y'a/Qt“Jo in son noralclas (obsérveesc que

%

hiy // hte ) loc nlanos < y .4 scrfh cfectivenente paralclos.-—

] .

AhBra on reoalidad no harfa falte o cceionnr axX ¥ a,/? con los
plenos~ vy §/ » ©ino cuc tenicndo on cucnts gue todcs lag reetag hori-

zontnles, de un »lano gon »narclcles catre sf, succlicndo lo mismo con

-

lag frontalcs, hubvicsce sido suficicnts determiner las dos »H1o ccc1onAﬂ

dc dos reetes horizontales, una nerdonscicntc a ¥ otre o<, y lac
dos proycccioncs 4c Gos rceetan Ffrenmbtales una »nerbenccicnte a~ ¥ ovra o

4% 4 si los roeboo horizontales gon »araleles cntre sf succdicndo lo

migmo con las frontolcs, 1log »lanos K 0,43 gon porelclog.—
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