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Resumen

Se presenta un modelo matematico hidrodinamico cuasi-tridimensional de celdas apto
para la simulacion del flujo subterrdneo. EI modelo de simulacion presenta un ensamble
de algoritmos, previamente desarrollados y testeados, que representan al escurrimiento a
través del medio poroso saturado mediante abordajes bidimensionales, escurrimiento en
conductos de drenaje, estaciones de bombeo, etc. En la estructura del modelo se propone
un nuevo tipo de vinculacion entre celdas acuiferas en la dimensién vertical, la cual es
verificada en un problema de solucion analitica conocida arrojando resultados
satisfactorios.

Abstract

A quasi 3-D hydrodynamic mathematical model of cells enabled to groundwater flow
simulation is presented. The model presents algorithms, which are developed and tested
previously, that it allows to simulate the two-dimensional flow across saturated porous
media, drainage conduits, pumping stations, etc. A new type of link between aquifer cells
is proposed in the vertical dimension, which is verify for a problem with analytical solution.
Results are satisfactory.
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INTRODUCCION

Las simulaciones del flujo y almacenamiento subterraneo generalmente mantienen como
hipotesis que la matriz porosa por donde circula el acuifero estd constituida por un
material is6tropo y homogéneo, pero es sabido que gran parte de la llanura pampeana
argentina presenta heterogeneidades en su estratigrafia.

Un caso particular de las heterogeneidades encontradas en éstos medios porosos
naturales que alojan acuiferos, lo constituye la sucesion de estratos de diferentes texturas
y conductividades hidraulicas. Estas sucesiones estratificadas pueden conformarse
mediante la alternancia de capas de acuitardos semiconfinantes y acuiferos dando lugar a
los denominados acuiferos multicapa. Numerosos ejemplos pueden citarse en Argentina
donde no puede hablarse de estratos acuiferos independientes sino que se encuentran
vinculados entre si, conformando sistemas multiacuiferos [Sala et al 1983]. Hay mucha
evidencia de esta configuracion estratificada a partir perfilajes multiples en pozos de
observacion.

En éstos sistemas son previsibles las variaciones piezométricas con la profundidad,
dando lugar a flujos subterraneos en la direccion vertical.

Pueden citarse numerosos ejemplos donde la componente vertical del flujo no es nula,
pozos parcialmente penetrantes, sistemas de drenaje mediante trincheras o conductos de
drenes, etc. [Custodio y Llamas 1983], para los cuales las hip6tesis de Dupuit-
Forchheimer no se cumplen.

Para simular el movimiento del agua subterranea se desarrollé6 una primer version de un
modelo de celdas capaz de realizar un abordaje bidimensional en planta del flujo. El modelo
fue contrastado frente a otros modelos de aptitud conocida y validado con problemas de
solucién analitica conocida tales como flujos hacia trincheras paralelas y totalmente
penetrantes sujetas a recarga y flujo impermanente hacia pozos de captacion. Los
resultados indicaron buenos ajustes entre niveles simulados y estimados mediante otras
metodologias (Riccardi y Zimmermann 1999).

Los sistemas de drenaje subterraneo estan compuestos por un conjunto de elementos
heterogéneos (conductos drenantes, estaciones elevadoras, etc) los cuales no pueden
incorporarse en la simulacion del flujo subterraneo que ofrecen los modelos convencionales.
Los modelos numéricos basados en esquemas de celdas permiten el ensamblaje de las
diferentes componentes de éstos sistemas, ya que se basan en una ecuacion de continuidad
junto a la ecuacion de flujo que caracteriza el tipo de conexién establecida entre las celdas.
Con estas premisas una nueva version del modelo fue propuesta para incluir nuevos tipos
de uniones entre celdas tales como dren—acuifero (Zimmermann y Riccardi 2000),
estaciones de bombeo y pérdidas de carga (Riccardi 1997a, 1997b). Esquemas de celdas
fueron también aplicados en modelos de flujo superficial, encauzado, mantiforme (Riccardi y
Zimmermann 1993), conductos (Riccardi et al 1995), en hidrologia superficial (Zimmermann
y Riccardi 1995).

Bajo el objetivo de mejorar la identificacion del modelo a los tipos de acuiferos presentes
en la regidn se ha incorporando, en este trabajo, la componente vertical del flujo en las
vinculaciones de las celdas. Esto permitira la representacion tridimensional de sistemas
multiacuiferos.



MODELO DE CELDAS SUBTERRANEAS
Ecuacion de continuidad

Se supone que a toda celda i le corresponde un nivel de agua caracteristico z, el que se

asume en el centro de la celda. Se asume también que la superficie del agua es horizontal

entre las fronteras de la celda. Existen dos hipétesis basicas sobre las cuales estan

basadas las ecuaciones gobernantes:

* El volumen de agua almacenado en la celda V;, esta directamente relacionado a su
nivel de agua z; , es decir V; = V(z).

* La descarga Q;x entre dos celdas adyacentes i y k en un tiempo determinado es una
funcién de los niveles piezométricos en las celdas conectadas: Q;k (zi,Zx)-

Con estas hipétesis, la ecuacion de continuidad escrita en su forma diferencial puede
expresarse de la siguiente forma (Cunge 1975):

dz, _ j
Az) @ =R+ QL) ()

donde As; es el area superficial de la celda i y el término Pi(t) permite la adicidon o
substraccion de flujos externos en cada celda (recargas, bombeos, evapotranspiracion
etc.) y j es el nimero de celdas conectadas con la celda i.

Leyes de descargas entre celdas

Union horizontal acuifera

El modelo evalta el intercambio de flujo entre celdas con la ecuacion de Darcy para el
movimiento uniforme en el medio poroso. La suposicién de Dupuit-Forchheimer se asume
como valida. Por tratarse de un medio poroso, en la ecuacion de continuidad debe
utilizarse el area superficial efectiva Asei en lugar de Asj, Ase €s el producto del area
superficial y el coeficiente de almacenamiento del medio (Asei=Asi S). La ecuaciéon que
gobierna la unioén entre celdas acuiferas es (Riccardi y Zimmermann 1999):

bi,kKi,k

Qi = hi,kAZi,k (2)

i,k

donde hjx es la altura media del agua entre las celdas i y k, Kjx es la conductividad
hidraulica media entre las celdas, bk es el ancho de la union, Az = z; - z« es la diferencia
entre los niveles piezométricos de las celdas y Ax;x es la distancia entre centros de
celdas.



Union acuifero — dren

El planteo se basa en las ecuaciones de Glover-Dumm (régimen impermanente) y
Hooghoudt (régimen estacionario) y fue testeada para ambas situaciones (Zimmermann y
Riccardi 2000). La expresién de flujo entre celda acuifera y celda dren es la siguiente:

Q kKi kdi k2
Q. A, Z k (3)
donde Qix es la descarga entre acuifero y dren, Ax;k Yy bix fueron definidos anteriormente
y dix es la profundidad media equivalente de las celdas i y k. La profundidad equivalente
fue introducida por Hooghoudt (1940) para mantener la suposicion de flujo horizontal hacia
el dren. Puede estimarse mediante la ecuacion de Van deer Molen - Wesseling (1991):

(4)
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donde L es el espaciamiento entre drenes, ro = u/rres el radio del dren, u es el perimetro
mojado del conducto de drenaje, x= 2rD/L, D la profundidad del estrato impermeable
ubicado por debajo del dren y F(x) una funcion auxiliar obtenida mediante:

e~ 2nx

F(x)=4 s _
néln(l—e_znx)

n=135.. (5.a)

serie que converge rapidamente si x > 1. Para x < 1, puede utilizarse la aproximacion
siguiente:

F(x) :Zi+|n2)7(T (5.b)

Formulacion Numeérica

Para la resolucion numérica las leyes de descarga, funciones explicitas de los niveles, son
introducidas en la ecuacion de continuidad (1). Se utiliza un esguema implicito en
diferencias finitas (Cunge 1975):
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donde Asi, Piy Qix son conocidas en el tiempo t = n At y los incrementos Az; y Az, son
incégnitas. Hay tantas ecuaciones (6) como celdas que componen el modelo. Para N
celdas, puede establecerse un sistema de N ecuaciones diferenciales ordinarias y N
funciones incégnitas z; dependientes del tiempo t. La solucidén existe y es Unica (Cunge
1975) si se completa el problema con condiciones iniciales z(t). La resolucidn numeérica
estad basada en un algoritmo matricial de relajacion con eliminacion de elementos nulos
(Riccardi y Zimmermann 1999).

Los coeficientes de los diferentes tipos de union son los parametros del modelo, mientras
que las recargas por infiltracion 6 las extracciones por bombeos en cada celda son
entradas en el modelo que dependen del tiempo. Niveles piezométricos en cada celda y
flujos de intercambio entre ellas constituyen las salidas del modelo, las cuales dependen
del tiempo también.

Condiciones iniciales y de borde

Es condicion suficiente y necesaria imponer niveles piezométricos z(t) en las fronteras del
area de estudio. En la préactica, esto no es siempre posible o deseable, tal que en los
casos reales pueden darse tres tipos de condiciones: a) Niveles piezométricos como una
funcion del tiempo z(t), b) Descarga como una funcidon del tiempo Q(t) y c) Relacion
univoca entre niveles y descargas Q = f(z). El modelo requiere de niveles piezométricos
conocidos para todas las celdas en un tiempo inicial de simulacién.

UNION VERTICAL ACUIFERA

De acuerdo a lo presentado, con el agregado de una componente vertical de intercambio
de flujos subterrdneos el modelo de celdas descrito esta habilitado para simular el flujo
tridimensional en medios porosos.

La ecuacion diferencial a derivadas parciales que describe el movimiento tridimensional
del agua subterrdnea de densidad constante a través de un material poroso deformable
puede escribirse como (Bear 1972):

oh _ . oh
KO®h-2KpgB——-=S,— 7
PaB S =S (7)

donde K representa el tensor de conductividades hidraulicas (LT™), h es el potencial
piezométrico (L); p es la densidad del fluido (ML), g la aceleracién de la gravedad (9,81
m/s?), B la compresibilidad del fluido (T°’LM™), Ss es el almacenamiento especifico del
material poroso (L™) y t es el tiempo.



Simplificacion de la ecuacion general

Si las profundidades son profundidades pequefas, las presiones a las que esta sujeto el
fluido no son extremadamente elevadas y el segundo término del miembro izquierdo en
(7) puede ser despreciable. A manera de ejemplo, considerando la compresibilidad y
densidad del agua a temperatura ambiente (8 = 5.10° atm™= 5.10"° s’m/kg; p= 1000
kg/m?®), la relacion RT entre el primer y el segundo término del primer miembro en (7) es:

2 2 2
RT= hah =— hah =10°m Dahh ®)
2KpgB— 2 ﬁ —
0z oz

Es decir que para que ambos términos sean de la misma magnitud (RT = 1), el gradiente
vertical debera ser 100000 veces mayor que el laplaciano del primer término.

Una situacién representativa en la region pampeana del sur santafecino podria
establecerse esquematica-mente en la Figura 1.
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Figura 1. Esquematizacion del flujo subterraneo entre interfluvios.

De acuerdo a la Figura 1, el término del laplaciano [h podria aproximarse en el orden de
2.107 m™. Por otro lado, para una recarga media regional estimada de 30 mm anuales
(Zimmermann 2000) y una conductividad hidraulica vertical del orden de 6.10" m/s
(Zimmermann 2002), el gradiente vertical dh/0z necesario para garantizar el flujo de la
recarga es del orden de 1,5.10°. Reemplazando términos en (8) RT = 13, es decir que el
término del laplaciano seria un orden de magnitud mayor que el del gradiente vertical.

De todas formas, esta aproximacién no arroja una gran diferencia entre los términos y
considerando que se tratan de valores estimados deberian analizarse nuevamente para
cada caso en particular. Despreciando el segundo término en (7), desarrollando
genéricamente el laplaciano para un medio anisétropo y considerando un término fuente 0
sumidero que refleje aportes externos al volumen de control considerado, la expresion
para el movimiento tridimensional del fluido en el medio poroso resulta:

W =S, @ 9
0X X D ay ay az D az D ot

aEk 6h

donde Ky, Kyy Yy Kz representan valores de conductividad hidraulica a lo largo de las
coordenadas x, y y z las cuales se asumen paralelas a los ejes principales de
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conductividad hidraulica (LT?) y W es el flujo volumétrico por unidad de volumen y
representa fuentes y/o sumideros de agua (T?). Ss , Ky, Kyy ¥ Kzz pueden ser funcion del
espacio y W puede ser una funcién del espacio y del tiempo. Esta ecuacién, combinada
con condiciones iniciales y de borde especificas, es la expresion matematica de un
sistema de flujo subterraneo.

Siendo el fluido de densidad constante, el modelo de la ecuacion (9) esta inhabilitado para
representar problemas de intrusion salina donde se verifican cambios de densidad.

Replanteo de las uniones horizontales y vertical acuiferas

La ecuacidon (9) es equivalente a la ecuacién de continuidad (1), donde cada flujo de
intercambio en los contornos de una celda estaria representado por los productos entre
conductividades hidraulicas y gradientes en cada direccion (términos encerrados entre
paréntesis). Dado que la ley que expresa el movimiento en el medio poroso para
cualquiera de las direcciones del espacio es la ley darciana, la formulacién para el
intercambio de flujos en el sentido vertical coincide, en esencia, con la planteada en (2).
En el planteo de celdas en las tres dimensiones, la diferencia radica en la geometria de la
caras laterales e inferior y superior de la celda que deben considerarse en la nueva
manera de discretizar:

AYZ, KX Az KyY, AXY; (KZz,
=———=A 10 = ———=Ah, (11 A A 12
A, he (20)  Qy,, Ay, h(11)  Qz, Az, he (12)

QX
donde Qx, Qy y Qz son caudales de intercambio en las tres direcciones del espacio, Axy,
Axz y Ayz son las areas laterales de las celdas en los planos xy, xz e yz, respectivamente,
Ahi es la diferencia entre los niveles piezométricos de las celdas i y k, AX;k, 4yik Azix son
las distancias entre centros de celdas en las tres direcciones del espacio.

APLICACION DEL MODELO

El modelo fue aplicado en un problema de flujo bidimensional y estacionario en medio
poroso homogéneo e isétropo. El caso de estudio fue el dren horizontal de gran longitud y
pequefio diametro (Curstodio y Llamas 1983, p854), el que se esquematiza en la Figura 2.
Se ha adecuado la nomenclatura al presente trabajo. El problema planteado tiene
solucion analitica y la expresion correspondiente al nivel piezométrico en funcién de las
coordenadas x y z es:

_q DlH: TIX z+aH} TIX z-a
h(x,z) =——n osh— — cos—— [ tosh— — cOoS +C 13
(x.2) 4m<§ o b b (0 b b % (13)
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donde h es el nivel piezométrico (L), g es la descarga del dren por metro de longitud (L*T
1, K la conductividad hidraulica del medio poroso (LT?) y C es una constante de
integracion que se determina con la condicidon de contorno lateral.

Impermeable
Nivel
Y Piezométrico
> > @ Dren
—> v b
> v A
—» el Acuifero
Impermeable

Figura 2. Esquematizacion del problema.

Para cuantificar el problema se adoptd un espesor de acuifero b de 20 m, una altura a del
dren de 15 m sobre el piso del acuifero, una conductividad hidraulica K de 5 m/d y un
caudal q extraido por el dren de 20 m?/d. El contorno lateral con nivel piezométrico fijo ho
de 30 m se ubic6 a 100 m del dren. Para ello la constante C en (13) fue fijada en 20,88 m.
La discretizacion espacial adoptada en el modelo de celdas consistié en 500 celdas de 2m
x 2m, 10 en la altura x 50 en la semi-extension horizontal. Se model6 medio dominio dado
que el problema presenta simetria en el plano y-z pasante por el eje del dren.

RESULTADOS Y DISCUSION

La Figura 3 nuestra la concordancia entre niveles piezométricos calculados con (13) y los
obtenidos mediante simulacion con el modelo numérico.

El coeficiente de determinacién (%) para la regresion lineal fue de 0,999 mostrando un
ajuste muy satisfactorio entre niveles simulados y analiticos. El error cuadratico medio de
los niveles en cada celda hasta los primeros 20 m de simulaciéon fue de 0.0385 m. Cabe
mencionar que en los primeros 20 m del dominio de discretizacion se encuentran los
errores mas groseros de la estimacion. Alejandose de esta progresiva los niveles diferian
en el orden del milimetro. La Figura 4 muestra las lineas equipotenciales estimadas
mediante interpolacion por kriging para el modelo numérico y el analitico, pudiéndose
observar un grado de concordancia muy satisfactorio.

CONCLUSIONES

Se presenta un modelo matematico hidrodinamico cuasi-tridimensional de celdas apto
para la simulacion del flujo subterrdneo. En la estructura del modelo se propone un nuevo
tipo de vinculacion entre celdas acuiferas en la dimensién vertical, la cual es verificada en
un problema de solucién analitica conocida. Los resultados han demostrado que el
modelo es apto para simular el problema de flujo planteado pronosticando los niveles
piezométricos con aceptable exactitud.
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Figura 3. Comparacion entre niveles analiticos y simulados con el modelo.
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Figura 4. Lineas equipotenciales. Solucién analitica (linea llena) y solucién numérica (linea de trazos).



