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Capitulo 1

Introduccion a los Sistemas
Continuos

El curso Simulacion de Sistemas Continuos estd basado casi en su totalidad
en el libro Continuous System Simulation [2]. Este libro, si bien es dltamente
autocontenido, presupone que el lector tiene ciertos conocimientos previos sobre
modelos de sistemas continuos y propiedades de las ecuaciones diferenciales.

El objetivo de este capitulo es entonces el de introducir, de manera breve y
algo informal, parte de estos conceptos que seran necesarios a lo largo del curso.

1.1. Sistemas Continuos y Ecuaciones Diferen-
ciales.

Llamaremos Sistemas Continuos a los sistemas cuyas variables evolucionan
continuamente en el tiempo. Los sistemas continuos se describen tipicamente
mediante ecuaciones diferenciales, ya sea ordinarias o en derivadas parciales.

Algunos ejemplos de sistemas continuos correspondientes a distintos domi-
nios de aplicacién son los siguientes:

Ejemplo 1.1. Evolucidn de la concentracién de una droga en el estémago [3].

El modelo méas simple de la evolucién de la concentracién de un farmaco
en el estémago supone que la cantidad de droga que se absorve por unidad de
tiempo es proporcional a la concentracién de la misma.

Esto es, si llamamos ¢, (t) a la concetracién de la droga en el estémago en el
instante t, se cumplira la ecuacion:

dee(t)
dt

= =14 - ce(t) (1.1)

Esta ecuacién es una Ecuacién Diferencial Ordinaria (ODE) de primer orden
homogénea. La variable c.(t) se denomina variable de estado.
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Ademss, se trata de un modelo lineal (el lado derecho de la ecuacién contiene
s6lo operaciones lineales sobre ¢, ) y estacionario (si cambiamos la variable ¢ por
t =t — 7 obtenemos exactamente el mismo sistema).

En general, utilizaremos la notacién & para referirnos a la derivada temporal
‘é—f. Es decir, reescribiremos la Ec.(1.1) como:

Ce(t) = =g - ce(t) (1.2)

Ejemplo 1.2. Velocidad de una masa puntual en el aire.

El esquema de la Fig.1.1 muestra el diagrama de fuerzas que actian sobre
una masa puntual bajo la accién de la gravedad y el rozamiento con el aire.
Aplicando la segunda ley de Newton, se llega facilmente a la ecuacion:

Fo=b-o(t) - Jo(t)]

» @

Fo=m-g

Figura 1.1: Sistema mecanico elemental.

1) = g~ Zu(t)fo(r) (13)

que corresponde a un sistema de primer orden (la variable de estado es v(t)),
no lineal (debido al término cuadrético de la friccién) y estacionario.

Ejemplo 1.3. Sistema hidrdulico.

La Figura 1.2 representa un tanque de agua, cuya base tiene area A, a la que
ingresa un liquido de densidad p. La cantidad de liquido que ingresa esta dado
por el caudal Q(t) (una funcién del tiempo). El liquido acumulado en el tanque
tiene un volumen V'(t) y como consecuencia de la altura de la columna de agua,
la presién en el fondo del tanque es P(t).

A la derecha del tanque hay una estriccion que consideramos lineal. Esto es,
el liquido que sale del tanque es proporcional a la presién P(t).

Un modelo simple de este sistema estd dado por:

. p . g
Vit)=——-==VI(t t 1.4
(t) = -3z V() + Q) (1.4)
Este sistema es de primer orden (la variable de estado es el volumen V (¢)), lineal
y estacionario. Ademds, el sistema tiene una senal de entrada Q(t).
Hay otras variables que pueden ser de interés en este sistemas, tales como
la presién P(t) o el caudal de salida Qs(t), que no aparecen explicitamente en
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Q)

P = 4V() Q. = 20

Figura 1.2: Sistema hidraulico elemental.

la ecuacién diferencial (1.4). Por este motivo, los modelos en ecuaciones dife-
renciales suelen complementarse con ecuaciones de salida que calculan ciertas
variables de interés (salidas) a partir de las variables de estado.

En este ejemplo podemos agregar las ecuaciones de salida:

Pt) = %V(t)

P9
s(t) =—=2V(I
Qu(t) = L5V ()
Una observacién muy importante es que el modelo dado por la ecuacién (1.4)
sélo es valido cuando V (¢) > 0.

Ejemplo 1.4. Evolucion de la concentracion de una droga entre el estomago y
la sangre [3].

El Ejemplo 1.1 puede completarse considerando ahora que la droga que se
absorve del estomago pasa a la sangre, y que la cantidad de farmaco en la sangre
se elimina también con una velocidad proporcional a su concentracién.

Esta nueva hipdtesis nos impone la necesidad de contar con una nueva va-
riable de estados, ya que para describir lo que ocurre debemos tener en cuenta
la concentracién de fadrmaco en el estémago c.(t) y la concentracion de fdrmaco
en la sangre c,(¢).

El sistema de ecuaciones diferenciales es entonces el siguiente:

Ce(t) = =1 - ce(t)
Cs(t) =7Tq - ce(t) — re - cs(t)

Este sistema es lineal, de segundo orden (hay dos variables de estado), estacio-
nario y auténomo (no hay entradas).

(1.5)

Ejemplo 1.5. Sistema masa resorte.

La Figura 1.3 muestra un sistema masa—resorte, donde se considera ademas
la presencia de friccién (en este caso lineal) y de una fuerza externa aplicada
sobre la masa F'(t).
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Fres(t) = k - 2(t)

mYAVAVAVa IR —

Fro.(t) =b-0(t)

Figura 1.3: Sistema masa-resorte.

Un modelo de de la evolucién de la posicién x(t) en este sistema (que se
encuentra habitualmente en los cursos de Fisica) estd dado por la ecuacién
diferencial

m-&(t)+b-2(t) +k-x(t) = F(t) (1.6)

Aunque hay sélo una variable (z(t)), debido a la presencia de la derivada
segunda, el sistema es en realidad de segundo orden.

En la Ec.(1.5) del ejemplo anterior representdbamos al sistema de segundo
orden como dos ecuaciones de primer orden en dos variables de estado (sistema
de ecuaciones de estado). Evidentemente, la Ec.(1.6) corresponde a una forma
distinta de representacion.

Sin embargo, podemos facilmente pasar a la forma de ecuaciones de estado
utilizando como variables de estado a z(t) y a v(t) = &(t), resultando el sistema:

@(t) = v(t)

ot) = —%x(t) _ %v(t) + %F(t)

(1.7)

que es claramente un sistema lineal y estacionario, de segundo orden, con una
entrada F'(t).

Los sistemas exresados como una ecuacién diferencial con derivadas hasta
orden n, tales como la Ecuacién (1.6), pueden siempre reducirse a n sistemas
de ecuaciones diferenciales de primer orden. Para esto basta con utilizar como
variables de estado la variable de la ecuacion diferencial original y sus n — 1
derivadas.

En el curso vamos a trabajar casi exclusivamente con sistemas representados
mediante ecuaciones de estado, es decir, n sistemas de ecuaciones diferenciales
de primer orden.

Ejemplo 1.6. Modelo de Lotka—Volterra [6]. Uno de los modelos més simple y
difundidos de la dindmica de poblaciones es el de Lotka—Volterra, desarrollado en
la década de 1920 para describir la evolucién de dos especies: presa y depredador.
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El modelo tiene la forma:

5(t) = r-p(t) — a-p(t) - dit) .
d(t) = b- p(t) - d(t) —m -d(t)

donde p(t) y d(t) representan el nimero de presas y depredadores respectiva-
mente.

El coeficiente 7 es la tasa de crecimiento del niimero de presas en ausencia
de depredadores. El pardmetro a es el coeficiente de depredacién. Similarmente,
b es la tasa de crecimiento del nimero de depredadores en presencia de presas
y m es la tasa de mortalidad de los depredadores.

Como puede verse, se trata de un sistema no lineal de segundo orden.

Ejemplo 1.7. Circuito Eléctrico. El circuito eléctrico de la Fig. 1.4 consiste en
una fuente de tensién U (t), dos resistencias (Ry y Rz), una inductancia L y un
capacitor C'. Consideramos todos elementos lineales.

L R,

+ Qﬂfg“r:i_c
Ut Ry _—

Figura 1.4: Circuito eléctrico simple.

Las ecuaciones que rigen la dindmica de dicho circuito son las siguientes:

uc(t) = —iL(t) + UL(t)
© RQ? (1.9)
ip(t) = EUL(t)

donde las variables de estado uc(t) e i1 (t) representan la tensién en el capacitor
y la corriente en la inductancia respectivamente. Ademas, aparece una variable
ur(t) (tensién en la bobina) que debe cumplir:

U() ~ Rain(t) —ue(®) - (1+ THuelt) =0 (1.10)
En este caso, el sistema total, formado por las ecuaciones (1.9)—(1.10), es una
Ecuacion Diferencial Algebraica (DAE).

El sistema es lineal, de segundo orden, y en este caso (debido a la linealidad)
puede transformarse en una ecuacién diferencial ordinaria despejando up,(t) de
(1.10) y reemplazando en (1.9). Sin embargo, si la caracteristica de alguna de
las resistencias fuera no lineal, esto seria en general imposible.
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1.2. Modelado y Simulacion.

Siendo este un curso sobre simulacion, hay un problema que estd intima-
mente ligado al mismo y que no puede dejar de mencionarse: el modelado.

En el contexto de este curso, cuando hablamos de modelado nos referimos a
la obtencién de modelos matemadaticos tales como los expresados por las Ecua-
ciones (1.2)-(1.10), a partir de descripciones similares a las de los ejemplos
tratados.

Si bien este es un tema fundamental, lo dejaremos de lado y supondremos que
ya contamos con los modelos y nos concentraremos casi exclusivamente en los
problemas de simulacién. Al lector que esté interesado en métodos de modelado
podemos recomendarle el libro Continuous System Modeling [1], que contiene
una muy buena sintesis de los métodos y herramientas para el modelado de
sistemas de diversos dominios de la ciencia y de la técnica.

Cuando nos referimos a simulacion, hablamos en general de un experimento
que se realiza sobre un modelo.

En el caso de los sistemas continuos, dado que las variables evolucionan
continuamente en el tiempo, hacer una simulacién equivale a obtener datos
sobre las trayectorias que describen dichas variables.

Mas precisamente, lo que buscaremos obtener a través de las simulaciones
son soluciones de las ecuaciones diferenciales que describen los sistemas a partir
de condiciones iniciales conocidas. Esto no es ni mas ni menos que lo que se
conoce como Problemas de Valor Inicial.

1.3. Problemas de Valor Inicial.

El objetivo de este curso es el de estudiar métodos numéricos que permi-
tan resolver de manera aproximada sistemas de ecuaciones tales como los que
aparecieron en los Ejemplos 1.1-1.7 a partir de condiciones iniciales conocidas.

Sin embargo, algunas de las ecuaciones de estos casos particulares pueden
resolverse de manera analitica.

Por ejemplo, la Ec.(1.2) del Ejemplo 1.1 tiene solucién:

cs(t) = e " es(0) (1.11)

donde ¢;(0) es la condicién inicial, es decir, la cantidad de farmaco que hay
originalmente en el estémago.
De manera similar, la Ec.(1.4) en el Ejemplo 1.3 tiene solucién analitica

Vit)= e)"tV(O) + /0 e>‘(t —7)Q(7)dr (1.12)

donde A £ — £ En este caso, V(0) representa el volumen inicial de liquido en
el tanque.

Veremos més adelante que en los sistemas lineales y estacionarios es relati-
vamente facil encontrar la solucién analitica. Sin embargo, esto no es en general
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posible en los sistemas no lineales, y esta razén es una de las principales moti-
vaciones para estudiar los métodos numéricos de integracién.

Una caracteristica de las soluciones analiticas (1.11) y (1.12) es que las férmu-
las son vélidas para cualquier condicién inicial y, en el caso de las segunda, para
cualquier trayectoria de entrada. Esta generalidad la perderemos cuando ob-
tengamos soluciones numéricas, ya que cada solucion numérica corresponderd a
una determinada condicién inicial y a una determinada trayectoria de entrada.

1.4. Ecuaciones de Estado

Los Ejemplos 1.1-1.6 resultaron en modelos de ecuaciones diferenciales or-
dinarias, que escribimos en la forma de FEcuaciones de Estado. En general, un
sistema de ecuaciones de estado de orden n tiene la forma:

tftl(t) = fl(xl(t)a ce 7xn(t)7u1(t)a ce 7um(t)vt)
(1.13)

xn(t) = fn(xl(t)a ce 7xn(t)7u1(t)v cee 7um(t)vt)

donde z1,...,x, son las variables de estado y u1,...,u, son las variables de
entrada. La Ec.(1.13) puede reescribirse utilizando notacién vectorial:

x(t) = £(x(t), u(t),t) (1.14)

T T

donde x = [ml ... xn} € R™ es el vector de estados y u = [u1 - um] S
R™ es el vector de entradas.

Cuando interesan algunas variables del sistema en particular (no necesaria-

mente variables de estado), tal como en el caso del Ejemplo 1.3, suelen comple-

tarse los modelos con Ecuaciones de Salida de la forma:

y1(t) = g1(x1(t), ..., n(t),ur(t), .. s um(t), 1)

: (1.15)
Yp(t) = gp(x1(t), .. s xn(t),ur(t), ..., um(t),t)
donde yi,...,¥y, son denominadas variables de salida. Las ecuaciones de salida
también pueden escribirse en forma vectorial:
y(t) = g(x(t), u(t), t) (1.16)

1.5. Sistemas Lineales y Estacionarios.

Un caso particular de la Ecuacién de Estados (1.14) se da cuando el lado
derecho es lineal en los estados y entradas y no hay dependencia explicita del
tiempo. En tales casos, la Ec.(1.14) toma la forma

x(t) = A -x(t) + B - u(t) (1.17)
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donde A € R™™ y B € R™™ ™ son las matrices de evolucién y de entrada
respectivamente.
Para los fines de este curso, nos interesa particularmente el caso auténomo,
es decir,
x(t) = A -x(t) (1.18)

yva que las principales propiedades de estabilidad y precisiéon de los distintos
métodos que estudiaremos se analizan en base a este caso.

La razén de utilizar el sistema (1.18) para analizar las propiedades de los
métodos es muy simple: para este sistema podemos calcular la solucién analitica
y podemos establecer de manera muy simple las condiciones que debe cumplir
A para que el sistema sea estable. Por lo tanto, podemos comparar las solucio-
nes aproximadas y las caracteristicas de estabilidad que resultan de aplicar un
método con las soluciones y las condiciones de estabilidad exactas del sistema
original.

En virtud de esto, analizaremos a continuacién las propiedades del sistema
lineal y estacionario (1.18).

Comenzaremos entonces por resolver la ecuacién (1.18) a partir de una condi-
cién inicial genérica x(0) = x¢. Para tal fin, comenzaremos haciendo un cambio
de variables a través de una transformacion lineal:

x(t) = V - z(t) (1.19)

donde V es una matriz invertible. Reemplazando en (1.18) y operando obtene-
mos el sistema:
72(t) =V 'A-V.z(t) = A-zt) (1.20)

con la condicién inicial z(0) = zg = V1 - x.

Cuando todos los autovalores de la matriz A son distintos, es siempre posible
elegir V tal que la matriz A sea diagonal®. En ese caso, la matrices A (matriz
de autovalores) y V (matriz de autovectores) toman la forma

M 0 ...00
0 X ... 0

A=|. . . V=V Voo V] (1.21)
0 0 ... X\

donde los \; son los autovalores y los V; los correspondientes autovectores.
Recordemos que los autovalores son soluciones de la ecuacién caracteristica

det(A\- I —A)=0 (1.22)
y los autovectores satisfacen

)\i -V; = A . V; (1.23)

ICuando hay autovalores repetidos, en general no se puede diagonalizar, pero se puede
elegir V tal que la matriz A sea una matriz de Jordan. De todas maneras, para los fines de
este curso, no serd necesario tener en cuenta estos casos no diagonalizables
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Teniendo en cuenta la Ec.(1.21), el sistema (1.20) puede reescribirse como
21 (t) — )\1 4t (t)
: (1.24)
Zn(t) = An - 2n(2)

lo que consiste en un sistema de n ecuaciones diferenciales de primer orden
desacopladas, y que puede resolverse de manera trivial. La solucién es

(1.25)
Zn(t) = et 2,(0)
Utilizando notacién matricial, podemos reescribir la solucién
z(t) = M. 2(0) (1.26)
donde definimos
eMt 0 0
At o ? ex:z't . ? (1.27)
6 0 . e>‘."'t

Finalmente, utilizando la Ecuacién (1.19) en la Ec.(1.26), y recordando que
z(0) = V~1 . x(0), podemos obtener la solucién de la Ec.(1.18):

x(t) = V- eMt . VIx(0) = eAt - x(0) (1.28)

donde definimos
eAtav. Myl (1.29)

La matriz et se denomina matriz de transicién, y permite calcular la solucién

de (1.18) en un instante cualquiera. Esta denominacién se debe a que si cono-
cemos el valor del estado x(¢1) en un instante cualquiera t1, al premultiplicar
dicho estado por la matriz de transicién e®* obtenemos el valor del estado en
el instante t + t.

En presencia de senales de entrada habiamos visto que un sistema lineal y
estacionario tomaba la forma de la Ec.(1.17). En tal caso, la solucién puede
escribirse como

x(t) = et x(0) + /Ot AT B u(r)dr (1.30)
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1.6. Propiedades Cualitativas de la Solucion.

Al analizar la solucién x(t) en la Ec.(1.30), encontraremos que cada compo-
nente del vector de estado verifica la expresion:

zi(t) =¢iq - Mty 4 Cim - etnt (1.31)

donde los coeficientes ¢; ; dependen del estado inicial x(0) y de la matriz de
autovectores V.

Independientemente de cuanto valgan estos coeficientes, la forma cualitativa
de las soluciones dependera totalmente de los autovalores.

Por este motivo, las funciones (exponenciales) e*i* se denominan modos del
sistema. Por ejemplo, un autovalor real negativo aportarad un modo correspon-
diente a una exponencial convergente. De manera similar, un par de autovalores
imaginarios puros (conjugados) aportardn un modo oscilante (senoidal puro).
Por otro lado, un par de autovalores complejos conjugados con parte real posi-
tiva aportaran un modo oscilante modulado por una exponencial divergente.

Una diferenciacién fundamental entre los posibles modos de un sistema
estd dada por la parte real de los autovalores. Si Re();) < 0 es fdcil de ver
que lim;_, et = 0, es decir, el modo se extingue a medida que avanza el
tiempo. Esto es, se trata de un modo estable.

En cambio, cuando Re(A;) > 0 ocurre que lim;_, |e
trata de un modo inestable.

El caso Re();) = 0 (suponiendo que no hay autovalores repetidos)? corres-
ponde a modos marginalmente estables.

Para que un sistema lineal y estacionario sea estable todos los modos deben
ser estables, es decir, todos los autovalores deben tener parte real negativa.
Por el contrario, si uno o méas autovalores tienen parte real positiva el sistema
serd inestable.

Es importante remarcar que no hace falta calcular la solucién x(t) para
tener informacién cualitativa sobre la solucién, ya que para conocer los modos
del sistema y/o la estabilidad es suficiente con calcular los autovalores de la
matriz A.

Por dltimo, cabe mencionar que hay conceptos y herramientas de andlisis
de estabilidad (mds avanzados que los vistos) que pueden aplicarse no sélo a
los sistemas lineales y estacionarios, tales como (1.17), sino que también se
aplican a sistemas no lineales en general como (1.14). Incluso, algunos de ellos
se aplican en el contexto de los métodos numéricos de integracién. Sin embargo,
no trataremos aqui esos conceptos ya que exceden los objetivos de este curso.
Para quien tenga interés en el tema, el libro Nonlinear Systems de H.Khalil
[5] ofrece un muy buen resumen de las principales herramientas de andlisis de
sistemas no lineales.

Ait| = 0o, por lo que se

2Cuando hay autovalores repetidos y el sistema no se puede diagonalizar, aparecen modos
de la forma t7 - e*i't donde j = 1,...,k, siendo k la multiplicidad del autovalor.
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1.7. Problemas Propuestos

[P1.1] Respuesta al escalén de un sistema de primer orden

Calcular y graficar la solucién del sistema (1.4) considerando un volumen
inicial nulo V(0) = 0, y que el caudal de entrada es una funcién escalén unitario,
es decir, Q(t) = &(t) donde

0 sit<O

e(t) = { (P1.1a)

1 sit>0
Utilizar los parametros: p=1,9g=98, A=1y R=1.

[P1.2] Solucién libre de un sistema de segundo orden
Para el sistema (1.5):

a) Reescribir la ecuacién en forma matricial.

b) Calcular y graficar la solucién con condiciones iniciales c.(0) = 1, ¢5(0) = 0,
considerando los parametros r, =2y r. = 1.

c¢) Repetir el punto anterior los pardmetro r, = 20, r. = 1 y para r, = 0.1,
re = 1.

[P1.3] Respuesta al escalén de un sistema de segundo orden Para el
sistema masa resorte (1.7):

a) Reescribir la ecuacién en forma matricial.

b) Calcular y graficar la solucién considerando condiciones iniciales nulas y que
la fuerza de entrada es un escalén unitario, F'(t) = e(t), con &(¢) definido en
la Ec.(P1.1a). Suponer que los pardmetros valen m =k =b = 1.

[P1.4] Transformacién de una DAE en una ODE explicita. Convertir
la DAE (1.9)—(1.10) en una ecuacién diferencial ordinaria y escribirla en forma
matricial.

[P1.5] Estabilidad de los sitemas lineales y estacionarios
Analizar la estabilidad de los sistemas de los Ejemplos 1.1, 1.3, 1.4, 1.5 y
1.7. Considerar en todos los casos que todos los pardmetros son positivos.

[P1.6] Punto de equilibrio de un sistema lineal y estacionario Para el
sistema hidraulico (1.4), considerando Q(t) = Q) (constante) y los pardmetros
utilizados en el Problema P1.1, calcular el punto de equilibrio. Es decir, se pide
calcular el valor del estado (en este caso V(1)) para el cual la solucién queda en

un estado estacionario (V(t) = 0).
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Corroborar luego este resultado con la solucién del sistema calculada en el
Problema P1.1.

[P1.7] Puntos de equilibrio en sistemas no lineales Calcular el/los pun-
to/s de equilibrio de los sistemas:

a) El sistema (1.3), considerando b=m =1, g = 9.8.

b) El sistema presa—depredador (1.8), suponiendo r =a =b=m =0.1.
Interpretar los resultados.

[P1.8] Pelota rebotando El siguiente modelo puede verse como una combi-

nacién del sistema (1.3) (suponiendo rozamiento lineal, y con v(t) positiva hacia
arriba) y el sistema (1.7) (con F(t) = —m - g):

(1) = —bay(t)—yg si z(t) >0 (P1.8a)
TWE —k ) - wt)—g sia(t) <0

Este sistema puede representar un modelo muy simplificado de una pelota que
rebota contra el piso. Cuando z(t) > 0 la pelota estd en el aire y cuando z(¢t) < 0
la pelota estd en contacto con el piso y se modeliza como un sistema masa—
resorte.

Desde el punto de vista matematico, la ecuacién (7.1) es seccionalmente
lineal 6 lineal a tramos. Si bien no se puede calcular la solucién analitica en
forma exacta, es posible calcular tramos de la solucién.

Considerando entonces los pardmetros b, = 0.1, m =1, b =30, g = 9.8 y
k = 100000, se pide:

a) Calcular y graficar un tramo de la solucién desde la condicién inicial z(0) =
10, v(0) = 0, hasta el tiempo ¢1, en el que se verifique z(¢1) = 0.

Ayuda: Como la matriz A es singular, en este caso no puede calcularse la
integral de et como A~! - et Una opcién (para seguir utilizando esta
forma de integrar) es modificar la matriz A, agregando un pequeno término
que evite que sea singular.

Adems4s, notar que para calcular el tiempo ¢; va a ser necesario utilizar
alguna forma de iteracion.

b) Utilizando como condicién inicial los valores finales del tramo obtenido en
el punto anterior: z(¢1)(= 0), v(f1), calcular un nuevo tramo de la solucién
hasta un instante t2 en que se verifique nuevamente z(t2) = 0.

c¢) Repetir el punto anterior varias veces y graficar la solucién obtenida.



Capitulo 2

Bases de la Integracion
Numérica

Este capitulo es una traduccién resumida del Capitulo 2 del libro Continuous
System Simulation [2].

2.1. Introduccion

Consideremos un modelo de ecuaciones de estado:

() = £(x(t), u(t), ) (2.1)

donde x es el vector de estados, u es el wvector de entradas, y t representa el
tiempo, con condiciones iniciales:

x(t =tg) = xo (2.2)

Una componente x;(t) del vector de estados representa la i*" trayectoria del
estado en funcién del tiempo ¢. Siempre y cuando el modelo de ecuaciones de
estado no contenga discontinuidades en f;(x,u,t) ni en sus derivadas, x;(t)
serd también una funcién continua. Ademés, la funcién podréd aproximarse con
la precisién deseada mediante series de Taylor alrededor de cualquier punto de la
trayectoria (siempre y cuando no haya escape finito, es decir, que la trayectoria
tienda a infinito para un valor finito de tiempo).

Llamemos t* al instante de tiempo en torno al cual queremos aproximar la
trayectoria mediante una serie de Taylor, y sea t* 4 h el instante de tiempo en el
cual queremos evaluar la aproximacion. Entonces, la trayectoria en dicho punto
puede expresarse como sigue:

dx; (t* d?x;(t*) h?

Reemplazando con la ecuacién de estado (2.1), la serie (2.3) queda:

16
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df;(t*) h?

(" +h) =2, + fi(¢7) - h + art’)

dt 2!

Los distintos algoritmos de integracién difieren en la manera de aproximar las
derivadas superiores del estado y en el numero de términos de la serie de Taylos

que consideran para la aproximacion.

(2.4)

2.2. Precision de la aproximacion

Evidentemente, la precision con la que se aproximan las derivadas de orden
superior debe estar acorde al nimero de términos de la serie de Taylos que se
considera. Si se tienen en cuenta n + 1 términos de la serie, la precisiéon de la
aproximacién de la derivada segunda del estado d?x;(t*)/dt? = df;(t*)/dt debe
ser de orden n — 2, ya que este factor se multiplica por h2. La precisién de la
tercer derivada debe ser de orden n — 3 ya que este factor se multiplica por
h3, etc. De esta forma, la aproximacién serd correcta hasta A™. Luego, n se
denomina orden de la aproximacion del método de integracién, o, simplemente,
se dice que el método de integracién es de orden n.

El error de aproximacién que se produce a causa del truncamiento de la serie
de Taylor tras un nimero finito de términos se denomina error de truncamien-
to. El error de truncamiento contiene términos de A", A"t2 etc. No puede
contener ningin término de potencias de h menor que n+ 1. Sin embargo, como
la magnitud de los términos superiores decrece muy rapidamente, el error de
truncamiento se suele aproximar mediante el término de h"*1.

Mientras mayor es el orden de un método, méas precisa es la estimacion de
x;(t* + h). En consecuencia, al usar métodos de orden mayor, se puede integrar
utilizando pasos grandes. Por otro lado, al usar pasos cada vez mas chicos, los
términos de orden superior de la serie de Taylor decrecen cada vez mas rapidos
y la serie de Taylor puede truncarse antes.

El costo de cada paso depende fuertemente del orden del método en uso. En
este sentido, los algoritmos de orden alto son mucho méas costosos que los de
orden bajo. Sin embargo, este costo puede compensarse por el hecho de poder
utilizar un paso mucho mayor y entonces requerir un niimero mucho menor de
pasos para completar la simulacién. Esto implica que hay que hacer una buscar
una solucién de compromiso entre ambos factores.

Una regla empirica simple para elegir el orden apropiado a utilizar en una
simulacién puede ser la siguiente:

Si la precision local relativa requerida por una aplicacion, es decir, el
maximo error tolerado tras un paso de integracién, es 10~", entonces
conviene elegir un algoritmo de al menos orden n.

Por este motivo, la simulaciéon de problemas de dindmica celeste requiere usar
los algoritmos de mayor orden (normalmente se usan de orden 8). Por otro lado,
la mayor parte de las simulaciones de sistemas econémicos se hacen con métodos
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de primer o segundo orden, ya que los parametros de los modelos no son mucho
mAas precisos que eso.

Muchas aplicaciones de la ingenieria requieren una precision global relativa
de aproximadamente 0.001. Normalmente se asume lo siguiente:

Si el error de integracion local, es decir, el error cometido tras un paso
de integracién es proporcional a h"*t!, luego el error de integracién
global, es decir, el error de los resultados al final de la simulacion,
es proporcional a h".

Esta suposicién es correcta para un paso de integracién h suficientemente pe-
queno, es decir, en la llamada region asintdtica del algoritmo.

Un error relativo global de 0.001, lo que permiten la mayor parte de las
aplicaciones de la ingenierfa, requiere un algoritmo con un error global de A3.
De acuerdo con la observaciéon anterior, esto corresponde a un algoritmo con
error local de h* y error relativo local de 0.0001. Por esto la mayor parte de los
sistemas de simulacién ofrecen como algoritmo por defecto uno de cuarto orden.

Una segunda fuente de error de aproximacién importante es la causada por
la longitud de palabra finita de la computadora que realiza la simulacién. Este
error se denomina error de redondeo y es importante ya que en la integracién
numérica siempre se suman nimeros pequenos con niameros grandes.

Debido a esto, en general el uso de algoritmo de orden alto requiere a la
vez el uso de doble precisién, ya que de otra forma el error por redondeo se
torna mayor al error por truncamiento y pierde sentido la utilizaciéon de una
aproximacion tan precisa. Ademas, por el mismo motivo, casi nunca se utilizan
algoritmos de orden mayor que 8.

Una tercera fuente de error es el error de acumulacion. Debido al trunca-
miento y al redondeo no se puede conocer con precisién x(t* + h). Por lo tanto,
este error es heredado por el siguiente paso como un error en la condicién inicial.
Asi, los errores se acumulan a través de pasos sucesivos. Afortunadamente, los
efectos de las condiciones iniciales tienden a desaparecer de la solucién analitica
cuando el sistema es analiticamente estable. Por lo tanto, es de esperar que si el
método de integracién es numéricamente estable (ya veremos en detalle el sig-
nificado de este término) entonces también se extinguird con el tiempo el efecto
de las condiciones iniciales y con esto, se atenuara el efecto de la imprecisién en
las mismas.

Sin embargo, esto no ocurre asi con los sistemas inestables, y el error
aqui puede acumularse excesivamente a través de los pasos. En estos casos,
puede ser conveniente (si es posible) integrar hacia atrds en el tiempo desde el
final.

Por encima de estos errores aparecen también las imprecisiones del propio
modelo. Estas se pueden clasificar entre errores paramétricos, es decir, impreci-
sion en los parametros, y errores estructurales, también llamados dindmica no
modelada.
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2.3. Integracion de Euler

El algoritmo de integracién mas simple se obtiene truncando la serie de
Taylor tras el término lineal:

x(t* + h) ~ x(t*) + %(t") - h (2.5)

x(t* + h) ~ x(t*) + £(x(t*), 1) - h (2.5b)

Este esquema es particularmente simple ya que no requiere aproximar ninguna
derivada de orden superior, y el término lineal estd directamente disponible
del modelo de ecuaciones de estado. Este esquema de integracién se denomina
Método de Forward Euler, y lo abreviaremos como FE.

La Fig.2.1 muestra una interpretacion grafica de la aproximacion realizada
por el método de FE.

15
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5t Value

0 1 1 1 ] ] >
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Time

Figura 2.1: Integracién numérica utilizanddo Forward Euler.

La simulacion utilizando el método de FE es trivial. Dada la condicién inicial
x(t = tp) = xg se puede proceder de la siguiente forma:

paso la: x(to) = f(x(to),to)

paso 1b: x(to + h) = x(to) + h-%(to)

paso 2a: Xx(to + h) = f(x(to +h),to + h)

paso 2b: x(to + 2h) = x(to+h) + h-%x(to+h)
paso 3a: X(to + 2h) = f(x(to + 2h),to + 2h)

paso 3b: x(to + 3h) = x(to +2h) + h-%x(to + 2h)

etc.
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La simulacién se torna trivial ya que el método de integracién utiliza sélo valores
pasados de las variables de estado y sus derivadas. Un esquema de integracién
que exhibe esta caracteristica se denomina algoritmo de integracion explicito.
La mayor parte de los métodos que se utilizan en los lenguajes de simulacion de
propésito general son de esta naturaleza.

Veamos ahora un algoritmo de integracién diferente. La Figura 2.2 muestra
un esquema con una pequena modificacion.
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Figura 2.2: Integracion numérica utilizando Backward Euler.

En este esquema, la solucién x(t* 4 h) se aproxima utilizando los valores de
x(t*) y £(x(t* + h),t* + h) mediante la férmula:

x(t* + h) ~ x(t*) + £(x(t* + h), ¢+ h) - h (2.6)

Este esquema se conoce como el método de integraciéon de Backward Euler
(BE).

Como puede verse, esta férmula depende en el valor actual y en el valor
pasado de las variables, lo que causa problemas. Para calcular x(¢t* + h) en la
Eq.(2.6), necesitamos conocer f(x(t* 4+ h),t* + h)), pero para calcular f(x(t* +
h),t*+h)) de la Ec.(2.1), necesitamos saber x(t* +h). En consecuencia, estamos
ante un lazo algebraico no lineal.

Este tipo de algoritmos se denominan métodos de integracion implicitos.

Si bien los métodos implicitos son ventajosos desde el punto de vista numéri-
co (veremos esto mds adelante), la carga computacional adicional creada por la
necesidad de resolver simultdneamente un sistema de ecuaciones algebraicas no
lineales al menos una vez por cada paso de integraciéon puede hacerlos inapro-
piados para su uso en software de simulacién de propdsito general excepto para
aplicaciones especificas, tales como los sistemas stiff.
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2.4. El Dominio de Estabilidad Numérica
Volvamos ahora a la solucién de un sistema auténomo, lineal y estacionario:
x=A-x (2.7)
con las condiciones iniciales de la Ec.(2.2). La solucién analitica es la siguiente:

x(t) = exp(A - 1) - xo (2.8)

Esta solucién es analiticamente estable si todas las trayectorias permanecen
acotadas cuando el tiempo tiende a infinito. El sistema (2.7) es analiticamente
estable si y sdlo si todos los autovalores de A tienen parte real negativa:

Re{Eig(A)} =Re{A} < 0.0 (2.9)

El dominio de estabilidad analitica en el plano complejo A se muestra en la
Fig.2.3.

Im{A}

unstable

Re{A}

Figura 2.3: Dominio de estabilidad analitica.

Apliquemos entonces el algoritmo de FE a la solucién numérica de este pro-
blema. Colocando el sistema de la Ec.(2.7) en el algoritmo de la Ec.(2.5), obte-
nemos:

x(t* + h) = x(t*) + A - h - x(t") (2.10)

que puede reescribirse en forma més compacta como:

x(k+1)=[I™ + A h)-x(k) (2.11)

I™ es una matriz identidad de la misma dimensién que A, es decir, n x n. En
lugar de referirnos explicitamente al tiempo de simulacién, lo que hacemos es
indexar el tiempo, es decir, k se refiere al k—ésimo paso de integracion.

Lo que hicimos fue convertir el sistema continuo anterior en un sistema de
tiempo discreto asociado:
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Xk+1 = F- Xk (2.12)

donde la matriz de evolucién discreta F puede calcularse a partir de la matriz
de evolucién continua A y del paso de integracién h, como:

F=I"1+A-h (2.13)

El sistema discreto de la Ec.(2.12) es analiticamente estable si y s6lo si todos
sus autovalores se encuentran dentro de un circulo de radio 1 alrededor del
origen, llamado circulo unitario. Para que esto ocurra, de la Ec.(2.13) podemos
concluir que todos los autovalore de A multiplicados por el paso de integraciéon
h deben caer en un circulo de radio 1.0 alrededor del punto —1.0.

Diremos que un sistema lineal y estacionario de tiempo continuo integrado
con un dado método de integracién de paso fijo es numéricamente estable si 'y
sélo si el sistema de tiempo discreto asociado es analiticamente estable.

La Figura 2.4 muestra el dominio de estabilidad numérica del método de FE.

Im{\- h}

B Re{\ - h}

'@ unstable

Figura 2.4: Dominio de estabilidad numérica de Forward Euler.

Es importante notar que el dominio de estabilidad numérica, en el senti-
do riguroso, queda sélo definido para sistemas lineales y estacionarios y puede
aplicarse s6lamente a algoritmos de paso fijo.

En el caso de FE, el dominio de estabilidad numérica nos muestra que cuando
el paso de integracién es grande, un sistema analiticamente estable puede dar
un resultado numéricamente inestable.

La limitaciéon en el valor de h es particularmente importante cuando los
autovalores se encuentran cerca del eje imaginario. En particular, cuando estan
sobre dicho eje no existe ningin paso de integracion que permita obtener una
solucién puramente oscilante, sino que siempre se obtiene un resultado inestable.
Por este motivo, el método de FE no sirve para integrar sistemas con poco
amortiguamiento.

Veamos ahora el método de BE. Colocando el modelo de la Ec.(2.7) en el
algoritmo de la Ec.(2.5), se obtiene:
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xX(t*+h) =x(t*)+A-h-x(t"+h) (2.14)

que puede reescribirse como:

[T — A h]-x(t* 4 h) = x(t*) (2.15)
x(k+1)=[1I™ — A-hn"t.x(k) (2.16)

Luego:
F=[1®_A. pn! (2.17)

La Figura 2.5 muestra el dominio de estabilidad de este método.

Im{\-h}

=3

unstable %

+1'

* = Re() h}

Figura 2.5: Dominio de estabilidad de Backward Euler.

El algoritmo de BE tiene la ventaja de que si el sistema es analiticamente es-
table, se garantizara la estabilidad numérica para cualquier paso de integracién
h. Este método es entonces mucho mas apropiado que el de FE para resolver
problemas con autovalores alejados sobre el eje real negativo del plano com-
plejo. Esto es de crucial importancia en los sistemas stiff, es decir, sistemas
con autovalores cuyas partes reales estan desparramadas a lo largo del eje real
negativo.

A diferencia de FE, en BE el paso de integracién debera elegirse exclusi-
vamente en funcién de los requisitos de precision, sin importar el dominio de
estabilidad numérica.

Sin embargo, el dominio de estabilidad numérica de BE muestra una re-
gién estable en el semiplano derecho. Esto es particularmente peligroso ya que
un sistema analiticamente inestable puede resultar numéricamente estable. Por
lo tanto, al analizar resultados de simulacién puede llegarse a la conclusion
(errénea) de que el sistema es estable.

Como en el caso de FE, el método de BE no funciona con sistemas marginal-
mente estables (sistemas cuyos autovalores dominantes estdn sobre o cerca del
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eje imaginario) ya que ningin paso de integracién mostrard el comportamiento
oscilatorio no amortiguado.

La obtencién del dominio de estabilidad de BE no es tan directa como la de
FE. Si bien existen métodos analiticos de determinar el dominio de estabilidad
de un algoritmo de integracion dado, estos suelen ser bastante complicados. Por
esto, veremos una manera alternativa de determinar el dominio de estabilidad
de cualquier algoritmo de integraciéon mediante un programa de aproximacién
simple.

Para esto, comenzaremos armando una matriz A con autovalores que satis-
facen |A| = 1.0, y dngulos . Luego, variaremos « entre 0 y pi. Para cada valor
de a determinaremos el valor de h para el cual el método de integracién conlleva
un resultado marginalmente estable (los autovalores de F tienen médulo igual
a 1.0).

De esta forma, el dominio de estabilidad del método se podra dibujar grafi-
cando los valores de h obtenidos con el angulo a.

La matriz de evolucion mencionada tiene la forma

A= (—01 QCols(a)) (2.18)

2.5. La Iteracion de Newton

En los sistemas lineales, podemos utilizar el método de BE aplicando inver-
sién matricial y llegando a una férmula como la Ec.(2.16).

Sin embargo, esto no puede hacer en el caso no lineal. De alguna manera
hay que resolver el conjunto implicito de ecuaciones algebraicas no lineales que
se forman entre el modelo de ecuaciones de estado y el algoritmo de integracion
implicito. Para esto, necesitaremos algin procedimiento iterativo.

La primer idea en este sentido puede ser la de utilizar un método predictor—
corrector: empezamos con un paso utilizando FE, y luego utilizamos el resultado
de este paso (predictor) para calcular la derivada del estado del paso implicito
de BE. Luego, repetimos iterativamente los pasos con BE (corrector).

predictor: xx = f(xx,tk)
Xpi, = Xk + h- Xy
15 corrector:  Xp y = f(Xp,q1,tks1)
c1 _ . P
Xih1 = Xk + hoX
274 corrector: kgt = f(xr, tes1)
c2 _ . C1
Xt = Xk + by
3 corrector: kg% = F(xCZ, ths1)
c3 - C2
Xty = Xk + heXh

etc.
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La iteracién termina cuando dos aproximaciones sucesivas de xj;1 difie-
ren en menos que una tolerancia preestablecida. Este esquema de iteracién se
denomina iteracion de punto fijo.

Lamentablemente, esta idea no funcionara. El problema es que la iteracién
solo convergera cuando los autovalores de A -/ se encuentren dentro del circulo
unitario. En consecuencia, el dominio de estabilidad del método resultante es el
de la Figura 2.6, es decir, sélo coincide con el de BE cuando los autovalores de
A - h son pequenos.

Im{\-h}

unstable

o 2 Re{\-h}

Figura 2.6: Dominio de estabilidad del predictor—corrector FE-BE.

Otro método para encontrar soluciones de ecuaciones algebraicas es la ite-
racion de Newton, cuyo uso para encontrar donde una funcién se hace cero se
ilustra en la Figura 2.7.

A

\

Figura 2.7: Iteracién de Newton.

Dada una funcién arbitraria F(x), asumiendo que conocemos el valor de tal
funcién y su derivada 9F/dz en un punto ¢, notemos que:

oFt  F

Frr ey (2.19)

tan a =



CAPITULO 2. BASES DE LA INTEGRACION NUMERICA 26

Entonces:

]:é
S
v T 9F Jox

Veamos entonces como utilizar esta técnica para iterar en el método de BE
aplicado a un sistema no lineal escalar, donde, en un punto x; tenemos

(2.20)

Tpr1 = f(Tryr, tryr) (2.21)

por lo que al aplicar el algoritmo de BE

Thg1 = T+ h g (2.22)
queda:
Tpr1 =Tk + h- fTpr1,tet1) (2.23)
o
2k +he f(Tre1,ter1) — Ter1 = 0.0 (2.24)

La Ecuacién (2.24) estd en la forma adecuada para aplicar la iteracién de New-
ton. Aqui, la variable desconocida es xj41. Luego,

Gl e ThT he f @i tin) = g
BT TR O f (2 thgr) /02 — 1.0

donde k es el numero del paso de integracién y £ es el numero de veces que la
iteracién de Newton fue aplicada en dicho paso.

La férmula para el caso matricial de la iteracién de Newton tiene la siguiente
forma:

(2.25)

xH = xt — (1) F (2.26)
donde:
({9.7:1/8251 8.7:1/8352 . 67—'1/6xn
0Fs/0x1 OF2/0xo ... OF>/0x,
o a_}' _ 2./ 1 2./ 2 | 2( (2.27)
ox : : . .
OF,/0x1 OF,/0xo ... OF,/0xy,

es la matriz Hessiana del problema.
Utilizando este esquema de iteracion en el modelo de espacio de estados con
el método de BE obtenemos:

ij—ll = X£+1 —[h- jlerl - I(“)]’l [xic+ A f(xf;Jrlv tht1) — X£+1] (2.28)

donde:
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0f1/0xy 0f1/0xy ... Of1/0x,
of 0f2/0x1  Ofa/0x2 ... Of2/0xy,
= o = | | ) | (2.29)

es la matriz Jacobiana del sistema dindmico.

Cualquier implementacién de este esquema de iteracién requiere, en general,
el cémputo de al menos una aproximacién de la matriz Jacobiana, y la inversiéon
(refactorizacién) de la matriz Hessiana. Como ambas operaciones son bastante
costosas, las diferentes implementaciones varian en que tan a menudo recalcular
el Jacobiano (esto se denomina iteracién de Newton modificada). Cuanto méas no
lineal sea el problema, mas a menudo hay que recalcular el Jacobiano. Asimismo,
al cambiar el paso de integracién, hay que refactorizar el Hessiano.

Veamos entonces como este esquema de iteracién afecta la solucién y la
estabilidad de un problema lineal.

El Jacobiano de un modelo lineal es simplemente la matriz de evolucion:

J=A (2.30)

Por esto, el Jacobiano nunca necesita recalcularse. Colocando el sistema
lineal en la Ec. (2.28), encontramos:
Xf;ill =Xjy1 —[A-h— I~ [(A-h—10). Xjeiq + Xk (2.31)
o directamente

Xt s =[I® — AR xy (2.32)

Evidentemente, la iteracion de Newton no modifica las propiedades de esta-
bilidad del algoritmo de BE aplicado a un sistema lineal. Esto vale en general
para todos los métodos de integracién, no sélo para el de BE.

2.6. Problemas Propuestos

[P2.1] Estabilidad Marginal Dado el siguiente sistema lineal y estacionario

1250 —25113 —60050 —42647 —23999 5
500 —10068 —24057 —17092 —9613 2
X = | 250 —5060 —12079 —8586 —4826 |-x+ | 1 |-u
—750 15101 36086 25637 14420 -3
250  —4963 —11896 —8438  —4756 1
y = (-1 26 59 43 23)-x (P2.1a)

con condiciones iniciales:

xo=(1 -2 3 —4 57 (P2.1b)
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Determinar el paso de integracion, Amarg, para el cual FE dard resultados
marginalmente estables.

Simular el sistema durante 10 segundos de tiempo de simulacién con una
entrada escalén utilizando el método de FE con los siguientes pasos de integra-
cién: (i) h = 0.1 hmarg, (i) A = 0.95- Amarg, (iii) & = hmarg, (iv) 7 = 1.05 hmarg,
and (v) h = 2 - Amarg. Discutir los resultados.

[P2.2] Precisién de Integracién Para el sistema del Prob.[P2.1], determinar
el méximo paso de integraciéon que permite obtener una precisién global del 1 %.

Para esto, primero hay que obtener la solucién analitica del sistema y luego
simularlo utilizando el método de FE (durante 10 segundos), hasta obtener que
ambas soluciones difieran en un 1 %:

||Xanal — Xnum H

< 0.01 P2.2a
o] = (P2.22)

Eglobal =

Repetir el mismo experimento con el método de BE. Dado que el sistema es
lineal, se permite calcular la matriz F utilizando inversién matricial.

[P2.3] Method Blending Dado el siguiente sistema lineal y estacionario:

(0 1 0
x = (—9.01 0.2)"”(1)'“

y (1 1) x+2-u (P2.3a)

with initial conditions:

xo=(1 =2)" (P2.3b)

Encontrar la solucién analitica. Simulando durante 25 segundos, determinar
el méaximo paso de integracién que permite alcanzar una precisiéon global del
1% utilizando FE. Luego, repetir para BE. Sacar conclusiones.

Un algoritmo mixto puede obtenerse de la siguiente forma: hacemos un paso
de integracién con FE y luego el mismo paso lo hacemos con BE, y damos como
resultado el promedio de ambos valores. Para este método mixto, obtener el
maximo paso que permite alcanzar una precisién del 1 %. Comparar el resultado
con el de FE y BE por si mismos.

[P2.4] Método Ciclico Repetir el Prob.[P2.3]. Sin embargo, esta vez utiliza-
remos otro algoritmo. En lugar de utilizar el promedio de FE y BE, alternaremos
un paso con FE y otro con BE. Tales algoritmos se llaman métodos ciclicos.

Determinar nuevamente el méximo paso de integracién que alcanza un 1%
de precisién y comparar con los métodos de FE y BE.

[P2.5] Dominio de estabilidad: Métodos mixtos y ciclicos Obtener
el dominio de estabilidad para el método mixto del Prob.[P2.3]. jQue puede
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concluirse al comparar dichos dominios de estabilidad con los de FE y BE?.
; Cémo se puede explicar a partir de estos dominios de estabilidad los resultados
del Prob.[P2.3]?

Repetir el andlisis para el método ciclico del Prob.[P2.4]. Para analizar el
dominio de estabilidad en este tltimo caso, puede utilizar la siguiete ayuda:

En lugar de interpretar este método como la conmutacién de dos métodos
tras cada paso, puede pensarse que consiste en un simple paso grande formado
por dos pasos pequenios:

x(k+0.5) = x(k)+0.5-h-%x(k) (P2.5a)
x(k+1) = x(k+05)+05-h-%x(k+1) (P2.5b)

[P2.6] Ajuste del Dominio de Estabilidad: Método Mixto Veremos otro
método derivado del método mixto antes analizado. Aqui, en lugar de utilizar
el promedio de FE y BE, utilizaremos un promedio ponderado:

x(k+1) =9 -xpe(k+1) + 1-9)-xge(k+1) (P2.6a)

Este método se denomina método—}. Dibujar los dominios de estabilidad del
método para

9 = {0,0.1,0.2,0.24,0.249, 0.25,0.251,0.26,0.3,0.5,0.8, 1} (P2.6b)

Interpretar los resultados.

[P2.7] Ajuste del Dominio de Estabilidad: Método Ciclico Veremos
ahora otro método—. Esta vez, a partir de un método ciclico. El pardmetro que
variaremos es la longitud de los dos semi—pasos de la siguiente forma:

x(k+v) = x(k)+9 h-x(k) (P2.7a)
x(k+1) = x(k+9)+(1—-9)-h-%(k+1) (P2.7b)

Se pide entonces determinar el parametro ¥ tal que el método tenga una region
de estabilidad similar a BE, pero donde el borde de la estabilidad sobre el eje
real positivo del plano (A - h) esté localizado en +10 en lugar de +2.

Dibujar el dominio de estabilidad para este método.



Capitulo 3

Métodos de Integracion
Monopaso

Este capitulo es una traduccién resumida del Capitulo 3 del libro Continuous
System Simulation [2].

3.1. Introduccion

El siguiente algoritmo es del tipo predictor—corrector.

predictor: Xy = f(xx,tx)
" S
corrector: )'(E+1 = f(xE_H,tk_H)
_ . P
X1 = Xk + h~xk+1

Para analizar el error del mismo podemos reunir las ecuaciones, obteniendo:
Xk+1 =Xk +h-f(xk +h-fix,te + h) (3.1)

La idea es comparar con la expansién en series de Taylor de la verdadera solucion
(consideraremos s6lo hasta el término lineal de la expansion).
Recordando que

of (z, of (x,
f(x—i—Ax,y—f—Ay)mf(x,y)—i—M~Ax+M-Ay (3.2)
Ox dy
resulta:
of t of t
F(xie + h - eyt + h) =~ £(xae, 1) + % (h-fi) + % h(3.3)

donde Of /0x es la matriz Jacobiana del sistema. Utilizando la Ec.(3.3) en la
Ec.(3.1), queda:

30
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6f(xk, tk)
ox

6f(xk, tk)

Xip1 & Xy + h- f(xi, tr) + A2 - ( 5t

e+ ) (3.4)

Cmparemos esta expresion con la verdadera serie de Taylor de xi1 truncada
tras el término cuadrético:

h? .
Xier1 & Xic + - £(xac, te) + 5 - £ ) (3.5)
donde:
. df (Xx, tg of (xi, tg) dxx of (xx, tk
f(xx,tr) = (dt ) = (8X ) 'Wﬁ-i(at ) (3.6)
y:
ka .
W = Xk = fk (37)

En base a estas dos tltimas ecuaciones podemos reescribir la aproximacién del
método predictor—corrector presentado segin

ch(k + 1) ~xXx+h- f(Xk7 tk) + h2 . E(Xk, tk) (38)

que sdlo difiere de la expresion (3.5) en un factor de 2 en el término cuadrético.
Recordando la expresién de FE, podemos concluir que la siguiente férmula nos
dard una aproximacion con una precisiéon de segundo orden:

X(k + 1) =0.5- (ch(k‘ + 1) + XFE(]C + 1)) (39)
o, en otras palabras:
predictor: %y = f(xx,tx)
XEJFI = Xk + h-Xx
corrector:  Xp.; = f(xf 1, trt1)
Xph1 = Xk + 0.5-h- ().(k —|—5(E+1)

que es conocido como elmétodo de Heun. A veces también se lo denomina método
de Euler modificado.

Veremos entonces como generalizar esta idea para obtener métodos de orden
superior.

3.2. Meétodos de Runge—Kutta

El método de Heun utiliza un paso FE como predictor y luego una mezcla
de FE y BE como corrector. Veamos como generalizar esta idea:
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predictor: Xy, = f(xx,tx)
xP = xi + h- P %
corrector: %P = f(xF tx +a1-h)

Xg, = Xk + he (B %k + Paz - XF)
Este conjunto de métodos contiene cuatro pardmetros. Los pardmetros (3;; pe-
san las derivadas del estado que se calculan en cada paso, y el pardmetro oy
especifica el instante de tiempo en el cual se evalta la primer etapa del método.
Agrupando las ecuaciones parametrizadas y desarrollando en serie de Taylor
las funciones que no se evaluan en el tiempo t; obtenemos:
2 fk

h of, 0
Xiop1 = Xk + he(Bo1+F22) fic + 7'[2'511'522'8—;'& + 20[1'522'5] (3.10)

mientras que la verdadera Serie de Taylor de xy41 truncada tras el término
cuadratico puede escribirse como:

h?  Ofy Ofx
~ h-f 2ok g Zk
Xk+1 A~ Xk + Kt [6x k + 6t]
La comparacién de las ecuaciones (3.10) y (3.11) resulta en tres ecuaciones sobre
cuatro parametros desconocidos:

(3.11)

Por + P22 =1 (3.12a)
2.1y =1 (3.12b)
201 P =1 (3.12¢)

Existen entonces infinitos algoritmos de este tipo. El método de Heun puede

caracterizarse por:
1 1 0
*= (1) b= (0.5 0.5) (3:13)

o caracteriza el tiempo cuando se evalua el corrector, lo que es obviamente en
tk+1, es decir, as = 1.0. B es una matriz triangular inferior.
En muchas referencias se representa este método en una forma algo distinta:

z | 1/2 1/2

denominada tabla de Butcher del método.
En general, una tabla de Butcher de la forma:

aq b171 .. bl,n
Gn, bn,l bn,n
X | C1 Cp,

denota el algoritmo
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etapa 0: ki = f(xk+bi1-h-ki+...4bin-h-kn,ty +aih)

etapan—1: kn = f(xk+bp1-h-ki+...+bun-h-Kkn, tp +anh)

etapa n: Xk41 = Xk +c1-h-ki+...+c¢,-h-ky

Otro algoritmo de dos etapas y de segundo orden muy utilizado es la llamada
regla del punto medio explicita, caracterizada por:

o <Oi5>; 5= (0(.)5 (1)> (3.14)

o equivalentemente por la tabla de Butcher

Puede implementarse como:

predictor: %y = f(xx,tx)

P — ho
X4 = Xk + 35Xk
. P — P
corrector: %y’ 1 = f(Xk+%atk+%)
c - _ <P
X1 —xk+h-xk+%

Esta técnica, que evalua el predictor en tiempo ¢, + h/2, es algo mds econémica
que el método de Heun ya que tiene un elemento nulo més en la matriz g
(también puede verse en la tabla de Butcher).

Toda esta familia de métodos, que satisfacen las Ecs (3.12a-—c), se denominan
métodos de segundo orden de Runge Kutta (RK2).

La idea puede generalizarse. La familia entera de métodos explicitos de RK
puede describirse como sigue:

etapa 0: xPo = f(xy,t1)

etapa j: xPi = x + h-ZLlﬂﬁ-kPifl
xPi = f(xpjvtk +aj-h)

ultima etapa: Xgy1 = Xk + h- Zf:l Bei - %P1

donde ¢ denota el niumero de etapas del método. El método méas popular de
estos es el de Runge-Kutta de orden cuatro (RK4) con tabla de Butcher:
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o] o 0o 0 0
/211/2 0 0 0
/21 0 1/2 0 0
1 0 0 1 0
z [ 1/6 1/3 1/3 1/6

o0 sea,

etapa 0: ky = f(xy,tx)

f(Xk + %'klvtk +

[Ny
~

etapa 1: ko

etapa 2: ks = f(xx + %-kz,tk +

[Nl
~

etapa 3: kg = f(xx + h-ks,tp + h

~

etapa 4: Xyx41 = Xk + %-[kl + 2-ka + 2-ks + ky

Este algoritmo es particularmente atractivo debido a que tiene muchos elementos
nulos en la tabla de Butcher. Tiene, como puede verse, cuatro evaluaciones de
la funcién f.

Es importante notar que el nimero de etapas y el orden de la aproximacion
no son necesariamente iguales. Los algoritmos de RK de orden superior requieren
un mayor numero de etapas que lo que indica el orden. La Tabla 3.1 brinda un
pantallazo histérico sobre el desarrollo de los métodos de RK.

Autor Afo | Orden | # de Etapas
Euler 1768 1 1
Runge | 1895 4 4
Heun 1900 2 2
Kutta 1901 5 6
Huta 1956 6 8
Shanks | 1966 7 9
Curtis | 1970 8 11

Cuadro 3.1: Historia de los Algoritmos de Runge—Kutta.

3.3. Dominio de Estabilidad de los Algoritmos
RK

Como todos los métodos de RK vistos hasta aqui son explicitos, es de esperar
que sus dominios de estabilidad sean similares al del algoritmo de FE, o sea,
que el contorno de estabilidad marginal se cierre sobre el semiplano izquierdo
del plano (A - h).
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Reemplazando el sistema lineal de la Ec.(2.7) en el método de Heun encon-
tramos:

predictor: X, = A -xy
XE-H = Xk + h-Xx
corrector: )'(E_H = A XE+1
xEJrl = xx + 0.5-h-(Xk +)'(E+1)
o:
A - h)?
xCoy = I 4 A hy BT (3.15)
es decir,
A - h)?
F:I(“)+A~h+7( ) (3.16)

2
Dado que un algoritmo en dos etapas contiene sélo dos evaluaciones de la fun-
cién, no pueden aparecer potencias de h mayores que 2 en la matriz F. Dado que
el método es aproximado hasta un segundo orden, debe aproximar la solucién
analitica:

2 3
F=exp(A-h) =10 + A . h+ (Aé'h) + (A?;'h) +... (3.17)

hasta el término cuadratico. En consecuencia, todos los métodos RK2 de dos
etapas tienen el mismo dominio de estabilidad, y lo mismo vale para todos los
RK3 de tres etapas y los RK4 de cuatro etapas. Esta situacién es un poco
mas complicada en el caso de los algoritmos de quinto orden ya que no existe
un método RK5 de cinco etapas. En consecuencia, las matrices F de los RKbH
contienen necesariamente un término de h® (con coeficiente incorrecto), y en
principio los dominios de estabilidad serdn algo distintos entre si (segin cual
sea este coeficiente incorrecto).

Los dominios de estabilidad de los métodos RK1 (Euler) a RK4 se muestran
en la Fig.3.1.

Puede notarse como al incrementarse el orden, los métodos aproximan mejor
el dominio de estabilidad analitica. Esto es muy bueno ya que los métodos de
orden superior permiten utilizar pasos mas grandes.

3.4. Sistemas Stiff

Un sistema lineal y estacionario se dice que es stiff cuando es estable y
hay autovaloras cuyas partes reales son muy distintas, es decir, hay modos muy
rapidos y modos muy lentos.

El problema con los sistemas stiff es que la presencia de los modos rapidos
obliga a utilizar un paso de integracién muy pequeno para no caer en la zona
de inestabilidad del método.
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Stability Domains of FRK

2+

Re{\-h}

Figura 3.1: Dominios de estabilidad de los métodos explicitos RK.

El concepto también existe en el caso no lineal, pero aqui hace falta una
definicién un poco distinta:

Definicion: “Un sistema de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias se
dice stiff si, al integrarlo con un método de orden n y tolerancia
de error local de 107", el paso de integracion del algoritmo debe
hacerse més pequeno que el valor indicado por la estima del error
local debido a las restricciones impuestas por la region de estabilidad
numérica.”

Para integrar entonces sistemas stiff sin tener que reducir el paso de integra-
cién a causa de la estabilidad, es necesario buscar métodos que incluyan en su
regién estable el semiplano izquierdo completo del plano (A- k), o al menos una
gran porcién del mismo.

Definicion: Un método de integracién que contiene en su regioén de
estabilidad a todo el semiplano izquierdo del plano (A-h) se denomina
absolutamente estable, o, mas simplemente, A—estable.

Una forma de obtener métodos A—estables es modificar la receta para desarrollar
algoritmos RK permitiendo elementos no nulos sobre y por encima de la diagonal
de la matriz 8 (equivalentemente, sobre y por encima de la diagonal de la tabla
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de Butcher). Tales algoritmos son invariantemente implicitos y se denominan
Meétodos implicitos de Runge—Kutta, y se abrevian IRK.

Dentro de estos, juegan un rol especial los que sélo permiten elementos no
nulos sobre la diagonal de la tabla de Butcher. Estos algoritmos se denominan
Métodos de Runge—Kutta diagonalmente implicitos o DIRK. La particularidad
de los métodos DIRK es que s6lo son implicitos en cada etapa de forma separada
y es relativamente facil implementar la iteracién de Newton.

Veremos luego algunas formas de obtener distintos métodos implicitos de
Runge-Kutta.

3.5. Sistemas Marginalmente Estables

Vimos en el Capitulo 2 que ni el método de FE ni el de BE funcionan
bien cuando los autovalores estan sobre o muy cerca del eje imaginario. Desa-
fortunadamente, esta situaciéon ocurre muy frecuentemente. Mas atn, hay una
clase completa de aplicaciones, correspondiente a las Ecuaciones en Derivadas
Parciales hiperbdlicas que, convertidas en conjunto de Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias, exhiben esta caracteristica. Estudiaremos entonces el problema.

Definicion: Un sistema dindmico cuyo Jacobiano tiene sus autova-
lores dominantes sobre o muy cerca del eje imaginario se denomina
Marginalmente Estable.

Los autovalores dominantes de una matriz son los que tienen la mayor parte
real (es decir, que estdn mds a la derecha en el plano A.

Para atacar estos problemas, serdan necesarios algoritmos de integracién que
aproximen bien sobre el eje imaginario. Veremos més adelante que estos algorit-
mos existen y que pueden construirse algoritmos de ordenarbitrario cuyo borde
de estabilidad numérica coincida con el eje imaginario.

Definicio: Un método de integracién numérica cuyo dominio de es-
tabilidad numérica consiste exclusivamente del semiplano izquierdo
completo del plano (A - h) se denomina fielmente estable, o simple-
mente, F-estable.

Puede pensarse que los métodos F—estables deben ser los més apropiados para
todos los problemas. Desafortunadamente, los algoritmos F—estables no funcio-
nan bien con los sistemas stiff.

Cuando un autovalor tiene su parte real muy negativa se dice que tiene un
gran amortiguamiento. En consecuencia, el modo correspondiente tiende a cero
en un tiempo muy pequeno. Particularmente, cuando el autovalor tiende a —oo,
el amortiguamiento tiende a infinito y en tiempo tendiendo a cero el modo se
extingue.

Sin embargo, al utilizar un método F—estable a un sistema con infinito amor-
tiguamiento, resulta que el amortiguamiento de la solucién numérica no es infi-
nito (luego veremos esto en més detalle).

Por esto, es importante tener en cuenta la siguiente definicién:
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Definicion: Un método numérico de integracion que es A—estable
y, ademds, sus propiedades de amortiguamiento tienden a infinito
cuando Re{\} — —o0, se denomina L—estable.

Estas definiciones tienen sentido, en el sentido estricto, sélo en los sistemas linea-
les y estacionarios. Sin embargo normalmente son también buenos indicadores
aplicados a los sistemas no lineales.

Al tratar con sistemas stiff, no es suficiente utilizar algortimos A—estables,
sino también deben ser L—estables. Evidentemente, todos los algoritmos F-—
estables son A—estables pero nunca L—estables.

Un sistema que es a la vez marginalmente estable y stiff es, en consecuencia,
dificil de tratar. Més adelante veremos esto con mas detalle.

3.6. Métodos de Interpolacion hacia Atras

Para poder tratar los problemas stiff y marginalmente estables, necesitamos
algoritmos A—estables. Veremos entonces una clase especial de algoritmos IRK
que se denominan métodos de backinterpolation, o métodos de interpolacién ha-
cia atrds (métodos BI). Veremos que los métodos BI pueden hacerse F-estables,
L—estables o algo en el medio de ambas caracteristicas de acuerdo a la necesidad
del usuario.

Veamos nuevamente el método de BE:

Xk4+1 = Xk + h - kk—i—l (318)

Podemos reescribir la Ec.(3.18) como sigue:

Xk = Xk+4+1 — h - )‘(kJr]_ (319)

Luego, un paso hacia adelante utilizando BE puede interpretarse como un paso
hacia atras de valor —h utilizando FE.

Una manera de implementar BE entonces es comenzar con una estimacion
de xk11, integrar hacia atras en el tiempo y luego iterar sobre la condicién
“inicial” desconocida xx1 hasta acertar el valor “final” conocido xy.

Esta idea puede tambier extenderse a cualquier algoritmo RK. Los métodos
resultantes se denominan Backward Runge—Kutta o métodos de Runge-Kutta
hacia atras, y se abrevian BRK.

Por ejemplo, podemos obtener un método BRK2 integrando hacia atras con
el método de Heun:

etapa 0: ky = f(Xip1,trs1)
etapa 1: ko = f(xktr1 — h-El,tk+1 — h)

etapa 2: Xk = Xk41 — %[El +E2]

Definiendo k; £ l~<2 v ko £ l~<17 y usando que tg1 = ti + h, podemos reescribir:
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etapa 0: ky = f(xy + %kl — %kz,tk)
etapa 1: kg = f(xx + bkq + Lka,t; +h)

etapa 2: Xg41 = Xk + %-[kl + ko]

que tiene tabla de Butcher:

0]1/2 -1/2
11/2 1/2
x| 1/2 1/2

Este método es implicito y requiere iterar sobre dos ecuaciones no lineales si-
multdneamente.

Sin embargo, en general no implementaremos los métodos BI de esta forma,
sino que utilizaremos la idea descripta antes de dar un paso hacia atras e iterar
hasta que la condicion “final” del paso hacia atras coincida con el valor conocido
de Xk+1-

Para el sistema lineal (2.7), dar un paso hacia atrds con el método de Heun
implica:

xie = [I™ + A (=h) + w

de donde, la matriz F del método BRK?2 tiene la forma [I®®) — A - h %]_1.
Siguiendo esta idea, podemos obtener una serie de algoritmos de orden cre-
ciente con matrices F':

] * Xk+1

F; = [I®™_A.p! (3.20a)
F, = [I™-A.-h+ (A2'|h)2]—1 (3.20Db)
Fs = [I™_-A.h+ (A2'|h)2 - (Aé,h)g]—l (3.20¢)
Fy = ™ —-A-h+ (Aé!h)z - (A?;!h)g e 4!]1)4]‘1 (3.20d)

Los correspondientes dominios de estabilidad se muestran en la Fig.(3.2). Evi-
dentemente, los dominios de estabilidad de los métodos BI son imagenes en
espejo de los dominios de estabilidad de los métodos explicitos de RK. Esto se
puede entender facilmente ya que se trata de los mismos algoritmos con paso h
en vez de —h.

Veamos ahora como podemos explotar esta idea de interpolacion hacia atrés
para generar algoritmos F—estables de orden creciente.

Un algoritmo F—-estable muy conocido es la regla trapezoidal:

st o . _ h 3
18t stage: XkJr% = Xk + 3 Xk

ond stage: Xyxy1 = Xpyd + %-)'ck+1
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Stability Domains of BRK

Re{\-h}

Figura 3.2: Dominios de estabilidad de los métodos basicos de interpolacién
hacia atrés.

Este es un método implicito que puede interpretarse como un método ciclico
consistente en dos semi—pasos de longitud h/2 usando FE y luego BE.
Su matriz F es entonces:

h h
Frr = [I™ — A - 5]—1 I LA o1 (3.21)
La regla trapezoidal explota la simetria de los dominios de estabilidad de ambos

semi—pasos.

Dado que podemos implementar el semi—paso de BE como un paso BRK1,
podemos luego generalizar la idea combinando semipasos de métodos de orden
mayor. Las matrices F resultantes seran:
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Fy =10 _ A g]—l I 4 A g] (3.22a)
Fo =[I™ — A g LA éh)Z]‘l I+ A g LA éh)z] (3.22b)
Fs=[I" - A. g L éh)Q - (A4'8h)3]‘1'

I 4+ A g LA éh)Q + (A4'8h)3] (3.22¢)
SN 7S T T T

™ LA g 4 (A -Sh)2 n (A4-8h)3 " (1’&382)4] (3.22d)

Todos estos métodos son F—estables. El método F2 no es muy 1util ya que Fy
es, por casualidad, de segundo orden.

La implementaciéon de estos algoritmos es trivial. Por ejemplo, F4 puede
implementarse como sigue. Empezamos desde tj, e integramos hacia adelante con
medio paso hacia adelante hasta ¢ , 1 usando algin método RK4. Guardamos

left
k+1
Xk+1, por ejemplo, haciendo xx 11 = x

para reutilizar luego. Luego estimamos el valor de
left

entonces el resultado x

e integramos hacia atras desde tx1

k+1’

. . ioh!
hasta ¢, 1 con el mismo algoritmo RK4. Obtenermos entonces x"¢" . Luego

k+2 k+1

2

. . ight
iteramos sobre el estado desconocido xi 41 hasta que xffr 1= Xif_f:l. Entonces
2 2

utilizamos el valor final de xx 1 como condicién inicial para el siguiente paso.

Es necesario, de todas formas, analizar un poco mejor el proceso de ite-
racion mencionado. Para aplicar la iteracién de Newton en el algoritmo BI1,
seleccionamos:

F(Xkp1) = xfigh; —xts =00 (3.23)

y resulta:
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left

k+1
0

Xpt1

X

0
Jk+1
right_1

k+1
Hl

1
Xik+1

1
€k+1

1
Jk+1

right_2

k+1
HZ

2
Xk+1

2
€k+1

etc.

= FE(Xk; tka %)
left

j(Xngla tk-i-l)

FE(Xg-i-la tht1, _%)

=1 - %'Jgitl
- ight_1

S G )
= ||X11<+1 - Xﬁ-{—l”OO

j(xllc-i-la th+1)
= FE(X11(+1,tk+1,—%)
= [ _ %'Jllch
_ - ight_2 leff
o - E )
= ||X12<+1 - X11<+1||oo

donde J denota el Jacobiano. Para el método de Heun (BI2), resulta:

left
k+3

0
Xk+1

X

0
Jk+1

= Heun(xy, tk, %)

right_1

Xk+%
0
I
Hl
1
Xik+1

1
€kt1

1
Jk+1

right_2

k+1
1
Jk+%
H2
2
Xk+1
2
k41

etc.

left

Xjep1

j(Xnglv tk+1)
Heun(xﬁJr17 tht1, —%)

ight_1
TOEE 1)

k+1
h h
I — 1’ (Jg+1 + JL% ’ (I(n) -2 'Jg+1))
-1 ight_1
Xy = BT Do)
HX11(+1 - Xg+1Hoo
j(xlchrlvthrl) N
Heun(xllc+17 Tht1, _5)
ight_2
j(xll;l_gi_%hathr%) .
I — 1 (J11<+1 + Ji+% ’ (I(n) - 2 'J11<+1))
-1 ight_2
X = O )

Hxﬁ+1 - X11<+1Hoo

El algoritmo permanece basicamente igual, excepto que ahora necesitamos eva-
luar dos Jacobianos en distintos instantes de tiempo, y la férmula para el Hes-
siano resulta algo més complicada.
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Si asumimos que el Jacobiano permanece casi sin cambios durante cada
paso de integracién (iteracién de Newton modificada), podemos calcular tanto
el Jacobiano como el Hessiano al principio del paso, y encontramos para BI1:

J = J(xk,tk) (3.24a)
H = I(“)—g-.] (3.24b)
y para BI2:
J = J(xxk,tk) (3.25a)
my N h?
H =1 —§-J+§-J (3.25b)

La secuencia para las matrices H de los métodos de orden superior es entonces:

H, = I(“)—J-g (3.26a)
. 2
H, = I(“)—J-g+ O 8h) (3.26b)
h (J-h)?2 (J-h)3
Hy = 1™W_J.= 2
3 J ) + 3 48 (3 60)
h (J-h)?2 (J-h)3 (J-h)*
H, = 1™_73.2 — 2
4 T 3773 )’ 384 (3:26d)

Podriamos incluso decidir mantener el mismo Jacobiano durante varios pasos
y, en tal caso, no necesitariamos calcular un nuevo Hesiano tampoco, salvo que
decidamos cambiar el paso de integracion en el medio.

Una consideracién es que podemos intercambiar el orden entre el paso hacia
adelante y el paso hacia atrds (por ejemplo, al intercambiar los pasos en la regla
trapezoidal, resulta el método de la regla implicita del punto medio).

Una manera de transformar los métodos BI F—estables en métodos con domi-
nios de estabilidad més fuertes es romper la simetria entre el paso hacia adelante
y el paso hacia atras. La idea es que el semi—paso explicito tenga una longitud
9¥-h, y el implicito longitud (1—14)-h. Tales algoritmos se denominan métodos—J.
Los algoritmos son del mismo orden que el de los dos semi—pasos. Usando esta
idea, se puede dar forma al dominio de estabilidad.

El caso con ¢ > 0.5 no es muy interesante, pero el de ¥ < 0.5 es muy util.
Este produce una serie de métodos de creciente dominio de estabilidad hasta
que, con ¥ = 0.0, se obtiene un conjunto de algoritmos L—estables. Las matrices
F de los métodos—¥ son:
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Fy =[I® — A1 —9)h "' 1™ + A9A] (3.27a)
Fy =1 — A(1— g)n AL DR 5 W‘)Q]—l-

1™ + A9h + (Aglh)Q] (3.27h)
Fy —[10 — A(1 — g)h + AU ;!ﬂ)h)Q _(aa ;!ﬂ)h)‘”’]_l,

1™ 4 Avh + (Aglh)Q - (Aglh)g] (3.27¢)
Fa =10 — A1 — o)h + AU ;!19>h>2 _(ad ;!ﬂ)h>3+

(Ad = 9)h) ;!ﬂ)hyl]*l I 1+ AOh + (Aglhy + (Ag!h 2L

(Az!h )4] (3.27d)

La Figura 3.3 muestra los dominios de estabilidad de los métodos BI para:

9 =04 (3.28)

Estos métodos tienen muy buenos dominios de estabilidad con un gran region
inestable en el semiplano derecho del plano (A - h).

La seleccién del valor de ¢ es un compromiso. Debe elegirse suficientemente
grande para generar una gran regién inestable del lado derecho, pero debe ser
a su vez suficientemente pequeno para amortiguar apropiadamente los modos
rapidos en el semiplano derecho. El algoritmo de cuarto orden de la Fig.3.3 no
es mas A—estable, ya que su regién inestable toca el semiplano izquierdo. Dicho
método se denomina (A,«)—estable, donde « es el mayor dngulo que contiene
s6lamente terreno estable. El método B4y 4 es (A,86°)—estable.

Los antes mencionados métodos BRK son casos especiales de esta nueva
clase de métodos—t con ¥ = 0, y los algoritmos RK explicitos son también casos
particulares con ¢ = 1. Los métodos BI F—estable son a su vez casos particulares
con ¥ = 0.5.

Un conjunto de métodos BI L—estables con ¥ > 0 puede construirse utilizan-
do en el semi—paso implicito un método un orden mayor que el del semi—paso
explicito. Un muy buen método de este tipo es el que combina RK4 con BRK5
con ¥ = 0.45 (denominado BI4/5¢ 45).

3.7. Consideraciones sobre la Precision

Una forma de analizar la precisién de los algoritmos estudiados podria con-
sistir en simular un sistema lineal y estacionario de segundo orden, y graficar
en el plano (A-h) los puntos en los cuales se alcanzé una determinada precisién
para cada angulo de los autovalores.
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Stability Domains of Bl 4
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Im{\ - h}
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4+

Figura 3.3: Dominios de Estabilidad de los métodos— 9 BI.

Desafortunadamente, esto dependera fuertemente de las condiciones iniciales
adoptadas en la simulacién, y el resultado de dichas graficas no es tan intere-
sante.

De todas maneras, antes de ver otra manera de estudiar de forma general
el tema de la precision, utilizaremos el sistema lineal y estacionario de segundo
orden

x=A-x ; x(t) =xo0 (3.29)

con la misma matriz de evolucién A que utilizamos para construir los dominios
de estabilidad:

A= (_01 20018((1)) (3.30)

y con la condicién inicial estandarizada:

Xo = G) (3.31)

para la cual, la solucién analitica es
Xanal — eXP(A . (t — to)) - Xo (332)

Definimos el error global como sigue:
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Eglobal = ||Xanal - Xsimul”oo (333)

Colocando ambos autovalores en —1.0, variaremos el paso de integracion h para
determinar que tan precisa es cada simulacién con los distintos métodos explici-
tos RK.

La Figura 3.4 muestra el resultado de este experimento. El ntimero de eva-
luaciones de funcién es igual, en cada caso, al niimero total de pasos multiplicado
por el nimero de etapas del método.

Price per Accuracy for Different RKs
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Figura 3.4: Costo de simulacién en funcién de la precision para diferentes RKs.

Resulta que RK4 es més econémico que RK3, y éste es més econdémico que
RK2 para todas las tolerancias. Esto no es sorprendente. Al dividir por dos el
paso de integracién, duplicamos el nimero de evaluaciones de funcién necesarias
para terminar la simulacién. Por el mismo precio, pordiamos mantener el paso
de integracién y duplicar el orden del método (al menos para métodos de orden
bajo). O sea, podriamos ganar dos érdenes de magnitud en la mejora de la
precision contra un sélo orden al reducir el paso.

Para una precisién global del 10 %, los tres métodos tienen un precio com-
parable. Para un 1% RK2 est4 fuera de la competencia, mientras RK3 y RK4
tienen un costo aceptable. Para un 0.1 % de precisién global, RK3 ya es dema-
siado costoso, mientras RK4 todavia funciona bien.

Recordando que normalmente controlamos el error local de integracion, que
es aproximadamente un orden de magnitud menor que el global, vemos que
RK4 funcionara bien para un error local de hasta aproximadamente 1074, Si
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queremos mejor precisién que esto, serd conveniente utilizar algoritmos de orden
mayor.

Veamos ahora una forma general de analizar las propiedades de estabilidad
de los métodos en funcién de la posicién de los autovalores.

Miremos una vez mds nuestro sistema estdndar de test de la Ec.(3.29) con
la solucién analitica Ec.(3.32). Obviamente, la solucién analitica es valida para
cualquier t, tg, y xo. En particular, esto es correcto para tg = tr, Xo = Xk y
t = tr+1. Reemplazando con esto obtenemos

Xkt+1 = exp(A - h) - xk (3.34)

Luego, la matriz analitica F del sistema es:

Fanal = exp(A - h) (3.35)

Tomando una componente de la solucién Ec.(3.32), podemos escribir:

21(t) = ¢1 -exp(—o - t) - cos(w - t) + co - exp(—o - t) - sin(w - 1) (3.36)

donde o es la parte real del autovalor, denominado amortiguamiento, mientras
que w es la parte imaginaria, denominada frecuencia.

Puede mostrarse muy facilmente que los autovalores de la matriz Fanal
analitica se relacionan con los de la matriz A mediante:

Eig{Fanal} = eXp(Elg{A} ' h) (337)

Adisec = €xp(Acont -h) = exp((—o+j-w)-h) =exp(—c-h)-exp(j-w-h) (3.38)

En consecuencia, el amortiguamiento ¢ en el plano A se mapea como la distancia
al origen en el plano exp(A-h), mientras que la frecuencia en el plano A se traduce
en un angulo respecto al eje real positivo en el plano exp(A - h).

Notar que hemos introducido un nuevo plano: el plano exp(A-h). En la teoria
de control, dicho plano se denomina dominio z.

z =exp(A-h) (3.39)

Com la matriz analitica Fana depende del paso de integracién h, tiene sentido
definir el amortiguamiento discreto oq = h-o,y la frecuencia discreta, wg = h-w.
Obviamente, podemos escribir:

|z| = exp(—oq) (3.40a)
Lz = wq (3.40b)

Reemplacemos ahora la matriz analitica Fana) por la del método de integra-
cion numérica Fgjmul. La matriz numérica Fgjmul €s una aproximacion racional
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(métodos implicitos) o polinomial (métodos explicitos) de la matriz analitica
Fanal- Definimos:

zZ = exp(Ag) (3.41)
con:
;\d =—04+ ] w4 (3.42)
Luego:
2| = exp(—da) (3.43a)
/5 = Gy (3.43b)

Como 2 aproxima a z, luego 64 deberia aproximar a o4, y wq deberia aproximar
a Wq.

Tiene sentido entonces estudiar la relacion entre el amortiguamiento discreto
analitico, o4, y el amortiguamiento discreto numeérico, 4.

De la misma forma, podemos estudiar la relacién entre la frecuencia discreta
analitica, wg, vy la frecuencia discreta numeérica, wq.

Podemos, méas atn, ir moviendo el valor de o4 y calcular los valores de &4,
graficando ambos valores. Dicha gréfica se denomina grdfico de amortiguamien-
to. La Figura 3.5 muestra el grafico de amortiguamiento de RK4.

Damping Plot of RK4
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Figura 3.5: Grafico de amortiguamiento de RK4.

En la vecindad del origen, el amortiguamiento numérico &4 sigue muy bien al
amortiguamiento analitico, o4. Sin embargo, para valores relativamente chicos
el amortiguamiento numérico se desvia del analitico y, cerca de o4 = 2.8, el
amortiguamiento numérico se vuelve negativo, lo que coincide con el borde de
la estabilidad numérica. La zona donde la aproximacion de o4 por &4 es precisa
se denomina region asintdtica.

Veamos ahora el grafico de amortiguamiento de BI4 (Fig.3.6).

Como BI4 es A-stable, el amortiguamiento numérico permanece siempre
positivo para todos los valores de o4. Como BI4 es F—stable, el amortiguamiento
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Damping Plot of BI4 Algorithm
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Figura 3.6: Grafico de amortiguamiento de BI4.

numérico tiende a cero cuando A tiende a —oo. La Figura 3.7 muestra el grafico
de amortiguamiento del método ¥ con ¥ = 0.4.

Damping Plot of Bl4y 4 Algorithm
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Figura 3.7: Gréfico de amortiguamiento de BI4 con ¢ = 0.4.

Ahora, el amortiguamiento no se aproxima maés a cero, pero tampoco tiende
a infinito.

El algoritmo con ¥ = 0.0, es decir, BRK4, es L—estable, ya que 64(—00) —
—00. Desafortunadamente esto no quiere decir demasiado. Como puede verse
en el grafico de amortiguamiento de BRK4 en la Fig.3.8, el amortiguamiento
numérico tiende muy lentamente a —oo.

De la misma forma que para o4, podemos barrer un rango de valores de wy
y dibujar ambas, wg y @g en funciéon de wy. Dicha gréafica se denomina grdfico
de frecuencia. La Figura 3.9 muestra la grafica de frecuencia de RK4.

Puede verse que tanto los graficos de amortiguamiento como los de frecuencia
tienen regiones asintoticas, es decir, regiones donde Fgijmu1 se desvia muy poco
de Fanal en términos de amortiguamiento y frecuencia. La regién asintética
rodea al origen, como puede verse en la Figura 3.10.

Es importante tener en cuenta las graficas de amortiguamiento y frecuencia
sélo tienen en cuenta el error local de truncamiento, ya que al comparar Fsijmui
con Fapna) estdn comparando la solucién numérica con la solucién analitica dis-
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Damping Plot of BRK4 Algorithm
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Figura 3.8: Damping plot of BRK4.
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Figura 3.9: Frequency plot of RK4.

creta en un paso. Esto no tiene en cuenta ni el error de acumulacién ni el error
de redondeo.

3.8. Control de Paso y de Orden

Vimos hasta aqui que el uso de pasos de integracién pequenos produce en
general menores errores de integracion pero con mayores costos computacionales.
El paso de integracién correcto es entonces un compromiso entre error y costo.

Como la relacién error/costo con el paso de integracién depende en gran
medida de las propiedades numéricas del sistema a ser integrado, no esta claro
que un mismo paso de integracién produzca el mismo error a lo largo de toda la
simulacion. Podria ser necesario entonces, variar el paso de integracién durante
la simulacién para mantener el error en un nivel mas o menos constante. Esta
observacién nos lleva a la necesidad de buscar metodos de paso variable que a
su vez requeriran de algoritmos de control de paso.

El siguiente algoritmo podria funcionar. Tomemos dos algoritmos distintos
RK, y repitamos dos veces el mismo paso, uno con cada algoritmo. Los resultados
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Damping Plot with Asymptotic Region - RK4
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Figura 3.10: Regiones asintéticas de RK4.

de ambos diferirdan en . Si € es mayor que el error tolerado tol,ps, €l paso se
rechaza y se repite con la mitad del paso de integracién. Si £ es menor que
0.5-tol,ps durante cuatro pasos consecutivos, el siguiente paso se computara con
1.5 h.

Este algoritmo es excesivamente heuristico y probablemente no funcione muy
bien, pero la idea es clara. La diferencia entre ambas soluciones, €, se utiliza como
estima del error de integracién local y se compara con el error tolerado. Si el
error estimado es mayor que el tolerado, hay que reducir el paso. Si es menor,
puede aumentarse.

La primer objecion es utilizar el error absoluto como medida de performance.
Tiene mucho mas sentido utilizar el error relativo.

Esto también trae dificultades ya que si el estado vale 0.0 o es muy chico
en algtin punto habra problemas. En este caso, llamando x; y x2 a los valores
arrojados por ambos métodos, conviene definir el error segiin

|21 — 23]

Erel = (3.44)

méx(|a:1 |7 |l‘2|, 5)

donde § es un factor pequeilo, por ejemplo,d = 10710,

Notar que podriamos definir una tolerancia de error relativo distinta para
cada variable de estado, lo que daria n condiciones distintas sobre el paso (y
habria que tomar la menor).
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Otro tema es el costo que hay que pagar por este procedimiento. Cada paso
debe calcularse al menos dos veces. Sin embargo, esto no tiene que ser asi nece-
sariamente. ) ) . )

Una idea, debida a Edwin Fehlberg, es utilizar dos algoritmos de RK que
coincidan en sus primeras etapas (se denominan algoritmos de RK empotrados).
Particularmente, Fehlberg desarroll6 pares de métodos de RK que difieren en un
orden y que comparte la mayor parte de sus primeras etapas. El mas utilizado
de estos métodos es el método RKF4/5 que tiene tabla de Butcher:

0 0 0 0 0 0 0
1/4 1/4 0 0 0 0 0
3/8 3/32 9/32 0 0 0 0

12/13 | 1932/2197  —7200/2197  7296/2197 0 0 0

1 439/216 -8 3680/513 —845/4104 0 0
1/2 —8/27 2 —3544/2565  1859/4104  —11/40 0
T3 25/216 0 1408/2565 2197 /4104 —i/5 0
T2 16/135 0 6656/12825  28561/56430  —9/50  2/55

En el caso escalar, definiendo ¢ £ X - h resultan las matrices F' (en este caso
escalares):

1 1 1 1

F = 1 P+ + —g+ —¢° 3.45

1(q) Hat 5@+ g0+ 5rd + (3.45a)
12 13 1 4 1 5 1 6

Po(q) = 14+q+50 + 20"+ 576" + 550"+ 5oo5a” (345D)

2 6 24 120 2080

Luego, x1 es un RK4 en cinco etapas, y 2 es un RK5 en seis etapas. Sin
mbargo, ambos algoritmos comparten las primeras cinco etapas. Luego, el méto-
do completo con el paso controlado es un algoritmo es un RK5 de seis etapas y
el inico costo adicional debido al control de paso es el calculo del corrector de
RK4. En definitiva, el control de paso de integracién es casi gratuito.

Respecto a la heuristica que planteamos antes para modificar el paso, po-
demos hacer algo mucho mejor. Dado que tenemos expresiones explicitas para
Fi(q) y F»(q), podemos dar una férmula explicita para la estima del error:

L s 1 5

- F _F = ¢® - — 3.46
e(a) = F1(q) = F2(q) = 750" — 55554 (3.46)
En una primer aproximacion escribimos
e~h (3.47)
o:
h~ e (3.48)
Tiene sentido entonces el siguiente algoritmo de control de paso:
t lre : A ) ,(S
B — o toliel méx(|z1], [z2],6) ho (3.49)
|21 — a2

El sentido de este algoritmo es simple. Mientras:
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w0 (3.50)
max(|x1|, |{E2|, 5)

tendremos el paso correcto, y el paso no cambiard. Sin embargo, cuando |z — 2|
sea demasiado grande, el paso deberd reducirse. Por otro lado, si |x1 — 2| se
torna muy pequeno, agrandaremos el paso de integracién.

A diferencia del algoritmo antes propuesto, nunca repetiremos pasos. El al-
goritmo aceptard errores excesivos en cada paso, pero tratard de no repetirlos
en el siguiente al disminuir el paso. Los algoritmos que hacen esto se denominan
algoritmos optimistas, mientras que los que repiten pasos cuando encuentran
errores muy grandes se denominan algoritmos conservadores.

Otra idea que proponen algunos autores es variar el orden, en lugar de variar
el paso. Sin embargo, esta idea no es muy buena con los métodos de RK. Luego
la veremos en el contexto de los métodos multipaso.

3.9. Problemas Propuestos

[P3.1] Familia de Métodos RK2 Explicitos Verificar que la Ec.(3.10) es en
efecto la expansién correcta en series de Taylor que describe todos los métodos
explicitos de RK2 en dos etapas.

[P3.2] Familia de Métodos RK3 Explicitos Deducir las ecuaciones de
restriccién en los pardmetros a; y [(;; que caracterizan la familia de todos los
métodos explicitos RK3 en tres etapas.

Para esto, la serie de Taylor de f(xz + Az,y + Ay) debera expandirse hasta
el término cuadratico:

fo+Az,y + Ay) ~ f(a,y) + % Aw+ Lgy’y) Ay +
Pllay) D2 D)y, pyy PIEY) B g

ox2 2 + Ox - Oy Oy? 2

[P3.3] Algoritmo de Runge-Kutta—Simpson Dado el método de Runge—
Kutta en cuatro etapas caracterizado por la tabla de Butcher:

ol o o o0 0
13113 0o 0 0
2/31-1/3 1 0 0
1] 1 -1 1 o0
z | 1/8 3/8 3/8 1/8

Escribir las etapas del método. Determinar el orden lineal de precision de
este método. Comparar este método con otros algoritmos de RK vistos en el
capitulo.
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[P3.4] Aumento del Orden en RK por Combinacién Dados dos métodos
distintos de RK de orden de aproximacién n'" de al menos (n + 1) etapas:

2 n

Fi(q) = 1—|—q—|—%+---+%—|—c1-q"+l (P3.4a)
q° q"
Folq) = ldq+gy+ot steg (P3.4b)

donde ¢ # c;.
Mostrar que siempre es posible utilizar la combinacién (blending):

xPlended _ 9 31 1 (1 _ ). x2 (P3.4c)

donde x! es la solucién utilizando Fi(q) y x2 es la solucién utilizando F(q), de
forma tal que xP'*nded tiene orden (n + 1).

Encontrar una férmula para ¢ que haga que el algoritmo combinado tenga
orden (n+ 1).

[P3.5] Dominio de Estabilidad de RKF4/5 Encontrar los dominios de
estabilidad de los dos algoritmos utilizados en RKF4/5. Interpretar y decidir
cual de los dos resultados (el de cuarto o el de quinto orden) conviene utilizar
para continuar con el siguiente paso.

[P3.6] Integracién con Runge—Kutta Dado el sistema lineal y estacionario:

1250 —25113 —60050 —42647 —23999 5
500 —10068 —24057 —17092 —-9613 2
x = 250  —5060 —12079 —8586 —4826 |-x+ | 1 |- u
—750 15101 36086 25637 14420 -3
250  —4963 —11896 —8438 —4756 1
y = (—1 26 59 43 23)-x (P3.6a)
con condiciones iniciales:
xo=(1 -2 3 —4 5)" (P3.6b)

(es el mismo sistema utilizado en el Prob.[P2.1]. Simular el sistema durante
10 segundos con la entrada escalén utilizando el método RK4 de la pagina 33.
Probar con los siguientes pasos de integracion:

1. h=0.32,
2. h=0.032,
3. h=0.0032.



CAPITULO 3. METODOS DE INTEGRACION MONOPASO 55

Dibujar las tres trayectorias superpuestas y concluir sobre la precisiéon de los
resultados.

[P3.7] Integracién con BRK4 Repetir el problema anterior utilizando un
BRK4 basado en el RK4 de la pagina 33.

Como el sistema es lineal, puede utilizarse inversién matricial en lugar de la
iteracién de Newton.

[P3.8] Dominio de Estabilidad de BI4/5y Encontrar los dominios de
estabilidad de BI4/5y utilizando la aproximacién de Ec.(3.45a) para el semi-
paso explicito, y la aproximacién de la Ec.(3.45b) para el semi—paso implicito,
usando los siguientes valores de ¥:

9 = {0.4,0.45,0.475,0.48,0.5} (P3.8a)

[P3.9] BI4/5(.45 en Sistemas Lineales Repetir el Prob.[P3.6] utilizando
BI4/5¢.45. El semipaso explicito utiliza la aproximacién de cuarto orden de
RKF4/5 (no hace falta calcular el corrector de quinto orden). El semipaso im-
plicito, en tanto, utiliza la aproximacién de quinto orden (y no hay necesidad
de calcular el corrector de cuarto orden).

Como el sistema es lineal, puede reemplazarse la iteracién de Newton por
inversién matricial.

Comparar la precision de este algoritmo con la de RK4 y BRKA4.

[P3.10] Algoritmos RK Empotrados Dados los siguientes dos algoritmos
RK empotrados:

olo 0 o0
1|1 0 0
12 |1/4 1/4 0

x| 1/2 12 0
z2 | 1/6 1/6 2/3

Escribir las etapas de los métodos y determinar el orden lineal de precisién
de la aproximacion de cada uno de ellos.



Capitulo 4

Métodos Multipaso

4.1. Introduccion

En el capitulo anterior, vimos métodos de integracion que, de una forma u
otra, tratan de aproximar la expansion de Taylor de la solucién desconocida en
torno al instante de tiempo actual. La idea bésica era no calcular las derivadas
superiores en forma explicitas, sino reemplazarlas por distintas evaluaciones de
la funcién f en varios puntos diferentes dentro del paso de integracion.

Una desventaja de este enfoque es que cada vez que comenzamos un nuevo
paso, dejamos de lado todas las evaluaciones anteriores de la funcién f en el
paso anterior.

Veremos entonces en este capitulo otra familia de métodos que, en lugar de
evaluar varias veces la funcién en un paso para incrementar el orden de la apro-
ximacion, tratan de aprovechar las evaluaciones realizadas en pasos anteriores.

Para esto, lograr esto, estos nuevos métodos utilizan como base polinomios de
interpolacién o de extrapolacién de orden alto. Por esto, antes de presentar esta
nueva familia de métodos, vamos a estudiar los Polinomios de Newton—Gregory.

4.2. Polinomios de Newton—Gregory

Dada una funcién del tiempo, f(t), llamaremos a los valores de dicha funcién
en los puntos tg, t1, ta, etc. como fy, f1, f2, etc. Introduciremos el operador
diferencia hacia adelante A, tal que Afy = f1 — fo, Af1 = fo— f1, etc.

En base a este operador, podemos definir operadores de orden superior:

A’fo =A(Afo) = A(fi — fo) = Afi = Afo = f2 = 2f1 + fo (4.1a)
A3 fo =A(A%fo) = f3 — 3fo+3f1 — fo (4.1b)
etc.
En general:

56
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nn—1)(n—2)

nn—1
A" fi = fixn—1 fiyn1+ ( ) fi+n—2—#'fi+n73+-u (4.2)

ol
O:

A" fi = (g) fitn— (?) fitn-1+ (Z) Fitn-2— (g) e (Z) fi (43)

Supongamos ahora que los puntos de tiempo ¢; estdn equiespaciados por una

distancia fija h. Nos proponemos encontrar un polinomio de interpolacién (o

extrapolacién) de orden n que pase por los n+ 1 valores conocidos de la funcién

fo, f1, fo, ..., fn en los instantes tg, t; = to+h, to =tg+2h, ..., t, =tog+n-h.
Para esto, vamos a introducir una variable auxiliar s, definida como:

a t—1o
- h
Luego, parat = ty <= s = 0.0, para t = t; < s = 1.0, etc. La variable real
s toma valores enteros en los instantes de muestreo (e iguales al indice de la
muestra).

El polinomio de interpolacién puede escribirse como una funcién de s:

s (§)an+ () an+ (G)arnar s (D)o a9

Este polinomio se llama Polinomio de Newton—Gregory hacia adelante. Puede
verse facilmente que es un polinomio de orden n en ¢, y que efectivamente pasa
por los puntos f; en los instantes ¢;.

A veces, vamos a necesitar polinomios de orden n que pasen a través de
(n + 1) puntos del pasado. El Polinomio de Newton—Gregory hacia atrds se
puede escribir como:

fs) ~ fot (f) Af o+ (S . 1) A2f (S S 2) ABf gt
N <s +n— 1) AnF (4.6)

s (4.4)

n

Para simplificar la notacién, podemos utilizar el operador de diferencia hacia
atrds, V, definido como:

Vii=fi—fie (4.7)

v los operadores de orden superior:

V2 =V(V)=V(fi — fic1) = Vfi— Vfin
=fi=2 fio1+ fioo (4.8a)
V3 f =V(V2f) = fi = 3fi1 +3fi—2 — fios (4.8b)

etc.
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0, en general:

——_— <g> P <Tll> it (Z) fia <§> P (Z) Fn  (49)

El polinomio de Newton—Gregory hacia atras entonces puede expresarse utili-
zando el operador V como:

s =gt ()i (5 ) (U3 7) Tk (T )
(4.10)

4.3. Integracién Numérica Mediante Extrapola-
cion Polinédmica

La idea en que se bsan los métodos multipaso es trivial. Podemos usar un
polinomio de Newton—Gregory hacia atrds, elegir t;, = tg y evaluar para s = 1.0.
Esto deberfa darnos una estimacién de x(tx+1) = f1. Los valores pasados fo,
f-1, f—2, etc. son las soluciones previamente calculadas x(tx), x(tg—1), x(tk—2),
ete.

Si bien presentamos los polinomios de Newton Gregory para el caso escalar,
el concepto se extiende sin complicaciones para el caso vectorial. '

Sera necesario de todas formas modificar algo para incluir los valores de f,
yva que los mismos contienen la informacién sobre el modelo de las ecuaciones
de estado.

4.4. Formulas Explicitas de Adams—Bashforth

Escribamos entonces el polinomio de Newton—Gregory hacia atras para la
derivada del vector de estado %x(t) en torno al instante ¢:

1 2
(t) = o + G>ka+ (8; )va,mL (8; )V3fk+... (4.11)

donde:

fi, = X(tk) = f(X(tk), tk) (4.12)

Si queremos una expresién para X(tx+1), debemos integrar la Ec.(4.11) en el
intervalo [tx, tky1]:
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x(t)dt = x(tg41) — x(tg)

ty

tht1
1 2
- / {fm(j)wm(“; >v2fk+<5"§ >V3fk+...]dt
tk
1.0 . ) ;
_ s s+ g2p 4 (512) g0 -
_/[fk—f—(l)ka—f—( ; >v fk+< 5 >v fk+..l Cds (413)
0.0
Entonces:
1
2 s 9
X(tg41) =x(tx) + h/ |:fk + sV + (3 + 5) Vf,
0
3 s2 s 3
— 4+ — 4= fo+... 4.14
+<6+2+3)V E + ]ds ( )
y luego:
1 5 o 33
X(th1) = x(te) + o B+ 5VE+ 5V B+ gV + (4.15)

Truncando la Ec.(4.15) tras el término cuadrético, y expandiendo el operador
V, obtenemos:

h
x(tg+1) = x(tr) + i (23f), — 16f;_1 + 5f}_2) (4.16)

que es el famoso método de Adams—Bashforth de tercer orden (AB3).
Si truncamos la Ec.(4.15) tras el término ciibico, obtenemos:

h
x(tgr1) = x(tr) + BV (55f), — 59f_1 + 37fi_2 — 9f;_3) (4.17)

que corresponde al método AB4.
La familia de métodos AB puede representarte mediante un vector o y una
matriz [:

a=( 1 2 12 24 720 1440)7 (4.18a)
1 0 0 0 0 0
3 -1 0 0 0 0
23 16 5 0 0 0

=15 59 37 -9 0 o0 (4.18b)
1901 —2774 2616 —1274 251 0

4277 —7923 9982 7298 2877 —475
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Aqui, la i®'™2 fila contiene los coeficientes del método ABi. En la matriz 3 estén
los términos que multiplican los vectores f en los distintos puntos de tiempo, y
en el vector o se encuentra el denominador comun.

Todos estos algoritmos son explicitos. AB1 es:

X(ter1) = x(tg) + % (1£,) (4.19)

que se reconoce enseguida como Forward Euler.

Veamos los dominios de estabilidad de los métodos ABi. Para esto, debemos
encontrar las matrices F. Tomemos como ejemplo AB3. Aplicando Ec.(4.16) al
problema lineal y estacionario encontramos:

23 4 5
X(tpy1) = [I<n> + EAh] x(tk) = AhX(th1) + S AR X(t2)  (420)

Podemos transformar esta ecuacién en diferencias vectorial de tercer orden en
tres ecuaciones en diferencias de primer orden definiendo las variables:

71 (tr) = x(tk—2) (4.21a)
Za (tr) = x(tk—1) (4.21b)
z3(tx) = x(tx) (4.21c¢)
Reemplazando, queda:
Z3 (tk+1) = Z2 (tk) (4.22&)
Zo (thrl) = Zg(tk) (422b)

5 4 23
z3(tpy1) = A z1(ty) — §Ah za(ty) + {1“‘) + EAh} z3(ty)  (4.22¢)

0, en forma matricial:

om 1) om
z(tyr1) = [ O™ O™ | () -z (ty) (4.23)
ZAh —2AL (1™ 4+ ZAh)
Luego, para una matriz A de 2 x 2 , obtenemos una matriz F de 27 x 27 F al
usar ABi.

Los dominios de estabilidad que resultan de estas matrices F se muestran
en la Fig.4.1.

Como los métodos ABi son explicitos, sus bordes de estabilidad se cierran
en el semiplano complejo A - h.

Desafortunadamente, los dominios de estabilidad son bastante decepcionan-
tes, ya que al aumentar el orden (lo que nos permitiria utilizar pasos més gran-
des) los dominios se achican (y la estabilidad nos limitard el tamano de los
pasos).
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Stability Domains of AB

-25 -2 -15 -1 -0.5 0 0.5

Re{\- h}

Figura 4.1: Dominios de estabilidad de los algoritmos explicitos AB.

En comparaciéon con RK, si bien es cierto que necesitamos sélamente una
evaluacién de la funcién por paso, es probable que debamos utilizar pasos con-
siderablemente menores debido a la regién de estabilidad.

4.5. Foérmulas Implicitas de Adams—Moulton

Veamos ahora si tenemos mas suerte con los algoritmos implicitos. Para esto,
desarrollaremos nuevamente x(¢) en polinomios de Newton—Gregory hacia atrds,
pero esta vez en torno al punto tx1.

. s s+1 s+2
X(t) = frq1 + <1> Vi1 + ( 5 )VQf,Hl - ( 5 )v3f,€+1 +.. (4.24)
Integraremos nuevamente desde tj hasta tx41. Sin embargo, ahora s = 0.0

corresponde a t = try1. Entonces, necesitamos intergar en el intervalo s €
[—1.0,0.0]. Resulta:

1 1 1
X(thrl) = X(tk) + h (karl — §ka+1 — Ev2fk+1 — ﬁV‘gka +.. )

Expandiendo el operador V y truncando tras el término cuadratico, encontra-
mos:
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h
x(tg+1) = x(tr) + ID (5fk41 + 8f — f—1) (4.25)

que es el algoritmo implicito de Adams—Moulton de tercer orden (AM3).
Truncando ahora tras el término cibico queda:

h
+ ﬂ (9fk+1 + 19f;, — 5f,_1 + fk_g) (426)
lo que corresponde al algoritmo AM4.

La familia de métodos AM también puede representarte mediante un vector

« y una matriz [

X(tp41) = x(t)

a=( 1 2 12 24 720 1440) (4.27a)
10 0o 0 0 0
11 0o 0 0 0
5 8 -1 0 0 0

=19 19 5 1 0 o0 (4.27b)
251 646 —264 106 -19 0

475 1427 -798 482 -173 27

Resulta claro que AM1 es el mismo método que BE. El método de segundo orden
AM2 coincide con la regla trapezoidal. Es decir, AM1 es L—estable y AM2 es
F-estable.

Veamos ahora los dominios de estabilidad de los métodos de orden superior.
Utilizando AM3 con un sistema lineal y estacionario resulta:

5 2 1
I — ZAh| x(tgy1) = [I™ + ZAR| x(t) — —Ah x(t_1) (4.28)
12 3 12
Cambiando variables como en ABi, tenemos:

om 1)
F= <_[1<n> C S AR [LAR] I - B AR I 4 %Ah]) (4.29)

Para una matriz de 2 x 2 A, tenemos una matriz F de 2(i — 1) x 2(¢ — 1) al usar
AMi. Los dominios de estabilidad de los métodos hasta AM6 se muestran en la
Fig.4.2.

Como en el caso de los algoritmos ABi, los resultados son decepcionantes.
AM1 y AM2 son algoritmos 1tiles . .. pero ya los conociamos con otros nombres.
A partir de AM3, los dominios de estabilidad se cierran sobre el semiplano
izquierdo. Entonces, en principio, no parece tener sentido pagar el precio de
utilizar iteraciones para obtener un método que no sirve para sistemas stiff.
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-3F

Figura 4.2: Dominios de estabilidad de los algoritmos implicitos de AM.

4.6. Formulas Predictor—Corrector de Adams—
Bashforth—Moulton

Los métodos de ABi y de AMi por si solos no tienen casi ventajas debido a
que sus regiones de estabilidad son muy pobres.

Intentaremos ahora construir un método predictor—corrector con un paso de
ABi (predictor) y uno de AMi (corrector). Con esta idea, el método de tercer
orden ABM3 sera el siguiente:

predictor: %y = f(xy, tx)
Xp g = Xic + 15(23%x — 16%1c_1 + HXic_2)

. 3P _ e P
corrector: xl((;r1 = f(kar}], tk+11))
X1 = Xk + 15 (5% g + 8%k — K1)

Evidentemente el algoritmo completo es explicito y no se necesita ninguna ite-
racion de Newton. Sin embargo, hay un costo adicional respecto de AB3 al
tener que evaluar dos veces la funcién por cada paso. Veremos si este costo se
compensa con una regién de estabilidad més grande.

Reemplazando para la ecuacién lineal y estacionaria queda:
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13 115 1 5
_ (n) -2 -9 2 I b 2
X(tgt1) ™™+ 12Ah + a4 (Ah) } x(tx) [12Ah + 9(Ah) x(tk—1)
+ m(Ah) x(tg—2) (4.30)
con la matriz F:
O™ () om
F = om om | () (4.31)
2 (Ah)? —[LAh+ 3(AR)?] I + BAR+ L3 (AR)?]
Los dominios de estabilidad se muestran en la Fig.4.3.
Stability Domains of ABM
15 T T T
.L |
05f |
—~—
<
~< o0
——
g
=
-05F |
Ak 4
15 1 1 1 1 1 1 1
-25 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1

Re{\- h}
Figura 4.3: Stability domains of predictor—corrector ABM algorithms.

Evidentemente, la idea funciond, ya que los dominios de estabilidad de ABM3
son considerablemente mayores que los de ABi.

4.7. Formulas de Diferencias Hacia Atras
(BDF)

Veamos ahora si podemos encontrar una familia de métodos multipaso con
dominios de estabilidad que se cierren a la derecha del semiplano A - h. Para
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esto, escribiremos el polinomio de Newton—Gregory hacia atrds en x(t) en vez
de en x(t), en torno al instante t;41. Entonces:

S s+1 s+ 2
x(t) = Xp41 + (1) VXpi1 + ( 5 )me + < 5 >V3xk+1 +... (4.32)
O:
32 S 83 82 S
x(t) = Xgt1 + sVXpp1 + (5 + §> VXpt1 + (E +o §> VX1 + ...

(4.33)
Derivando la Ec.(4.33)) respecto al tiempo obtenemos:

2

1 1 1
x(t) =+ {kaﬂ + <s + §> V23Xt + (% + s+ 5) V3%pq1 + . ] (4.34)

Evaluando la Ec.(4.34) para s = 0.0, resulta:
. 1 1_, 1_4
X(tgy1) = 7 Vxp+1 + §V Xk+1 + gv Xkt1 + oo (4.35)

Multiplicando la Ec.4.35 por h, truncando tras el término cibico y expandiendo
los operadores V, queda:

1
h - fk+1 = Exk+1 — 3xp + gxk,1 — gxk,Q (4.36)
De la Ec.(4.36) se puede despejar xj.y1:
18 9 2 6
X1 = ﬁxk — ﬁxk,1 + ﬁxk,Q + IEh h- £ (4.37)

que es la férmula de tercer orden de diferencias hacia atrds (BDF3, por Backward
Difference Formula).

Podemos obtener algoritmos de BDF4 truncando la Ec.(4.35) en diferentes
términos. La familia de métodos BDF también puede representarte mediante
un vector o y una matriz 3:

a=(1 2/3 6/11 12/25 60/137)" (4.38a)
1 0 0 0 0
4/3 ~1/3 0 0 0

g=1| 18/11  -9/11  2/11 0 0 (4.38b)
48/25  —36/25  16/25  —3/25 0

300/137 —300/137 200/137 —75/137 12/137

Aqui, la fila 7 representa el algoritmo BDF'i. Los coeficientes de la matriz 8 son
los que multiplican los valores pasados del vector de estados x, mientras que los



CAPITULO 4. METODOS MULTIPASO 66

coeficientes del vector « son los que multiplican el vector de las derivadas del
estado x en el instante tj4.

Los métodos de BDF son algoritmos implicitos. BDF1 es lo mismo que BE.
Los dominios de estabilidad de los métodos BDFi se presentan en la Fig.4.4.

Stability Domains of BDF

_ ~

10 - AN .

Im{\- h}

5+

Re{\-h}
Figura 4.4: Dominios de estabilidad de los métodos implicitos BDF.

Es evidente que al fin encontramos un conjunto de métodos multipaso stiff—
estables. Como en todos los otros métodos multipaso, al agrandar el orden de
la extrapolacion, el método se vuelve cada vez menos estable. En consecuencia,
BDF6 tiene sélamente una banda muy angosta de area estable a la izquierda del
origen y s6lamente es ttil cuando los autovalores estdn sobre el eje real. BDF7
es inestable en todo el plano A - h.

De todas formas, debido a su simplicidad, los métodos BDFi son los maés
utilizados por los paquetes de simulacién de propédsito general. El cédigo basado
en BDF maés utilizado es DASSL.

Los métodos de BDF se conocen también como algoritmos de Gear, por
Bill Gear, quien descubri6 las propiedades de los mismos para la simulacién de
sistemas stiff a principios de la década de 1970.

4.8. Iteracion de Newton

Los métodos BDFi pueden escribirse en funcién de los coeficientes o; y 3; 5
de la Ec.(4.38) como sigue:
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Xpt1 =0y h- T + Zﬂz’j Xk—jt1 (4.39)
=1

Reemplazando para un sistema lineal y estacionario y despejando xyy1, queda:

Xicer = — o (A1)~ 1] Zﬁ” Xk i1 (4.40)

En un problema no lineal, no podemos aplicar inversion matricial. Podemos
igualmente reescribir la Ec.(4.39) como:

f(XkJrl) =a«a; h- f(XkJrlathrl) — Xk+1 + Zﬂij Xp—j+1 = 0.0 (4.41)
j=1

y entonces se puede utilizar la iteracién de Newton sobre la Ec.(4.41):

x[,;ill = Xk+1 [He] [Te] (4.42)

donde el Hessiano H se calcula como:

H=o; (T h)—IW (4.43)

donde J es el Jacobiano del sistema. Si reemplazamos la Ec.(4.42) para un sis-
tema lineal y estacionario, puede verse facilmente que se obtiene nuevamente la
Ec.(4.40). Es decir, la iteracién de Newton no cambia el dominio de estabilidad.

Como ya mencionamos antes, en general se utiliza la iteracién de Newton
modificada, que no reevalta el Jacobiano durante cada iteracién. Mds atn, en
los métodos multipaso muchas veces no se reevalia el Jacobiano en todos los
pasos.

De esta manera, tampoco se reevaltia el Hessiano muy frecuentemente, ya
que el mismo sélo debe reevaluarse cuando se reevalua el Jacobiano o cuando el
paso de integracion se modifica.

El Jacobiano se puede evaluar de dos maneras: numérica o simbdlica.

La primera en general se hace mediante una aproximaciéon de primer orden.
Cada variable de estado z; se modifica en un valor pequefio Ax;, y se calcula

of(x,t) fpert — f
8{Ei - A{Ei
donde f es la derivada del vector de estado evaluada en el valor actual del estado,
mientras que fpert €s la derivada perturbada, evaluada en z; + Az; con el resto
de las variables de estado mantenidas en sus valores actuales.
Entonces, un sistema de orden n necesita n evaluaciones adicionales de la
funcién f para obtener una aproximacién completa del Jacobiano. Y aun en ese
caso, sélo logramos una aproximacion de primer orden del mismo.

(4.44)
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Para un sistema lineal es suficiente, ya que obtendremos J = A y la iteracion
de Newton convergera en s6lo un paso. En un caso no lineal en cambio, podemos
llegar a tener varias iteraciones.

Por estos motivos, muchas veces es preferible evaluar el jacobiano de manera
simbdlica. Teniendo en cuenta que muchos paquetes de software (Dymola, Ma-
tlab, Mathematica) ofrecen herramientas de célculo simbdlico, esto no agrega
dificultad al problema y permite calcular el Jacobiano de manera exacta y sin
costo computacional adicional respecto de la evaluacién numérica del mismo.

4.9. Control de Paso y de Orden

En los métodos de RK no tiene mucho sentido variar el orden del método du-
rante la simulacién, ya que la precisién se puede controlar mucho més facilmente
cambiando el paso de integracion.

Sin embargo, en los métodos multipaso el control de orden se utiliza muy
a menudo, ya que es muy simple. El orden de un método depende de cuantos
valores anteriores de xy estamos utilizando en los calculos. Por lo tanto, es trivial
aumentar o disminuir en 1 el orden utilizado. Ademads, el costo de cambiar el
orden es practicamente nulo.

El control de paso en cambio no es tan econdémico, ya que las férmulas mul-
tipaso se basan en considerar que los puntos en el tiempo estan equiespaciados.
Aunque veremos una manera eficiente de utilizar paso variable, es mucho més
sencillo el control de orden.

De todas maneras, la variaciéon de orden produce cambios de precision muy
bruscos. Cuando cambiamos en 1 el orden del método, la precisién cambia en
general en un factor de 10. Por eso, antes de bajar el orden de la aproximacién,
el error estimado debe ser muy chico. Ademaés, al disminuir el orden no se ahorra
casi nada en calculos: el nimero de evaluaciones de la funcién sigue siendo el
mismo.

Como podemos controlar el paso de manera eficiente? La idea no es tan
complicada. Vamos a comenzar reconsiderando el polinomio de Newton—Gregor
hacia atrés:

2

s s ) 3 2
x(t):xk—kstk—F(——i—E)ka—i—(

8—+S—+§)v3xk+... (4.45)

2 6 2

Derivando respecto al tiempo obtenemos:

1 1 2 1
x(t) =+ {ka + <s + §> V2x), + (% + s+ 5) V3 + .. } (4.46)

la segunda derivada es:

(1) = % (V24 + (5 + 1) V% + ... (4.47)
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etc.
Truncando las Ecs.(4.45)—(4.47) tras el término cibico, expandiendo los ope-
radores V y evaluando para t = t; (s = 0.0), obtenemos:

T 6 0 0 0 Tk
hedae |1 [ o8 9 —2)| [ @
oo |76 6 -5 120 =3 | me (4.48)
w0 1 =33 —1) \we,

El vector del lado izquierdo de la ecuacién se denomina vector de Nordsieck, (en
este caso escribimos el de tercer orden).

Usando esta idea, utilizando una simple multiplicacién por una matriz cons-
tante, pudimos traducir informacién de los estados en distintos puntos del tiem-
po en informacion del estado y sus derivadas en un mismo instante de tiempo.

En este caso escribimos la transformacién para una séla variable de estado. El
caso vectorial funciona de la misma forma, pero la notacién es mas complicada.

Esto nos permite reslver el problema de control de paso. Si queremos cam-
biar el paso en el instante t;, simplemente podemos multiplicar el vector que
contiene los valores pasados del estado por la matriz de transformacion, tranfor-
mando asi la historia del estado en un vector de Nordsieck equivalente. En esta
nueva forma, el paso se puede cambiar facilmente premultiplicando el vector de
Nordsieck con la matriz diagonal:

1 0 0 0
0 G 0 0
H= e | > 4.49
0 0 (h) 0 (4.49)
h 3
0 0 0 ()

Tras esto tendremos el vector de Nordsieck expresado en el nuevo paso Apew. Si
ahora premultiplicamos este vector de Nordsieck modificado por la inversa de
la matriz de transformacién, obtendremos un vector de historia de los estados
modificado, donde los nuevos valores “guardados” x representan la solucién en
instantes equidistantes Apeyw-

Este es el método mas utilizado para controlar el paso de integracién en los
métodos multipaso. De todas formas, es algo costoso ya que hay que realizar tres
multiplicaciones matriciales cada vez que se quiere cambiar el paso. Ademas,
en presencia de métodos implicitos, hay que evaluar un nuevo Hesiano tras
modificar el paso de integracion.

Por este motivo, no se suele cambiar muy seguido el paso. Cada vez que
se reduce el paso, se suele reducir excesivamente para no tener que reducirlo
nuevamente en los siguientes pasos. Asimismo, s6lamente se aumenta el paso de
integracion cuando este aumento es considerable.
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4.10. Arranque de los Métodos

Un problema que hay que resolver en los métodos multipaso es el arranque.
Normalmente, se conoce el estado inicial en tiempo %y, pero no hay datos anterio-
res disponibles, y no se puede entonces comenzar utilizando métodos multipaso
de orden mayor que uno (en el caso implicito).

Una soluciéon muy sencilla es utilizar control de orden: se comienza con un
método de orden uno para obtener t; = tg + h. Luego, con estos dos puntos se
puede utilizar un método de orden dos para obtener to = t; + h y asi sucesiva-
mente hasta que al cabo de varios pasos se puede obtener un método de orden
n.

Este método, si bien funciona, no es muy recomendable debido al problema
de la precisién. Si queremos utilizar un método de orden alto, es porque necesita-
mos precision. Entonces, al comenzar con un método de orden bajo, deberiamos
utilizar un paso demasiado chico en los primeros pasos. Tras esto, ademas, ten-
driamos que cambiar el paso de integracién para aprovechar el algoritmo de
orden alto una vez arrancado.

Otra idea es utilizar algoritmos de Runge-Kutta (del mismo orden de método
multipaso a utilizar) durante el arranque, lo que nos libera del problema de usar
pasos demasiado chicos.

Esta idea funciona muy bien para los métodos de tipo ABM y AB. El caso
de BDF es un poco més problematico ya que al tratar con sistemas stiff, RK
deberd utilizar pasos excesivamente pequenos y tendremos nuevamente un pro-
blema similar al de control de orden. Una alternativa para esto es usar métodos
tipo BRK para no tener limitaciones de estabilidad en el arranque.

4.11. Problemas Propuestos

[P4.1] Nuevos métodos
Utilizando la idea del polinomio de Newton—Gregory hacia atrés, disefiar un
conjunto de algoritmos de la forma:

A i

Xk+1 = Xk—2 + o Z:lﬂij X—j+1 (P4.1a)
=

Dibujar sus dominios de estabilidad y compararlos con los de AB.

[P4.2] Costo Versus Precisién — Caso No Stiff Calcular la grifica de
costo vs. precisién de AB4, ABM4 y AM4 para el problema lineal no stiff:
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1250  —25113 —60050 —42647  —23999 )
500  —10068 —24057 —17092 — 9613 2
% = 250 — 5060 —12079 — 8586 —4826 | -x+ 1| -u
— 750 15101 36086 25637 14420 -3
250 — 4963 —11896 — 8438 — 4756 1

(P4.2a)
con entrada nula y condicién inicial xg = ones(5,1).

Dicha gréafica debe tener en el eje horizontal la precisién obtenida y en el eje
vertical el nimero de evaluaciones de la funcién f.

Para esto, tener en cuenta que AB realiza una evaluaciéon por paso, ABM
realiza dos y consideraremos (por simplicidad) que AM realiza en promedio
cuatro evaluaciones.

Si bien se pide graficar el nimero de evaluaciones en funcién de la precision,
es mas eficientes variar el nimero de evaluaciones y calcular la precisién ob-
tenida. Se sugiere seleccionar el nimero de evaluaciones entre 200 y 4000, por
ejemplo, nbrstp = [200, 500, 1000, 2000, 4000]. Luego hay que computar el paso
de integracién. En el caso de AB4 seria h = 10/nbrstp, ya que integraremos
durante 10 segundos y tenemos una evaluacién por paso. En ABM4 usariamos
h =20/nbrstp y en AM4 h = 40/nbrstp.

Dado que el problema es lineal, se puede simular el sistema utilizando las ma-
trices F. Como los métodos no pueden arrancar por si mismos, se debera utilizar
RK4 durante los 3 primeros pasos.

Para evaluar la precisién obtenida en cada simulacién utilizaremos el verda-
dero error relativo global, calculando primero:

ana. t — Asimu t
Elocal(tk) = ”X 1( k) = ]( k)” (P42b)

max (|| Xana1 (tx )|, eps)

donde eps es un nimero muy chico, y luego,

Eglobal = mléx(glocal(tk)) (P42C)

[P4.3] Costo Versus Precisiéon — Caso Stiff
Repetiremos la idea del problema anterior pero para el siguiente caso lineal
stiff:

0 1 0 0
X = 0 0 1] -x+10] - u (P4.3a)
—10001  —10201 —201 1

Buscamos calcular la respuesta al escalén con condiciones iniciales nulas hasta
ty =10 seg.

En este caso utilizaremos BDF2, BDF3 y BDF4 para comparar su eficiencia
relativa para resolver el problema. Consideraremos, como en el caso anterior
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de AM4, que cada paso (iteracién de Newton) consume 4 evaluaciones de la
funcion.

Como referencia, también computaremos la gréfica de costo vs. precisiéon
de BRK4. Consideraremos que cada paso de BRK4 realiza 4 iteraciones, con 4
evaluaciones de la funcién en cada una de ellas.

[P4.4] Backward Difference Formulae Programar en Scilab o Matlab una
rutina que simule un sistema genérico utilizando BDF4, y que utilice RK4 para
el arranque.

Comenzar con el caso de paso fijo, y luego implementar un algoritmo de
control de paso.



Capitulo 5

Ecuaciones en Derivadas
Parciales

Este capitulo es una traduccién resumida del Capitulo 6 del libro Continuous
System Simulation [2].

5.1. Introduccion

La simulacién de ecuaciones en derivadas parciales (PDE, por partial diffe-
rential equations) es uno de los temas mds dificiles de abordar y presenta una
gran cantidad de problemas abiertos.

Si bien la literatura cuenta con numerosos enfoques distintos para la inte-
gracién numérica de PDEs, en este curso trataremos con sélamente uno de estos
enfoques, denominado el Método de Lineas (MOL, por method of lines).

E1 MOL se basa en aproximar las PDEs por un sistema grande de ecuaciones
diferenciales ordinarias, que luego debe ser simulado con métodos de integracién
como los que estudiamos en los capitulos anteriores.

Es importante remarcar que el MOL es s6lo una entre las tantas técnicas que
existen para PDEs. El motivo por el cual estudiaremos el MOL no es porque se
trate de la técnica mas eficiente, sino que al convertir las PDEs en conjuntos de
ODEs nos permitird hacer uso de todo lo que vimos en el transucrso del curso.

De esta forma, a lo largo de este capitulo vamos a ver cémo el MOL trans-
forma las PDEs en un sistema de ODEs y vamos a estudiar las caracteristicas
particulares de las ODEs resultantes y decidir cuales de los métodos de integra-
cién vistos seran convenientes para la simulacién de las mismas.

5.2. El Método de Lineas

El Método de Lineas es una técnica que nos permite convertir ecuaciones en
derivadas parciales en conjuntos de ecuaciones diferenciales ordinarias que, en

73
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algtin sentido, son equivalentes a las PDEs originales.
La idea basica es muy sencilla. Tomemos como ejemplo la ecuacion del calor
o ecuacion de difusidn en una sola variable espacial:

ou 0%u

g

ot 0x?
En lugar de buscar la solucién u(z,t) en todo el espacio bidimensional definido
por la variable espacial x y la variable temporal ¢, podemos discretizar la variable
espacial y buscar las soluciones u;(t) donde el indice ¢ denota un punto particular
x; en el espacio. Para esto, reemplazaremos la derivada parcial de segundo orden
de u con respecto a x por una diferencia finita:

(5.1)

0%u o Wit1 — 2u; + ui—q

02|, _,. ox?
—x;

(5.2)

donde dz es la distancia entre dos puntos vecinos de discretizacion en el espacio
(aqui elegida equidistante). Esta distancia de denomina ancho de grilla de la
discretizacion.

Utilizando la Ec.(5.2) en (5.1), resulta:

duj Ui — 2u; + Ui
a0 dx?
y asi convertimos la PDE en u en un conjunto de ODEs en u;.

Como puede verse, la idea principal del MOL es muy sencilla. Lo complicado
estd en los detalles.

Es razonable utilizar el mismo orden de aproximacién para las dos discreti-
zaciones, en el tiempo y en el espacio. Por eso, si queremos integrar el conjunto
de IDEs con un método de cuarto orden, deberiamos encontrar una férmula de
discretizacién para 0%u/0x? que sea de cuarto orden.

Para esto, podemos volver a utilizar los polinomios de Newton—Gregory.
Un polinomio de cuarto orden necesita ser ajustado a través de cinco puntos.
Preferiremos utilizar diferencias centradas, es decir, vamos a ajustar el polinomio
a través de los puntos x;_o, T;—1, ;, T;11, and z;1o. Al utilizar el polinomio
de Newton Gregory hacia atras, deberemos escribir el mismo en torno al punto
ubicado més a la derecha, en nuestro caso, el punto x;12. Luego, resulta

(5.3)

2 3 52 s

u(z) = uip2+sVuira+ (% + %) V2u¢+2+ (% + 5 + §) V3ui+2+. .. (5.4)

En consecuencia, la derivada segunda puede escribirse como:

0%u 1 2 3s 11
pre = 522 |:VQU7;+2 +(s+ 1)V3Ui+2 + <§ + > + E) V4ui+2 + .. :| (5.5)
La Ec.(5.5) debe evaluarse en « = z;, lo que corresponde a s = —2. Truncando

tras el término de orden cuarto y expandiendo el operador V, resulta:
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0%u

w ~ m (—UH_Q + 16w;4+1 — 30u; + 16w;—1 — ui_g) (56)

que es la aproximacion en diferencias centrada de cuarto orden de la derivada
segunda parcial de u(z,t) respecto de z evaluada en © = x;.

Si hubiéramos querido integrar con un método de segundo orden, deberiamos
haber desarrollado el polinomio de Newton Gregory hacia atras en torno al punto
Zit1, truncando la Ec.(5.5) tras el término cuadréitico y evaluando en s = —1.
Esto nos hubiera llevado a:

0%u 1
@ ~ @ (ui+1 — 2u; + ’U,i_l) (57)

T=T;

que es la férmula de diferencias centrada de segundo orden para 9%u/0x2, la
misma que utilizamos en Ec.(5.2).

En realidad, puede verse que esta tltima férmula es de tercer orden. Por lo
tanto, puede utilizarse tanto con métodos de segundo como de tercer orden. De
manera similar, la férmula que deducimos de cuarto orden (5.6) es en realidad
de quinto orden. Esto se debe a razones de simetria por los cuales cualquier
aproximacion en diferencias centradas tiene un orden maés que el indicado por
el niimero de puntos utilizado para ajustar el polinomio.

La siguiente dificultad aparece cuando nos aproximamos al borde del domi-
nio espacial. Supongamos que la ecuacién del calor corresponde a la distribucién
de temperatura a lo largo de una barra de longitud £ = 1 m, y supongamos que
cortamos dicha barra en 10 segmentos de longitud 6¢ = 10 cm. Si la punta
izquierda de la barra corresponde al indice ¢ = 1, la punta derecha correspon-
derd al indice ¢ = 11. Supongamos ademds que queremos integrar mediante un
método de orden cuatro. Luego, podremos utilizar la Ec.(5.6) entre los puntos x5
y xg. Sin embargo, para los puntos restantes, necesitaremos utilizar un férmula
no centrada, ya que no podemos usar puntos fuera del rango donde la solucién
u(z,t) estd definida.

Para encontrar una férmula no centrada para xs, deberemos escribir el po-
linomio de Newton—-Gregory hacia atras en torno al punto us y evaluarlo para
s = —3. De manera similar, para obtener una férmula no centrada para x;
deberemos escribir el polinomio en torno a us y evaluarlo para s = —4. Algo
parecido puede hacerse para los puntos x19 y 11.

Procediendo de esta manera, obtenemos las siguientes férmulas no centradas:



CAPITULO 5. ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES 76

0%u 1

— = —— (11us — 56 114us — 104 35 5.8

27|, " 1o (11us — 56uq + 114us up + 35u1) (5.8a)

Oul Lty + Gus — 20us + 11u1) (5.8D)

61'2 o = 1251’2 us U4 us U9 Ui .

0%u 1

— = —— (11u11 — 20u1p + 6ug + dug — ur) (5.8¢)

ox?| _, =~ 12622

&u L (35u11 — 104uo + 114ug — 56us + 11u7) (5.8d)
= Uil — U10 Ug — obug ur :

ox?| _ 12622

En el MOL, todas las derivadas con respecto a las variables espaciales se discre-
tizan utilizando aproximaciones en diferencias (centradas o no), mientras que
las derivadas con respecto al tiempo se dejan como estdn. De esta forma, las
PDEs se convierten en un conjunto de ODEs que pueden, al menos en teoria,
resolverse como cualquier modelo de ODEs mediante métodos de integracién
numérica estandar.

Tras esto, deberemos discutir que debe hacerse con las condiciones de borde.
Cada PDE, ademas de tener condiciones iniciales en el tiempo, tiene condiciones
de borde (también llamadas condiciones de contorno) en el espacio. Por ejemplo,
la ecuacion del calor puede tener las siguientes condiciones de borde:

u(z =0.0,t) = 100.0 (5.9a)
ou
oo (@ =1.0,) = 0.0 (5.9b)

La Ecuacién (5.9a) se denomina condicion de valor de borde. Este es el caso méas
simple. Todo lo que debemos hacer es eliminar la ecuacién diferencial de wuq(t)
y reemplazarla por una ecuacién algebraica, en este caso:

uy = 100.0 (5.10)

La condicién de borde de la Ec.(5.9b) es también un caso especial. Se denomina
condicion de simetria de borde. Puede tratarse de la siguiente forma. Imaginemos
que hay un espejo en z = 1.0, que replica la solucién u(zx,t) en el rango x €
[1.0,2.0], tal que u(2.0 — z,t) = u(z,t). Obviamente la condicién de borde en
x = 2.0 es la misma que en z = 0.0. Luego, no hace falta para nada especificar
ninguna condicién de borde para x = 1.0, ya que por simetria dicha condicién
de borde serd satisfecha. Sabiendo eso, podemos reemplazar las Ecs.(5.8c—d)
mediante:

Ou (s + 16u1y — 30uro + 16ug — ug) (5.11a)
= —u12 11 — 10 9 — U8 .

ox?|,_, —~ 12622

Ou (s + 161 — 30u1y + 16ur0 — uo) (5.11b)
= —u13 12 — 11 10 — w9 .

ox?| _, 12622
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o0 sea, por una aproximacién en diferencias centradas.
Debido a la simetria, uis = u19 y w13 = ug, y podemos reescribir las
Ecs.(5.11a-b) como:

Ou L (16urs — 31uro + 16u0 — ug) (5.12a)
= 11 — 10 9 — U8 .

ox?|,_, —~ 12622

O%u 1

22 = —— (=30u11 + 32u1o — 2 5.12b

oa?|,_, 120552 (30U +32u10 = 2ug) (5.12b)

y ahora podemos olvidarnos de nuestro espejo virtual.
Un tercer tipo especial de condicién de borde es la llamada condicion de
borde temporal:

Ju
o (1=00.1) = f() (5.13)

En este caso, la condiciéon de borde de la PDE es descripta directamente me-
diante una ODE. Este caso también es simple: directamente reemplazamos la
ODE de u; por la ODE de borde:

iy = f(t) (5.14)
Un condicién de borde més general puede tener la forma:
ou
g(u(x =1.0,t))+h %(x =1.0,t) | = f(¥) (5.15)

donde f, g, y h son funciones arbitrarias es mas complicado. Por ejemplo, po-
driamos tener una condicién:

%(m =1.0,t) = k- (u(z = 1.0,) — Uamp(t)) (5.16)

donde uamb(t) es la temperatura ambiente. En este caso, debemos proceder como
antes, reemplazando las derivadas espaciales mediante polinomios de Newton—
Gregory apropiados:

ou 1

% = @ (25'LL11 — 48“10 + 36UQ — 16“8 + 3’LL7) (517)

T=x11

que se trata de la aproximacién de diferencias no centradas de cuarto orden.
Reemplazando con la Ec.(5.17) en la Ec.(5.16), y resolviendo para w;;, encon-
tramos:

12k - 6 - wamp + 48u19 — 36ug + 16ug — 3uy
12k - 6z 4+ 25

Mediante este proceso, una condicion de borde general se transformé en una
condicion de valor de borde, y la ODE que define w17 puede descartarse.

Uil = (518)
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En algunos casos podemos encontrarnos con condiciones de borde no lineales,
tales como la condicién de radiacién:

%(x =1.0,t) = —k - (u(z = 1.0,t)* — tamp(t)*) (5.19)

que conduce a:

F(urr) =12k - 6z - uill + 25u;1 — 12k - 0z - uimb — 48u19 + 36ug
— 16ug + 3u7 = 0.0 (5.20)

es decir, una condicion implicita de valor de borde que puede resolverse mediante
la iteracién de Newton.

5.3. PDEs Parabolicas

Algunas clases simples de PDEs son tan comunes que reciben nombres es-

peciales. Consideremos por ejemplo la siguiente PDE en dos variables, z e y:
0%u 0%u 0%u
a5 3 + baxay + cay2 =d (5.21)

que es caracteristica de muchos problemas de campos en la fisica. x e y pueden
ser variables espaciales o temporales, y a, b, ¢, y d pueden ser funciones arbitra-
rias de z, y, u, du/Ox, and Ou/dy. Dicha PDE se denomina cuasi-lineal, dado
que es lineal en las derivadas superiores.

Dependiendo de la relacién numérica entre a, b, y ¢, la Ec.(5.21) se clasifica
como parabdlica, hiperbdlica,o eliptica. La clasificacién es como sigue:

b*> — 4ac > 0 = PDE es hiperblica (5.22a)
b*> — 4ac = 0 = PDE es parabdlica (5.22b)
b?> — 4ac < 0 = PDE es eliptica (5.22¢)

Las PDEs parabdlicas son muy comunes. Por ejemplo, todos los problemas
térmicos son de esta naturaleza. El ejemplo méas simple de una PDE parabdlica
es la ecuacién de difusién de calor de la Ec.(5.1).

Un ejemplo completo de este problema, incluyendo condiciones iniciales y de
borde, es el siguiente:

ou 1 0%u

u(z,t =0) = cos(m - x) (5.23b)
u(x = 0,t) = exp(—t/10) (5.23¢)
O —1.4) =0 (5.23d)

A
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Para discretizar este problema mediante el MOL, dividiremos el eje espacial
en n segmentos de longitud dx = 1/n. Utilizaremos la férmula de diferencias
centradas de tercer orden de la Ec.(5.7) para aproximar las derivadas espaciales
y utilizaremos el enfoque que presentamos antes para tratar la condicién de
borde simétrica. De esta forma, obtenemos el conjunto de ODEs:

uy = exp(—t/10) (5.24a)
. n?

ity = Jos - (g = 2uy + 1) (5.24b)
. n?

ity = o - (s — 2u3 + us) (5.24¢)
etc.

. n?

Un = 1075" (Unt1 — 2up + Up—1) (5.24d)
. n?

Unt1 =25 (—Unt1 + un) (5.24e)

con condiciones iniciales:

%) (5.252)
2”) (5.25b)
7) (5.25¢)

M) (5.25d)
Un+1(0) = cos () (5.25¢)

Este es un sistema de la forma:

x=A-x+b-u (5.26)
donde:
—2 1 0 0 0 0 0
1 -2 1 0 0 0 0
n2 0 1 -2 1 0 0 0
= 5.27
1072 : : ( )
0 0 0 0 1 -2 1
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n=3 n=4 n=>5 n==~06 n="7
-0.0244 | -0.0247 | -0.0248 | -0.0249 | -0.0249
-0.1824 | -0.2002 | -0.2088 | -0.2137 | -0.2166
-0.3403 | -0.4483 | -0.5066 | -0.5407 | -0.5621
-0.6238 | -0.9884 | -0.9183 | -0.9929
-0.8044 | -1.2454 | -1.4238
-1.4342 | -1.7693
-1.9610

Cuadro 5.1: Distribucién de autovalores en el modelo de difusion.

A es una matriz con estructura de banda de dimensién n X n. Sus autovalores
se encuentran tabulados en la Tabla 5.1.

Todos los autovalores son negativos y reales. Esta es al caracteristica de todos
los problemas del dominio térmico y de todas las PDEs parabdlicas convertidas
en ODEs mediante el MOL.

Puede notarse que mientras que el autovalor mas lento permanece casi in-
alterable, el cociente de rigidez (el cociente entre el autovalor mas rapido y el
mds lento, o stiffness ratio) aumenta con el ntimero de segmentos.

La Figura 5.1 muestra la grafica de la raiz cuadrada del cociente de rigidez
en funcién del nimero de segmentos utilizados.

Stiffness Ratio of 1D Diffusion Problem

StiffnessRatio

10 15 20 25 30 35 40 45 50

Number of Segments

Figura 5.1: Dependencia del cociente de rigidez con la discretizacion.

Como vemos, el cociente de rigidez crece en forma cuadratica con el nime-
ro de segmentos utilizados en la discretizacién espacial. Cuanto mas precision
queremos obtener, la ODE resultante nos queda mas stiff.

Debido a las caracteristicas del sistema de ODEs resultante, resulta que los
algoritmos BDF son normalmente los mejores para simularlo.

La PDE que elegimos (5.24) tiene solucién analitica conocida:

ue(x,t) = exp(—t/10) - cos(m - x) (5.28)

Luego, podemos comparar esta solucién con la solucién analitica de la ODE
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resultante de aplicar el MOL.

La grafica de arriba a la izquierda de la Fig.5.2 muestra la solucién de la
PDE u, en funcién del espacio y del tiempo. La gréafica de arriba a la derecha
muestra la solucion del sistema de ODEs resultante ug, y la gréfica de abajo a
la izquierda muestra la diferencia entre ambos. La grafica de abajo a la derecha
presenta el error méaximo en funcién del ntimero de segmentos utilizado en la
discretizacién.

1D Diffusion (PDE) 1D Diffusion (ODE)

Solution
Solution

Time 00 Space

1D Diffusion — Error
0.01

0.008

0.006

Error
Error

0.004

0.002

0 20 40 60 80 100
Number of Segments

Figura 5.2: Solucién del problema de difusién de calor.

Como puede verse, encontramos aqui una nueva clase de error, que llamare-
mos error de consistencia. Este error describe la diferencia entre la PDE original
y el conjunto de ODEs resultante de la discretizacién espacial.

Evidentemente, el error de consistencia no tiene ninguna relacién con el
método de integracién que utilizamos en la integracién numérica de las ODEs
resultantes.

Podemos disminuir el error de consistencia de dos maneras: aumentando el
numero de segmentos o incrementando el orden de la aproximacién espacial en
diferencias. En el primer caso el costo es aumentar la dimensién de las ODEs
resultantes y aumentar a la vez el cociente de rigidez.

Veamos que ocurre si aumentamos el orden de la aproximacién. Para ver esto,
utilizaremos un esquema de quinto orden de diferencias centradas, utilizando
diferencias no centradas también de quinto orden para los puntos cercanos a los
bordes. Resulta entonces:
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u; = exp(—t/10)
2

_ n
U2 = 12072
. n?
U3 = 12072
. n?
U= 12002

etc.nonumber
2

. - n
Un=1= 19072
. n?
Up = ——

" 12072

. n?
Untl = 502

. (—’U,5 + 16uy — 30uz + 16us — ’U,l)

. (—’U,ﬁ + 16us — 30uyq + 16usz — ’U,Q)

- (16up41 — 3luy + 16Up—1 — Up—2)

- (=15upy1 + 16w, — up—_1)

Ahora, la matriz A resultante tiene la forma:

—-15
16 —30
-1 16
n2 0
A= —.
12072
0
0
0

—4

-1

14
16
—30
16

0
0
0

-6 1
-1 0
16 -1
—30 16
0 0

0 0

0 0

[eNeNeNe)

16

. (u6 — 6us + 14uyg — 4dus — 15us + 1OU1)

(—up+1 + 16w, — 30uy—1 + 16Uy—o — Up—3)

0

0

0

0

—30

-1 16
0 -2

[eNeNeNe)

16
—31
32

82

(5.29a)

(5.29b)
(5.29¢)

(5.29d)
(5.29¢)

(5.29¢)
(5.29g)

(5.29h)

[eNeNeNe)

-1
16
—-30
(5.30)

Esta matriz sigue teniendo estructura de banda, pero esta banda ahora es mas
ancha. Los autovalores estan tabulados en la Tabla 5.2.

n=>5 n==~6 n="17 n=2~8 n=9
-0.0250 | -0.0250 | -0.0250 | -0.0250 | -0.0250
-0.2288 | -0.2262 | -0.2253 | -0.2251 | -0.2250
-0.5910 | -0.6414 | -0.6355 | -0.6302 | -0.6273
-0.7654 | -0.9332 | -1.1584 | -1.2335 | -1.2368
-1.2606 | -1.3529 | -1.4116 | -1.6471 | -1.9150
-1.8671 | -2.0761 | -2.1507 | -2.2614

-2.5770 | -2.9084 | -3.0571

-3.3925 | -3.8460

-4.3147

Cuadro 5.2: Distribucién de autovalores en el modelo de difusion.

Como vemos, la distribucién cambia poco. La Figura 5.3 muestra la raiz cua-
drada del cociente de rigidez en funcién del nimero de segmentos, y lo compara

con lo obtenido para la aproximacién de tercer orden.
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Stiffness Ratio of 1D Diffusion Problem

80 T T T T T T

5th—order
scheme

3rd-order
scheme

StiffnessRatio
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10 15 20 25 30 35 40 45 50

Number of Segments

Figura 5.3: Dependencia del cociente de rigidez con la discretizacion.

Para el mismo nimero de segmentos, el cociente de rigidez del esquema de
quinto orden es algo mayor que el de tercer orden.

En cuanto a la precision, la Fig.5.4 muestra el error de consistencia en funcién
del nimero de segmentos utilizados en la discretizaciéon para los esquemas de
tercer y quinto orden.

<10 1D Diffusion - Error
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Number of Segments
Figura 5.4: Error de consistencia del problema de difusion de calor.
La mejora es muy importante. De todas formas, el costo de simular el sis-

tema de ODEs resultante con una precisién acorde a este error de consistencia
serd mucho mayor, ya que deberemos utilizar un paso de integracién muy pe-
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queno.

En sintesis, podemos disminuir el error de consistencia ya sea aumentando
el nimero de segmentos o aumentando el orden de la aproximacién, pero de
ambas formas aumentaremos el costo computacional.

5.4. PDEs Hiperbdlicas

Veamos ahora otra clase de problemas PDE, denominados hiperbdlicos. El
caso mas simple de estos es la ecuacion de ondas o ley de conservacion lineal:
2 2

O _ . 97u (5.31)
ot? 0x?
Podemos transformar facilmente esta PDE de segundo orden en el tiempo en
dos PDEs de primer orden en el tiempo:

% =0 (5.32a)
v 0%u

Ahora, podriamos aproximar las derivadas espaciales mediante diferencias fini-
tas y proceder como antes.

Las Ecuaciones (5.33a—¢) constituyen una especificacién completa del mode-
lo, incluyendo condiciones iniciales y de borde.

% = % ; xel0,1] ; tel0,00) (5.33a)
u(z,t = 0) = sin (gx) (5.33b)
%(x,t —0) = 0.0 (5.33¢)
u(e =0,t) = 0.0 (5.33d)
%(x = 1,£)=0.0 (5.33¢)

Para simular este problema mediante el MOL, dividiremos el eje espacial en
n segmentos de ancho dz = 1/n. Trabajando con la férmula de diferencias
centradas de la Ec.(5.7), y procediendo como antes con la condicién de simetria
de borde, obtenemos el siguiente conjunto de ODEs:
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con condiciones iniciales:

uy = 0.0
Ug = U2
etc.

Unt1 = Unt1

v = 0.0

0y = n? (us — 2ug + uq)

U3 = n? (’U,4 — 2ug + ’U,Q)

etc.

Op = n? (Un+1 — 2Up + Up—1)

'[)n-i-l = 2n2 (un - un—i—l)

u2(0) = sin (%)

uz(0) = sin (%)

u4(0) = sin <Z—Z)

etc.

un(0) = sin ((n ;nl)ﬂ-)
Un+1(0) = sin (g)
2(0) = 0.0

etc.

vn+1(0) = 0.0

Este sistema tiene la forma de la Ec.(5.26), donde:

donde:

(n) (n)
A— 0 I
Agyy O

- 1 0 O 0 0 0
1 -2 1 0 0 0 0
1 -2 1 0 0 0

0 0 0 0 1 -2 1

85

(5.35a)

(5.35b)

(5.35¢)

(5.35d)

(5.35¢)
(5.35f)

(5.35g)

(5.36)

(5.37)
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A es una matriz con estructura de bandas de dimensiéon 2n X 2n con dos
bandas separadas no nulas. Los autovalores estan tabulados en la Tabla 5.3.

n=3 n=4 n=>5 n==~06
+1.55295 | £1.56075 | +1.5643; +1.56637
+4.24265 | +4.44465 | +£4.53995 +4.59225
+5.79565 | +£6.65185 | £7.07115 +7.30515
+7.84635 | +£8.91015 +9.5202j
+9.87695 | £11.08667
+11.89735

Cuadro 5.3: Distribucién de autovalores de la ley de conservacién lineal.

Todos los autovalores son estrictamente imaginarios. Las PDEs hiperbdlicas
convertidas en conjuntos de ODEs utilizando el MOL tienen siempre autovalores
complejos. Muchas de ellas los tienen muy cerca del eje imaginario. En el caso
de la ley de conservacion lineal, los autovalores quedan siempre sobre el eje
imaginario.

La Figura 5.5 muestra el cociente de frecuencia, es decir, el cociente entre
el mayor y el menor valor absoluto de la parte imaginaria de los autovalores en
funcién del nimero de segmentos utilizados.

Frequency Ratio of 1D Linear Conservation Law
70 T T T

Frequency Ratio

10 15 20 25 30 35 40 45 50

Number of Segments
Figura 5.5: Cociente de frecuencia de la ley de conservacién lineal.

Evidentemente, el cociente de frecuencia crece linealmente con el niimero de
segmentos utilizados.

El problema numérico es ahora bastante distinto que el del caso parabdlico.
Ahora no tenemos un problema stiff, y no hay transitorios rapidos que desa-
parezcan y que permitan aumentar el paso de integracién, sino que deberemos
utilizar todo el tiempo un paso de integracién chico. Cuanto mas angosta sea la
grilla utilizada, mas chico serd el paso de integracién a utilizar.

Este nuevo ejemplo es muy simple y también se conoce la soluciéon analitica:

u(z,t) = % sin (g(m - t)) + % sin (g(x + t)) (5.38)
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Procediendo como antes, podemos comparar esta solucion con la solucién analiti-
ca del conjunto de ODEs obtenido y calcular el error de consistencia.

La Figura 5.6 muestra en la grafica superior izquierda la solucién analitica de
la PDE original. Arriba a la derecha se grafica la solucién de la ODE resultante,
abajo a la izquierda el error y por ultimo, abajo a la derecha, el error maximo
en funcién del nimero de segmentos.

1D Linear Conservation Law (PDE) 1D Linear Conservation Law (ODE)
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Figura 5.6: Soluciones analiticas de la ecuacién de ondas 1D.

El error de consistencia es mucho mayor que en los casos parabdlicos anterio-
res. Para obtener una precisién numérica del 1 %, el error de consistencia deberia
ser no mayor que el 0.1 %, lo que requiere de utilizar al menos 40 segmentos.

Como antes, podemos utilizar una discretizacién de orden mayor en el espa-
cio.

Para el caso de quinto orden, la Figura 5.7 muestra el cociente de frecuencias
en funcién del nimero de segmentos

Como vemos, este es algo mayor que el cociente de frecuencias en la aproxi-
macién de tercer orden.

La Figura 5.8 muestra el error de consistencia en funciéon del ntmero de
segmentos utilizados en la discretizacién. Como puede verse, la mejora es muy
importante.

En el caso de las PDEs parabdlicas, dijimos que los métodos de BDF eran
los méas apropiados. En el caso hiperbdlico sin embargo, nos deberemos inclinar
més hacia los métodos F-estables de BI.
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Frequency Ratio of 1D Linear Conservation Law
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Figura 5.7: Cociente de frecuencias de la ecuacién de ondas.
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Figura 5.8: Error de consistencia de la ecuaciéon de ondas.

5.5. Problemas Propuestos

[P5.1] Difusién de Calor en el Suelo Los Ingenieros Agrénomos suelen
interesarse en conocer la distribucién de temperatura en el suelo como funcion
de la temperatura del aire. Como se muestra en la Fig.5.9, asumiremos que la
capa del suela es de 50 cm. Bajo el suelo, hay una capa que actia como un
aislante térmico ideal.

El problema del flujo de calor puede escribirse como:

2
Ou = A (P5.1a)
ot  p-c Ox?
donde A = 0.004 cal cm~! sec™! K~ es la conductividad térmica especifica del
suelo, p = 1.335 g cm™2 es la densidad del suelo, y ¢ = 0.2 cal g7! K~! es la
capacidad térmica especifica del suelo.
La temperatura del aire en la superficie fue registrada cada 6 horas y las
mediciones en funcién del tiempo estan tabuladas en la Tabla 5.4.
Asumiremos que la temperatura de la superficie del suelo es idéntica a la
temperatura del aire de la superficie en todo momento. Mas atn, supondremos



CAPITULO 5. ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES 89

Air

Figura 5.9: Topologia del suelo.

t [horas] | u °C
0 6
6 16

12 28
18 21
24 18
36 34
48 18
60 25
66 15
72 4

Cuadro 5.4: Temperatura del aire en la superficie.

que la temperatura inicial del suelo en todos lados es igual a la temperatura
inicial de la superficie.

Especificar este problemas utilizando horas como unidad de tiempo y
centimetros como unidad espacial. Discretizar el problema mediante diferencias
finitas de tercer orden y simular la ODE lineal resultante.

Graficar superpuesta la temperatura en la superficie y en el aislante en fun-
cién del tiempo. Generar también una grafica tridimensional que muestre la
distribucién de la temperatura en el suelo en funcién del tiempo y el espacio

[P5.2] Calentamiento Eléctrico de una Barra
Consideraremos una ecuacion diferencial parcial que describe la distribucién
de la temperatura en una barra de cobre calentada de forma eléctrica. Este
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fenémeno puede modelarse por la siguiente ecuacion:

(P5.2a)

8_T_ 82_T l 8_T Pelectr
ot ¢ 8r2+r'8r+ AV

Los dos primeros términos representan la ecuacién estandar de difusién en coor-
dinadas polares, y el término constante describe el calor generado por la elec-
tricidad.

A
= — P5.2b
o= (P5.2D)

es el coeficiente de difusién, donde A = 401.0 J m~"' sec™! K~! es la con-
ductividad térmica especifica del cobre, p = 8960.0 kg m~3 es su densidad y
c=386.0J kg=! K~! es la capacidad térmica especifica.

Pelectr =u-1 (P52C)

es la potencia eléctrica disipada, que supondremos constante Pejecty = 500 W, y
V=r-R¢ (P5.2d)

es el volumen de la barra de longitud £ = 1 m y radio R = 0.01 m. La barra
estd originalmente en estado de equilibrio a la temperatura ambiente Tioom =
298.0 K.

Las condiciones de borde son:

or = 0.0 (P5.2¢)
or|,—o.0
T
?97 = —k (T(R)" — Tihom) — k2 (T(R) — Troom)  (P5.2)
r=R

donde el término de orden cuatro modela la radiaciéon de calor, mientras el
término lineal representa el flujo de conveccién que sale de la barra.

Consideraremos los valores k1 = 5.344 x 107" m™'K=3 y ky = 3.1416 m—*.

Queremos simular este sistema mediante el MOL con 20 segmentos espaciales
(en direccién radial), y utilizando diferencias finitas de segundo orden para las
derivadas espaciales de primer orden y diferencias de tercer ordan para las de
segundo orden.

Para esto, trataremos las condiciones de borde del centro de la barra como
una condicién de borde general y no como una condicién de simetria para evitar
las dificultades al computar el término (0T/0r)/r, que da como resultado 0/0
en r = 0.0.

Para los segmentos internos, obtenemos ecuaciones diferenciales de la forma:

dT; . <Ti+1 =21+ T n 1 Ty —Tia n Pelectr)

dt or? r 207 AV (P5.2¢)
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que son triviales de implementar. Para el segmento de la izquierda, tenemos la
condicién:

oT 1
o =00~ % (—T5 + 4T, — 3T1) (P5.2h)
r=0.0
y luego:
4 1 .
T1 ~ §T2 — §T3 (P521)

En consecuencia, no hace falta resolver una ecuacién diferencial para r = 0.0, y
evitamos la divisién 0/0.
En el segmento de la derecha, obtenemos:

oT

a— = —kl (T241 — T4 ) - k2 (T21 - Troom) ~
r r=R

room

3151 — 4T + Tho)
(P5.2)

. (
20r
Luego, tenemos una ecaucion no lineal en T5;:

1
F(To) = ki (T3, — Tioom) + k2 (T21 — Troom) + % (3151 — 4T + T1o)

~ 0.0 (P5.2k)

que puede resolverse mediante la iteracién de Newton:

TH(t) = Tar(t—h) (P5.21)
T = Th0- 70 (P5.2m)
T - Thi)- Z (P5.2m)
hasta convergencia
donde: oF ;
H(T1) = oy 4k T + ko — % (P5.21)

Se pide entonces simular el sistema descripto durante 50 seg utilizando el
método de BDF4.

[P5.3] Simulacién del Lecho de un Rio Un problema muy comin en la
ingenieria hidraulica es determinar el movimiento de los lechos de los rios con
el tiempo. La dindmica de estos sistemas puede describirse mediante la PDE:

= w(v) (P5.3a)

donde v(z,t) es el valor absoluto de la velocidad del flujo de agua, h(z,t) es la
profundidad del agua, y z(z,t) es la altura relativa del lecho del rfo relativo a
un nivel constante. g = 9.81 m sec™2 es la constante de la gravedad.

w(v) es la friccién del agua sobre el lecho del rio:
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g-v?

w(v) = _Si . hA/3

(P5.3b)
donde sj, = 32.0 m3/* sec™! es la constante de Strickler.
La ecuacién de continuidad para el agua puede escribirse como:

oh oh v

y la ecuacién de continuidad para el lecho del rio puede expresarse como:

0z n df (v) Ov

ot gy 9y =00 (P5.3d)

donde f(v) es la ecuacién de transporte de Meyer—Peter simplificada mediate
analisis de regresion:

f) = fo+c1(v—wvp)* (P5.3e)

donde ¢; = 1.272-107% m, y ¢o = 3.5.

Queremos estudiar el rio Rin a la altura de Basilea sobre una distancia de
6.3 km. Simularemos este sistemas durante 20 dias, con las condiciones iniciales
tabuladas en la Tabla 5.5.

2 [m] | v [m/s] | h[m] | 2z [m]
0.0 | 2.3630 | 3.039 | 59.82
630.0 | 2.3360 | 3.073 | 59.06
1260.0 | 2.2570 | 3.181 | 58.29
1890.0 | 1.6480 | 4.357 | 56.75
2520.0 | 1.1330 | 6.337 | 54.74
3150.0 | 1.1190 | 6.416 | 54.60
3780.0 | 1.1030 | 6.509 | 54.45
4410.0 | 1.0620 | 7.001 | 53.91
5040.0 | 0.8412 | 8.536 | 52.36
5670.0 | 0.7515 | 9.554 | 51.33
6300.0 | 0.8131 | 8.830 | 52.02

Cuadro 5.5: Datos iniciales para la simulacién del lecho del rio.

Necesitamos ademaés tres condiciones de borde. Asumiremos que la cantidad
de agua amount of water ¢ = h - v que entra en el segmento de rio que estamos
simulando es constante. Por simplicidad, asumiremos que h y v son constantes.
En el final del segmento, hay una presa. Por lo tanto, podemos asumir que la
suma de z y h es constante en la parte mas baja del segmento de rio simulado.
Dado que el agua se mueve mucho mas rapido que el lecho, no tiene mucho
sentido aplicar condiciones de borde al lecho.

Este sistema es bastante complicado. Las constantes de tiempo del agua
se miden en segundos, mientras que las de la tierra se miden en dias. Si bien
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estamos interesados en las constantes de tiempo lentas, son las rapidas las que
dictaminan el paso de integracion.

Podemos pensar que las dos primeras PDEs generan una funcién no lineal
para la tercera. Modificaremos entonces la Ec.(P5.3d) como sigue:

0z . df (v) v

o TH =g 5. =00 (P5.3f)

Cuanto mas grande seleccionamos el pardmetro de ajuste, mas rapido se mo-
vera el lecho del rio. Seleccionaremos un valor alrededor de 8 = 100 o incluso
£ = 1000.

Luego, deberemos analizar el dano que hicimos a la PDE al introducir este
parametro de ajuste. Quizas, podremos extrapolar hacia el comportamiento
correcto del sistema en g = 1.0.

La tercera condicién de borde es analiticamente correcta, pero numérica-
mente no muy efectiva. Podemos entonces eliminar esta condicién e introducir
otra condicién de borde para el tramo inicial:

0
a—i = constante (P5.3g)

Sin embargo, dado que no podemos especificar una condiciéon de derivada de
borde para una ecuacién de primer orden, reformulamos la Ec.(P5.3g) segin:

z1 = 29 + constante (P5.3h)

Dibujar la altura del lecho del rio z(x) medida al final de cada perfodo de 5 dias
superpuesto en una misma grafica.

Correr luego la simulacién para diferentes valores de 8. ;Puede extrapolarse
y obtener una aproximaciéon de la solucién para G = 1.07



Capitulo 6

Integracion de Ecuaciones
Diferenciales Algebraicas

Este capitulo es principalmente una traduccién resumida del capitulo 8 del
libro Continuous System Simulation [2]. Sin embargo, en este caso hay varios
cambios, sobre todo en la introduccién.

6.1. Introduccion

En el problema [P5.2], tras aplicar el MOL a una Ecuacién en Derivadas Par-
ciales, nos encontramos con la siguiente Ecuacién Diferencial Algebraica (DAE):

dT; Tip1 =20+ T 1 1 Tipn—Ti1 | Pelectr
~ Z. 6.1
dt U( or? t; 20r +)\'V (6.1)
para ¢ = 2,...,20, donde ademés teniamos
4 1
T, ==-T, — =T 6.2
1=3T2—3T5 (6.2)
y
1
F(T21) =k (T241 - Tr400n1) + ko (To1 — Troom) + 2o (3T21 — 4T + Tho)
~ 0.0 (6.3)

Para simular este problema, lo que hicimos fue implementar una iteracion de
Newton que encuentre T5; de esta ultima ecuacion y luego utilice este valor para
calcular las derivadas d;;". Es decir, cada vez que necesitdbamos evaluar estas
derivadas, debfamos primero invocar la iteracién de Newton para calcular To.

Ademds, como el problema era stiff (provenia de una ecuacién parabdlica),
debiamos utilizar un método implicito (en el problema sugerimos utilizar BDF4).

Por lo tanto, necesitdbamos una segunda iteracién de Newton sobre muchas

94
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variables en cada paso. Si ademas hubiéramos utilizado algin tipo de control de
paso, habriamos tenido también que rechazar algunos pasos al achicar el paso de
integracién, lo que constituiria un tercer proceso iterativo. Estos tres procesos
iterativos anidadeos se ilustran en la Fig.6.1.

model containing algebraic loops

Newton
iteration

state
equations

\i

numerical
integration
algorithm

A A

Newton
iteration

v

step size h. order
and order .
control

\i

Figura 6.1: Los tres lazos de la simulacion.

Ahora bien, jes realmente necesario realizar todos estos procesos iterativos?.

La causa de la primer iteracién (para obtener T51) es la necesidad de calcular
explicitamente las derivadas. Veamos que ocurre si trabajamos directamente
sobre una version implicita del modelo.

En nuestro caso, el modelo tiene la forma:

f(x,%,t) = 0.0 (6.4)

donde x = [Ty,... ,Tgl]T (notar que T»; no es realmente una variable de esta-
dos, y no podemos asignarle una condicién inicial arbitraria, sino que debe ser
consistente). La funcién f puede deducirse facilmente a partir de las Ecs.(6.1)—
(6.3).
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Si decidimos utilizar el método de Backward Euler:
Xk4+1 = Xk + h - kk—i—l (65)
podemos primero despejar Xy1:

1

Xiep1 = 3 [Xiep1 — X (6.6)

y reemplazar con esta tltima ecuacién en la Ec.(6.4):

1
f(XkJrl, E [Xk+1 - Xk] ,t) =0.0 (67)

obteniendo asi una tnica ecuacién vectorial no lineal con el vector incognita
Xx+1, de la forma:

F(xx+1) = 0.0 (6.8)
que puede resolverse directamente mediante la iteraciéon de Newton:
X = Xy — (RO F (6.9)
donde: oF
= (6.10)
OXx+t1

De esta manera, pudimos reducir el problema a una tinica iteracién que inclu-
ye las iteraciones del método implicito y las iteraciones propias de la definicién
implicita del modelo. Esta idea, que fue propuesta por primera vez por Bill Gear
en 1971, es la que vamos a analizar en méas detalle en el resto del capitulo.

6.2. Meétodos Monopaso

En principio, la formulacién DAE de todos los métodos monopaso es trivial,
y no difiere de lo hecho anteriormente para el método de Backward Euler. Por
ejemplo, una formulacién DAE del método explicito RK4 puede implementarse
de la siguiente forma:

f (Xk, kl,tk) =0.0

h h
f <Xk + Ekl,kz,tk + §> =0.0

f Xk—l—Ekg,k;:;,?fk—l—E =0.0
2 2
f (Xk + hks, kq, t + h) =0.0

h
Xk41 = Xk + 5 (k1 + 2ka + 2ks + ky)

Esta es exdctamente la misma férmula que utilizamos en el Capitulo 3, salvo
que ahora la evaluacion de los términos k; requiere de iteraciones de Newton.
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En general, esto es demasiado costoso, y su uso no se justifica. Algo similar
ocurre si utilizamos métodos tipo BI, o tipo BRK. La cantidad de evaluaciones
de la funcién a causa de la iteracién se hace innecesariamente grande.

Una familia de métodos que son particularmente aptos para DAEs son los
denominados algoritmos de Runge—Kutta completamente implicitos. Veamos por
ejemplo los métodos denominados Radau ITA, que pueden representarse por las
siguientes tabla de Butcher:

1/3 ‘5/12 -1/12

1 | 3/4 1/4
z | 3/4 1/4

4-/6 88—7v6 296—169v6  —24316

10 360 1300 225
446 | 296+169v6 88476 —2-3v6
10 1800 360 225
1 16—/6 16416 1

36 36 9
T 16—v6 16+v6 1
36 36 9

El primer método es un método de Runge—Kutta completamente implicito de
tercer orden en dos etapas, mientras que el segundo es de quinto orden en tres
etapas.

El método de tercer orden puede interpretarse, en el caso de una ODE ex-
plicita, de la siguiente forma:

5h h h h
3h h
ko =f Xk-i-zkl-f—zkz,u(tk-i—h),tk-l-h (6.11b)
h
Xk4+1 = Xk + Z (31{1 + kg) (6.110)

En el caso DAE, el método queda:

5h h h
f —k; — —ks. k — ) =0. 12
(Xk+12 1 - ke 17tk+3> 0.0 (6.12a)
3h h
f (Xk + Zkl + Zkz,kz,tk + h) =0.0 (6.12b)
h
Xiet1 = Xk + 7 (3k1 +k2) (6.12¢)

En este caso, tenemos que iterar para obtener las incégnitas: k; y ka. Es decir,
tenemos que resolver simultdaneamente un conjunto de 2n ecuaciones no lineales
con 2n incognitas.

Como veremos luego, los métodos de Radau ITA son stiff estables. La ventaja
es que el costo computacional que tienen es practicamente el mismo para el caso
ODE que para el caso DAE.
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Una consideracién importante es que para iterar y obtener k;, necesitamos
comenzar la iteracién desde un valor inicial cercano al de k;. Como los k; evalian
la derivada X, lo que en realidad necesitamos es estimar la derivada inicial, y
comenzar las iteraciones desde la condicién inicial:

k1 = kg = %(to) (6.13)

Una forma de estimar x(#p) es dando un paso con la versién implicita de Back-
ward Euler descripta en la introduccién, y calcular %(to) =~ (x1 — xo)/h.

En cuanto a la regién de estabilidad de los métodos de Radau ITA, es impor-
tante mencionar que la misma no depende de que la formulacién sea implicita
o explicita. Por lo tanto, podemos analizar directamente el caso ODE dado por
las Ecs.(6.11a—c), para la ODE lineal:

%X = Ax (6.14)
de donde obtenemos:
ki=A <xk + %kl — %kz) (6.15a)
ko =A <Xk + %kl + %kg) (6.15b)
Xk+1 = Xk + % (3k; + ka2) (6.15¢)

y despejando las incéginatask; y ka:

2171
k; = (1™ — 2Ah + (AR)” R (. Ah A X (6.16a)
3 6 3
211
ko = [T — @ + M N (O ﬂ A X (6.16b)
3 6 3
h
Xiep1 = Xk + 7 (3ky + k2) (6.16¢)
de donde:

2Ah  (AR)2]7! A
) (GO {Im) _ Th + ( é‘) ] : <1<n> - %’) - (AR) (6.17)

Desarrollando el denominador en series de Taylor en torno a h = 0.0, queda:

(AR | (ARP | (AN)!

F~I™ 4+ Ah
TAE T 36

(6.18)
Es evidente que el método tiene una precision de tercer orden (al menos para el
caso lineal), y el coeficiente de error es:

€= %(Ah)4 (6.19)
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Procediendo de manera similar con el método de Radau IIA de 5to orden, ob-
tenemos la matriz F:

2 371 2
F— 1™ " I _ 3Ah " 3(Ah) (Ah) ] (I(“) B Ah + (Ah) > Ah

5 20 60 10 60

(6.20)
Desarrollando el denominador en serie de Taylor en torno a h = 0.0, resulta:

Ah? (AR’ | (AD)' (AR 1L(AR)°

< ) (
PR+ Ah+ ==+ ¢ 21 120 7200

(6.21)

Luego, el método es efectivamente de quinto orden (al menos para casos lineales)

y el coeficiente de error es:
1

~ 7200

Otro método que se utiliza frecuentemente es el algoritmo de Lobatto IIIC, un
método de RK completamente implicito de 4to orden en tres etapas, con tabla
de Butcher:

e (AR)S (6.22)

0 |1/6 -1/3 1/6
1/2 | 1/6 5/12 -1/12
1 |1/6 2/3 1/6
z | 1/6 2/3 1/6

Este método se caracteriza por la matriz F:

2 371 2
F o1 4 (1 3Ah  (Ah) (Ah) } (I(“) - Ah n (Ah) ) Al

1 1 T

4 24

(6.23)
Desarrollando el denominador en series de Taylor en torno a h = 0.0, resulta:

(AR (AR (AR (AR)

~ T
U e e e T 5 (6.24)

Luego, el método es efectivamente de cuarto orden, y el coeficiente de error es:

1 5
€ = 1gg (AN (6.25)
Las regiones de estabilidad de los tres métodos se muestran en la Fig.6.2.

Los tres métodos tienen muy buenas regiones de estabilidad. En principio
tienen un costo relativamente elevado: Radau IIA(3) debe iterar sobre dos eva-
luaciones de la funcién. Suponiendo que se necesitan en promedio cuatro itera-
ciones de Newton para la convergencia, esto implica que haya aproximadamente
ocho evaluaciones por paso. Razonando de manera andloga, Lobatto IIIC(4) y
Radau ITA(5) necesitan 12 evaluaciones por paso. Sin embargo, los métodos tie-
nen una regién de precision muy buena y permiten utilizar pasos de integracién
muy grandes.
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Stability Domains of IRK

Im{\-h}

-6

-8+

Re{\- h}

Figura 6.2: Dominios de estabilidad de algoritmos de RK completamente im-
plicitos.

6.3. Foérmulas Multipaso

En los métodos monopaso encontramos ventajas al utilizar la formulacion
DAE para resolver problemas stiff. El motivo era que podiamos unir en una
lnica iteracién las correspondientes al modelo y al método implicito.

Entre los métodos que analizamos, encontramos ventajas con los métodos
de RK completamente implicitos, ya que eran stiff estables y tenian pocas eva-
luaciones de la funcién f (y por ende un problema de iteraciones mas pequeno).

En el caso de los métodos multipaso, esto nos lleva a considerar directamente
los métodos de BDF, ya que requieren sélo una evaluacién de la funcién f y son
stiff estables.

Consideremos por ejemplo el método de BDF3:

Xkt1 = 1—61h - Xk41 + ka — 1—91Xk,1 + 1—21Xk,2 (6.26)

La idea, como antes, es despejar Xx+1 y reemplazarla en el modelo implicito
(6.4). En este caso, obtenemos:

. 111 3 1
Kicb1 = 3| = Xk — 3xk + XK1~ X2 (6.27)

Colocando la Ec.(6.27) dentro de la Ec.(6.4) evaluada para xyx11 obtenemos,
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como en caso de Backwar Euler, una ecuacion no lineal vectorial en la incégnita

Xk+1°-
F(xis1) = 0.0 (6.28)

que puede resolverse directamente mediante la iteracion de Newton.

La tnica diferencia con el método de BE en su formulacién implicita es que
la funcién implicita F depende no sélo de xy sino también de valores anteriores
del estado, pero la resolucién tiene practicamente el mismo costo: hay que iterar
sobre n ecuaciones con n incégnitas. Claramente, el costo de un paso con la
version implicita de cualquier método BDFn es mucho menor que el de los
métodos de RK completamente implicitos.

Sin embargo, en general, al igual que en el caso ODE, los métodos de RK
permiten utilizar pasos més grandes.

También, al igual que en las ODEs, los métodos de BDF no pueden arrancar
por si mismos (ya que requieren de varios valores pasados del estado). Una
buena alternativa para arrancar los métodos es utilizar los métodos de RK
completamente implicitos que vimos en la seccién anterior.

En cuanto a la estabilidad de los métodos de BDF en su formulaciéon DAE,
las regiones son idénticas a las de los métodos en su formulacién ODE.

6.4. Problemas Propuestos

[P6.1] Calentamiento Eléctrico de una Barra II Considerar nuevamente
el Problema P5.2. En este caso, se pide resolverlo utilizando directamente la
formulacién DAE del método de BDF4.

Comparar los resultados y los tiempos de ejecucién con los obtenidos uti-
lizando la formulacién ODE de BDF4 con la iteraciéon de Newton dentro del
modelo (como se hizo en el Problema P5.2).

Luego, sobre el mismo modelo, simular utilizando los métodos de Ra-
dau ITA(3) y Radau ITA(5) y comparar los resultados y los tiempos de ejecucion.

[P6.2] Control de Paso en Radau ITA(5) Implementar algin algoritmo
de control de paso para el método de Radau ITA(5).



Capitulo 7

Simulacion de Sistemas
Discontinuos

Este capitulo es en parte una traduccién resumida del Capitulo 9 del libro
Continuous System Simulation [2]. En este caso hay varios ejemplos distintos
que en el caso del libro.

7.1. Introduccion

Todos los algoritmos de integracion utilizados se basan, explicita o implicita-
mente, en expansiones de Taylor. Las trayectorias siempre se aproximan median-
te polinomios o mediante funciones racionales en el paso h en torno al tiempo
actual tj.

Esto trae problemas al tratar con modelos discontinuos, ya que los poli-
nomios nunca exhiben discontinuidades, y las funciones racionales sélo tienen
polos aislados, pero no discontinuidades finitas. Entonces, si un algoritmo de in-
tegracion trata de integrar a través de una discontinuidad, sin dudas va a tener
problemas.

Dado que el paso h es finito, el algoritmo de integracion no reconoce una
discontinuidad como tal. Lo unico que nota es que la trayectoria de pronto
cambia su comportamiento y actia como si hubiera un gradiente muy grande.
Esto es, el algoritmo vera lo mismo que ocurre cuando aparece un autovalor muy
rapido (es decir, lejos a la izquierda del semiplano complejo). Si el algoritmo
tiene control de paso, actuard reduciendo el paso de integracién para atrapar
al autovalor dentro de su dominio de estabilidad (o de precisién). Sin embargo,
este autovalor virtual nunca quedard dentro del dominio de estabilidad.

Finalmente, ocurrird o bien que el paso se reducira al minimo valor tolerado,
o bien que falle el control de error. En consecuencia (si el control de error no
falla de manera grosera), la discontiuidad se pasard con un paso muy pequerno y
desaparecerd, y a partir de ese momento podra agrandarse nuevamente el paso
de integracion.

102
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De esta manera, los algoritmos con control de paso pueden tratar directa-
mente las discontiunidades, aunque muchas veces esto falla.

La Figura 7.1 ilustra como los algoritmos de control de paso manejan las
discontinuidades.

4 log(h)

7 24 7
discontinuities

Figura 7.1: Manejo de discontinuidades mediante control de paso.

7.2. Dificultades Basicas

La siguiente ecuacion es un modelo muy simple de una pelotita que rebota
contra el piso:

a(t) =v(t) (7.1a)
(k- 2(t) + b v(t)) (7.1b)

donde
6 — {O si z(t) >0 (7.2)

1 en otro caso

En este modelo, estamos considerando que cuando z(t) > 0 la pelotita est4 en el
aire y responde a una ecuacién de caida libre (s,, = 0). Cuando la pelotita entra
en contacto con el piso, en cambio, sigue un modelo masa—resorte—amortiguador,
lo que produce el rebote.

En este caso, consideramos pardmetrosm = 1,b =30,k = 1x10%y g = 9.81.

Decidimos simular este sistema utilizando el método de RK4, durante 5
segundos, a partir de la condicién inicial z(0) = 1, v(0) = 0. Esta situacién
corresponde a soltar la pelotita desde 1 metro de distancia del piso. Comenzamos
a tener resultados decentes con un paso de integracion h = 0.002. En la Fig 7.2
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se muestran los resultados de la simulacién con pasos h = 0.002, h = 0.001 y
h = 0.0005.

1.2

1 h=10.001 1

0.8

h = 0.0005

0.6~

0.2

Figura 7.2: Simulaciéon con RK4 de la pelotita rebotando.

Evidentemente, no podemos confiar en los resultados de esta simulacién. La
del paso mas pequeno pareceria més precisa, pero no hay manera de asegurarlo
por el momento.

Mirando el comienzo de la simulacién, no hay error apreciable hasta el primer
pique. Evidentemente, el problema tiene que ver con la discontinuidad.

Veamos que ocurre en tanto si utilizamos un método de paso variable. Para
esto, utilizamos un método de RK de segundo orden (la regla explicita del punto
medio, que ya vimos en el capitulo 3), y para controlar el paso utilizaremos el
mismo método implementado con dos semipasos de h/2. El método tendrd orden
2, y el término del error sera de orden 3. Por lo tanto, lo llamaremos RK23.

En la Fig 7.3 se pueden apreciar los resultados con RK23 utilizando las tole-
racias relativas 1072, 10~ y 10~°. De nuevo, los resultados son desalentadores.
Si bien algunos piques se resuelven bien (al menos el método hace lo mismo con
las tres tolerancias), en otros piques el error se torna inaceptable.

El problema de las simulaciones que hicimos es que en algunos pasos los
métodos integraban a través de una discontinuidad. Es decir, calculdbamos como
si tuviéramos una funcion continua entre ti y tr+h, pero en realidad en el medio
(en algiin punto t* en dicho intervalo) ocurria una discontinuidad.

La forma de evitar esto es en principio muy simple: lo que necesitamos es
un método de paso variable que de un paso exactamente en el instante t* en el
que ocurre la discontinuidad. De esa forma, estaremos integrando una funcién
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7 tol = 0.001
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0 .25
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Figura 7.3: Simulacién con RK23 de la pelotita rebotando.

continua antes de t* y otra funcién continua después de t*. Este es el principio
bésico de todos los métodos que realizan manejo de discontinuidades.

Comenzaremos entonces distinguiendo los distintos tipos de discontinuidades
que pueden ocurrir en un sistema y la manera de tratarlas.

7.3. Eventos Temporales

El circuito de la Fig. 7.4 es un elevador de tensién, utilizado para conseguir
una tensiéon continua superior a la de alimentacion.

L

AGTEN I eI

Figura 7.4: Circuito Elevador.

En este circuito, la llave se cierra y se abre periédicamente, y la tensién
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sobre la carga R; depende de la relacién entre el tiempo que estd cerrada y el
tiempo que permanece abierta. Por otro lado, cuanto més alta es la frecuencia
de conmutacién, mas continua resulta la tensién de salida.

Un modelo simplificado de las ecuaciones que rigen la dinamica de este cir-
cuito es el siguiente:

in(t) =—=(U — su(t) -vc(t)) (7.3a)

ve(t)
Ry

— N =

o (t) =5 (suw(t) -ir(t) —

= ) (7.3b)

donde ¢, es la corriente por la bobina, vc es la tensién en el capacitor, U es la
tensién continua de alimentacién y s, (t) vale 1 (llave abierta) o 0 (llave cerrada).
Una forma tipica de definir la sefial s,,(t) es la siguiente:

(7.4)
1 en otro caso

oult) = {0 sit-f—int(t-f) <6
donde 0 < § < 1 es el ciclo activo de la llave, es decir, la fraccién de periodo
que permanece cerrada y f es la frecuencia de conmutacién. Notar que la llave
permanece cerrada entre 0 y §/f, abierta entre §/f y 1/f, nuevamente cerrada
entre 1/f y (1+9)/f, ete.

En este caso las discontinuidades son debidas a la conmutacién de la posicién
de la llave. En las ecuaciones, las discontinuidades se manifiestan por los saltos
en el valor de s, (t).

Aqui, utilizando la Ec.(10.48) podemos saber de antemano cuando conmu-
tard la llave. Este tipo de discontinuidades en las cuales se conoce con cierta
anticipacién el tiempo exacto de su ocurrencia se denominan eventos temporales.

La forma de tratar eventos temporales es muy sencilla. Dado que conocemos
cuando ocurrirdn, simplemente debemos avisarle al algoritmo de integracién
el tiempo de ocurrencia de los mismos. El algoritmo deberd entonces agendar
dichos eventos y cada vez que de un paso deberd tener cuidado de no saltearse
ninguno. Cada vez que el paso de integracion h a utilizar sea mayor que el
tiempo que falta para el siguiente evento, debera utilizar un paso de integracién
que sea exactamente igual al tiempo para dicho evento.

Notar que ninguna discontinuidad tiene lugar mientras el evento es localiza-
do. La discontinuidad no se debe codificar directamente en el modelo, sino sélo
la condicién para que esta ocurra. Asi, las trayectorias vistas por el método de
integracion serdn perfectamente continuas.

Una vez que el tiempo del siguiente evento ha sido localizado, la simulacién
continua se debe detener por un momento y se debe actualizar la parte discreta
del modelo.

De esta manera, una corrida de simulacién de un modelo discontinuo puede
interpretarse como una secuencia de varias corridas de simulaciones continuas
separadas mediante eventos discretos.
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7.4. Eventos de Estado

Muy frecuentemente, el tiempo de ocurrencia de una discontinuidad no se
conoce de antemano. Por ejemplo, en la pelotita rebotando, no se conoce el
tiempo en el que se producen los piques. Todo lo que sabemos es que los piques
se dan cuando la altura es cero. Es decir, conocemos la condicion del evento en
lugar del tiempo del evento.

Las condiciones de los eventos se suelen especificar como funciones de cruce
por cero, que son funciones que dependen de las variables de estado del sistema
y que se hacen cero cuando ocurre una discontinuidad. En el caso de la pelotita
rebotando, una posible funcién de cruce por cero es Fo(x,v) = x.

Decimos que ocurre un evento de estado cada vez que una funcién de cruce
por cero cruza efectivamente por cero. En muchos casos, puede haber varias
funciones de cruce por cero.

Las funciones de cruce por cero deben evaluarse continuamente durante la
simulacién. Las variables que resultan de dichas funciones normalmente se co-
locan en un vector y deben ser monitoreadas. Si una de ellas pasa a través de
cero, debe comenzarse una iteracion para determinar el tiempo de ocurrencia
del cruce por cero con una precisiéon predeterminada.

Asi, cuando una condicién de evento es detectada durante la ejecucion de un
paso de integracién, debe actuarse sobre el mecanismo de control de paso del
algoritmo para forzar una iteracién hacia el primer instante en el que se produjo
el cruce por cero durante el paso actual.

Una vez localizado este tiempo, la idea es muy similar a la del tratamiento
de eventos temporales.

7.4.1. Multiples Cruces por Cero

La Figura 7.5 muestra un proceso de iteracién sobre condiciones de eventos,
suponiendo que durante el paso tuvieron lugar varios cruces por cero.

En la figura vemos tres funciones distintas de cruce por cero, f1, fo, v fs.
En el instante ¢, = 1.0, f1 es positiva, mientras fs y f3 son negativas. Hacemos
un paso de longitud h = 3.0. En t;41 = 4.0, fi es aun positiva, pero ahora
también fo y f3 son positivas, por lo que hubo dos cruces por cero en este paso
de integracion.

Entonces conectamos los extremos de las funciones que cruzaron por cero
con una linea recta y elegimos el menor de dichos instantes como el préximo
punto del tiempo. Mateméaticamente:

filtks1) - te — fi(tr) - trgr
filt+1) — fi(te)

donde i corresponde a cada funcién con cruce por cero en dicho intervalo. Luego
de esto, repetimos el tltimo paso con una longitud de h = t,ext — t&-

Si durante el paso desde tj hasta t,ex; no hubo cruces, utilizaremos ¢,y €n
lugar de ti y repetiremos el algoritmo utilizando lo que resta del intervalo.

(7.5)

tnext = Min
Vi
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2 Iteration of state events by Regula Falsi
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Figura 7.5: Iteracién con Regula Falsi.

Si tuvo lugar mas de un cruce por cero, lo que haremos es reducir txy1 a
tuext, ¥ aplicaremos nuevamente el algoritmo sobre el intervalo reducido.

Si tuvo lugar exactamente un cruce por cero podriamos seguir de la misma
forma, sin embargo podremos también aplicar métodos para encontrar un unico
cruce por cero (que veremos luego son més eficientes que este método).

Este algoritmo converge siempre, pero no se puede estimar en principio cuan-
tas iteraciones son necesarias hasta alcanzar cierta precisién. Ademads, la con-
vergencia suele ser lenta.

Otro algoritmo que se suele usar en lugar de Regula Falsi es el de la Biseccion.
La ventaja de este método es que en cada iteracién el intervalo se reduce en una
fraccién fija (a la mitad). Asi, el intervalo se reduce de manera bastante répida.

Una vez que el algoritmo de iteracién se dispara por varios cruces por cero en
un paso, el intervalo se subdivide calculando un paso longitud h/2, comenzando
desde el instante ti. De esta forma, el intervalo se subdivide en dos subintervalos.

Si no hay cruces en el subintervalo de la izquierda, entonces ese intervalo se
puede descartar, o sea, t;, se actualiza a ti + h/2.

Si hay varios cruces por cero en el subintervalo de la izquierda, entonces el
subintervalo de la derecha se puede descartar, y ti4+1 se lleva a ty, + h/2.

Una vez actualizado t; o tx41 se puede repetir el procedimiento. En cada
iteracién el intervalo se reduce a la mitad.

Por ultimo, cuando hay exactamente un cruce por cero en el subintervalo
de la izquierda, entonces ti4+1 se actualiza a ti + h/2, y se puede continuar con
cualquiera de los algorimos para encontrar cruces por cero individuales.
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7.4.2. Cruces por Cero Simples. Métodos Monopaso

Cualquiera de los métodos vistos para aislar cruces por cero puede utilizarse
para encontrar el tiempo del primer cruce por cero. De todas formas, esto puede
ser ineficiente ya que sélo ofrecen velocidad de convergencia lineal.

Todas las variables de la simulacién en un modelo en ecuaciones de estado
puede ser expresado en términos de las variables de estado y de las entradas.
Esto vale también para las funciones de cruce por cero. Por lo tanto, ademas de
los valores de las funciones de cruce por cero podemos conocer sus derivadas.

Un primer algoritmo que explota esta posibilidad es la iteracion de Newton.
La Figura 7.6 muestra esta idea.

g Iteration of state events by Newton iteration
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Figura 7.6: Iteracion sobre una funcién de cruce por cero simple mediante New-
ton.

Una vez que la funcién queda aislada, se puede utilizar t; o t541 como punto
inicial de la iteracién de Newton.

Lo bueno es que la convergencia tiene velocidad cuadratica, pero lamentable-
mente no se puede garantizar que la iteracion siempre converja. Por este motivo,
no se suele utilizar.

Un enfoque mejor podria ser utilizar los valores de las derivadas en ambos
extremos del intervalo [t,tr41] simultdneamente. Dado que tenemos acceso a
cuatro piezas de informacioén: fi, dfy/dt, frt1, v dfx+1/dt, podemos ajustar un
polinomio de tercer orden sobre las mismas y resolver para encontrar sus raices.

El polinomion de interpolacién puede escribirse como:

pt)=a-t*+b-t*+c-t+d (7.6)
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y la derivada es:
p(t)=3a-t>+2b-t+c (7.7)

Luego, podemos utilizar la informacién que tenemos como sigue:

p(tr) =a-t3 +b-t24+c-ty+d=fi (7.8a)
plteg1) =a- -t +b-ti g+t +d= ferr (7.8b)
p(te) =3a-t2 +2b-t+c= fr, = hy (7.8¢)
P(the1) =3a-th, +2b-tgp1 +c= fry1 = hesr (7.8d)
que puede escribirse en forma matricial como:
Ix ;i Qtz te 1 a
Jrt1 _ tk+1 tk+1 tet1 1 b
hy o 37% 2ty 1 0 c (7'9)
it 3ti+1 2t 1 0 d

La Ec. 7.9 puede entonces resolverse para despejar los coeficientes desconocidos
a, b, c,yd.
La Figura 7.7 ilustra el método.

Iteration of state events by cubic interpolation
6 T T T T
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4
. t
Time [sec] ht
Figura 7.7: Tteracién en una funcién de cruce por cero simple utilizando inter-
polacién cibica.

Este método converge mas rapido que la iteracién de Newton, ya que tiene
velocidad de convergencia cubica. Mdas atn, se puede garantizar que siempre
converge.

El polinomio cubico siempre tiene al menos una solucién real en el intervalo
[tk, tk+1]. Puede incluso haber tres soluciones reales en el intervalo. En tal caso,
cualquiera de las tres puede utilizarse como proximo tiempo de evaluacion, tpext.

7.4.3. Cruces por Cero Simples, Métodos Multipaso

En el caso de algoritmos multipaso, podemos hacer algo atin mejor. Al fi-
nal del paso que activd la condicién del evento, es decir, en el instante t541,
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conocemos el vector de Nordsieck. Luego, podemos escribir:

B — _ 7 d]:i(tk-i-l) ]AZQ dei(tk-i-l)
f(h) _E(tnext) - f;(tk+1) —+ hT + 7T
B dF ) |

C =00 (7.10)

Esto es funcién de la incognita h que puede resolverse mediante la iteracién de
Newton. Comenzamos con:

R’ =05 (ty —tes1) (7.11)
e iteramos: -,
et — e ) (7.12)
H(h?)
donde:

dF(h) _ dFi(te+1) N ﬁd%(tkﬂ) B2 & F;(teia)
2

H(h) = —— (AT
== i a2 e (T
Mediante esta técnicas, podemos determinar el tiempo del cruce en un sélo paso

con la misma precision que la integracion.

7.5. Estados Discretos y Condiciones Iniciales
Consistentes

La Figura 7.8 muestra una funcién seccionalmente lineal con tres segmentos.
En la regién de la “izquierda”, se trata de y = a1 - = + b1, en la del “centro”,
Yy =as-x+ by, yen ladela “derecha”, y = as - ¢ + b3.

Tradicionalmente, describirfamos esta funcion de la siguiente formas:

ifr <z theny=a1 -z+b
else if £ < z2 then y = a2 - x + b2
else y = a3 - x + b3;

Sin embargo, si utilizamos esta funcién en un modelo de ecuaciones de estado,
tendremos problemas cada vez que x cruce por los valores x1 y .

Ya sabemos que como primera medida deberemos incorporar las componen-
tes fi =x —x1y fo = x — z2 ala funcién de cruces por cero, para asegurarnos
que el algoritmo de integracién no integre a través de las discontinuidades.

Lo malo es que con el modelo anterior, ain teniendo en cuenta las funciones
de cruce por cero, tendremos problemas: Cuando detectemos una condicién de
cruce, ya habremos integrado a través de la discontinuidad, y por lo tanto el valor
al final del paso no sélo sera incorrecto sino que probablemente no tendra ningtun
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Figura 7.8: Funcién discontinua.

sentido. Por lo tanto, salvo que utilicemos un método al estilo de la biseccion,
el valor no nos servira para realizar iteraciones mediante polinomios.

Maés ain, si utilizamos cualquier método que evalie la funcién en tx + h
o incluso en t; + h/2 (RK4 por ejemplo), utilizard valores incorrectos de las
derivadas, y es posible incluso que este nuevo valor del estado no provoque
cruces.

Por lo tanto, es necesario separar la parte continua de la parte discreta. Es
decir, debemos agregar una variable discreta que seleccione entre los posibles
modelos continuos de la siguiente forma:

case region
left: y=a1-x+ b
schedule Center when x — x1 == 0;
center : y = az - x + ba;
schedule Left when z — x1 == 0;
schedule Right when © — z2 == 0;
right : y = as - x + bs;
schedule Center when x — z2 == 0;
end;

En este caso, region es la variable discreta, que debera tener un valor coherente
con el valor de z. De todas formas, para la parte continua de la simulacién, la
variable region actua como un parametro. Por lo tanto, la integracién continua
siempre ve un modelo continuo y no hay riesgo de pasar por una discontinuidad.
El pseudo comando schedule lo estamos utilizando para explicitar las fun-
ciones de cruce por cero.
El modelo puede completarse con una descripcion de la evolucion discreta:
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event Left
region := le ft;
end Left;

event Center
region 1= center;
end Center;

event Right
region := right;
end Right,;

En principio, el método de simulacién al encontrarse con un modelo como
este funcionaria asi: integramos en la parte continua hasta que detectamos un
cruce por cero. Iteramos entonces hasta encontrar con precisiéon el punto en el
que se produce el cruce, damos el paso correspondiente y luego actualizamos la
o las variables discretas.

Esto deberia funcionar salvo por un pequeno detalle. La variable region es
parte del estado discreto y necesita inicializarse. En algin punto del programa
de simulacién, necesitaremos unas érdenes del tipo

if z < x1 then region := left;
else if ¢ < z2 then region := center;
else region := right;

JFuncionard esto siempre?. Desafortunadamente, la respuesta es no. Un pro-
blema que no hemos considerado atin es que x podria alcanzar uno de los valores
umbrales sin cruzarlo.

Consideremos por ejemplo:

T2 — T1

2

T+ T2

x(t) = sin(t) + 5 (7.14)
En este caso, = siempre permanecera en la regién central aunque tocara de vez
en cuando los umbrales x; y z2. Sin embargo, el modelo utilizado activara los
cambios de regién cada vez que el umbral sea alcanzado.

La parte dificil de este problema es determinar en que region quedara el mo-
delo después de cada discontinuidad, es decir, encontrar un conjunto consistentes
de condiciones iniciales.

Si bien hay varias soluciones (una alternativa es definir una banda angosta
en torno a la condicién de cruce y conmutar el modelo sélo cuando al dar un
paso de prueba desde el cruce se atraviese dicha banda), las mismas exceden los

objetivos de este curso.
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7.6. Problemas Propuestos

[P7.1] Simulacién con Eventos Temporales Programar algiin método de
paso variable (RKF4/5 es una alternativa) e incorporarle una rutina para el
manejo de eventos temporales. Para esto suponer que la funcién que define el
modelo devuelve no sélo la derivada, sino también el tiempo del préximo evento.

Simular con este método el circuito elevador de la Fig.7.4, considerando
condiciones iniciales nulas y los pardmetros C' = 220 x 107%; L = 150 x 10;
U =5; f=25000y d = 0.63. Se pide simular durante 0.1 seg. y comparar los
resultados con los que se obtienen sin detectar discontinuidades.

[P7.2] Deteccién de Eventos de Estado — Regula Falsi

Implementar el algoritmo RKF4/5 del Capitulo 3, y agregarle una rutina de
deteccién de discontinuidades basado en el algoritmo de Regula Falsi.

Verificar el funcionamiento de la nueva rutina simulando el sistema de la
pelotita rebotando.

[P7.3] Deteccién de Eventos de Estado — Biseccién
Repetir el Prob.[P7.2], pero ahora utilizar el método de la biseccién para
encontrar las raices de las funciones de cruce por cero.

[P7.4] Deteccién de Eventos de Estado — Interpolacién Cibica
Repetir el Prob.[P7.2], agregando ahora la iteracién por interpolacién ciibica.

[P7.5] Eventos Temporales y de Estado

Un modelo més preciso del circuito elevador de la Fig.7.4 debe contemplar
la posibilidad de que el diodo deje de conducir.

En tal caso, utilizando la idea de los estados discretos, podemos replantear
las ecuaciones utilizando dos variables discretas: llave y diodo. La variable llave
puede tomar los valores abierta y cerrada, mientras que la variable diodo puede
tomar los valores conduce y cortado.

Para la situacién llave = abierta y diodo = conduce, tenemos:

i (t) :%(U e (b)) (P7.5aa)
. 1 ve(t)
to(®) =g in(6) - “22) (P7.5ab)

y deberemos detectar la condicién de evento i, = 0, que nos llevara a la situacién
diodo = cortado.
Para la situacién llave = abierta y diodo = cortado en tanto, tenemos:

ir(t) =0 (P7.5ba)

do(t) :%(i (1) — ”%(f)) (P7.5bb)
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y aqui deberemos detectar la condicién de evento U —ve(t) = 0, que nos llevard a
la situacién diodo = conduce.
Para la situacion llave = cerrada y diodo = cortado, tenemos:

() =%U (P7.5ca)
velt) = — 2‘; (’g (P7.5¢h)

y en este caso no es necesario detectar ninguna condiciéon de evento.

Por otro lado, al pasar de la situacién llave = cerrada a la situacion llave =
abierta se debe pasar también a diodo = conduce.

Finalmente, la situacién llave = cerrada y diodo = conduce no puede darse
nunca.

Repetir entonces el Prob.[P7.1] utilizando este nuevo modelo y comparar los
resultados con los obtenidos utilizando el modelo simplificado.

[P7.6] Modelo de una Neurona Pulsante
Un modelo simple de una Spiking Neuron, que se utiliza en algunas aplica-
ciones de inteligencia artificial, es el siguiente [4]:

0(t) =0.04 - v? +5- v+ 140 — u + I(t) (P7.6aa)
u(t) =a-(b-v—u) (P7.6ab)

donde v(t) representa el potencial de membrana y u(t) modela el fenémeno de
restitucién de la membrana. La variable I(t) es una corriente de entrada y los
restantes parametros son constantes que dependen del modelo de neurona.
Cuando en un tiempo ¢ la variable v(t) alcanza el valor v(t) = 30, se produce
el disparo de la neurona, tras el cual las variables de estado se resetean de la

siguiente forma:
v(tt) =c¢
P7.6b
{u(t"’) =u(t)+d ( )

al igual que a y b, ¢ y d son constantes.

Simular este sistema considerando: a = 0.02; b = 0.2; ¢ = —65; d = 8;
1(t) = 30. Tomar como condicién inicial v(0) = —60, u(0) = 0 y usar un tiempo
final de simulacion de 300 seg.



Capitulo 8

Simulacion en Tiempo Real

Este capitulo es una traduccién resumida del Capitulo 3 del libro Continuous
System Simulation [2].

8.1. Introduccion

Muchas aplicaciones muy importantes de la simulacién necesitan satisfacer
restricciones de tiempo real.

Un simulador de vuelo de entrenamiento sélamente es 1til si puede reflejar
en tiempo real el comportamiento de un avién o un helocoptero, para lo cual
ademés debe ser capaz de procesar los datos de entrada de la persona que lo
estd utilizando.

En algunas aplicaciones de control se utiliza un modelo idealizado de una
planta (denominado planta de referencia), y se trata de lograr que la planta
real se comporte lo méas parecido posible a la planta de referencia. Esto requiere
que el modelo de la plante de referencia se simule en tiempo real, en paralelo
con la planta real, de manera que ambos sistemas reciban las mismas senales de
entrada.

Una manera de detectar fallas en un sistema consiste en simular un modelo
de dicho sistema en tiempo real, y comparar ciertas variables importantes de la
simulacién con las variables del sistema real. Cuando las discrepancias se tornan
grandes, se puede inferir que se estd en presencia de una falla en el sistema real.
Para esto, también es necesario que la simulacién reciba las mismas entradas
que la planta.

Conceptualmente, la implementacion de un software de simulacién en tiempo
real es muy sencilla. Hay sélamente cuatro nuevos componentes.

1. El Reloj de tiempo real es el responsable de la sincronizacién entre el
tiempo simulado y el tiempo real. Generalmente el reloj de tiempo real
se programa para disparar una senal cada h unidades de tiempo real,
donde h es el paso del método de integracién. El programa que ejecuta la
simulacién contiene también un ciclo de espera, en el cual se entra tras

116
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haber finalizado los céalculos del paso actual, y del cual se sale tras recibir
la senal proveniente del reloj de tiempo real.

2. Los conversores andlogico—digitales (A/D) se leen al principio de cada paso
de integracion para actualizar los valores de todas las senales externas que
se utilizan en la simulacién. Esto corresponde a mecanismos de muestreo
y retencion (S/H, por Sample and Hold), es decir, estos valores leidos se
mantienen constantes durante todo el paso.

3. Los conversores digitales—analdgicos (D/A) se actualizan al final de cada
paso de integracién. Estos brindan la ultima informacion necesaria para
el mundo exterior a la simulacién.

4. Los FEventos Externos son eventos temporales que se generan por fuera
de la simulacién, y que permiten la comunicacién asincrénica con el pro-
grama de simulacién con distintos propdsitos. Estos eventos (al estilo de
interrupciones) normalmente se posponen para el final del paso actual.

La Figura 8.1 ilustra las diferentes tareas que tienen lugar durante la ejecu-
cién de un paso de integracion.

5 5
=2 = o
& 2 £
> > [5) @
5 5|1 8| 2
(&) ol 5 7y

. =1
g Numerical < e | @

computations sl e/
ty L th+1 >t

A7

Real-time clock synchronization impulses
(real-time interrupts)

Figura 8.1: Tareas asociadas a un paso de integracién.

Una vez que el mensaje del reloj de tiempo real indica que el tiempo real
avanzo al instante t, el programa de simulaciéon en primer lugar debe leer todos
los conversores A /D para actualizar los valores de las senales de entrada. Luego,
debe realizar los calculos numéricos correspondientes al paso utilizando alguna
rutina de integracién. Tras esto, los resultados se deben pasar a los conversores
D/A. En ese momento, el trabajo “normal” asociado con cada paso estaria
cumplido. El algoritmo entonces debe fijarse si no ocurrié ninguna interrupcién
externa, y en tal caso debera procesarla. Una vez cumplido esto, se debera entrar
en el ciclo de espera hasta que llegue el nuevo mensaje del reloj de tiempo real.

Por supuesto, hay variantes respecto a la manera de hacer esto. Por ejemplo,
el ciclo de espera pordria intentar aprovecharse para hacer otras tareas (en ese
caso el reloj de tiempo real deberia tener capacidad de generar interrupciones).
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Las dificultades de la simulacién en tiempo real no son de naturaleza concep-
tual, sino que tienen que ver con garantizar que los cdlculos y las tareas finalicen
antes del siguiente pulso del reloj. Es decir, la principal dificultad radica en que
la simulacién debe correr en cada paso una carrera contra el tiempo.

8.2. La Carrera Contra el Tiempo

Hay dos preguntas que debemos hacernos en el contexto de correr contra
el tiempo: (1) ;Cémo garantizamos que todos los célculos terminen antes que
llegue el siguiente pulso del reloj? (ii) ;Que pasa si no lo conseguimos?

Comenzaremos por la segunda pregunta, ya que es mas simple de contestar.
En principio, hay cuatro cosas que podriamos hacer si nuestros calculos demoran
demasiado:

1. incrementar el paso, h, para tener mas tiempo para terminar las tareas
necesarias,

2. hacer mas eficiente la evaluacién de las funciones, optimizando el programa
que representa el modelo en ecuaciones de estado,

3. mejorar la velocidad de los algoritmos de integracién, reduciendo por ejem-
plo el nimero de evaluaciones de funcién necesarios en cada paso, y/o

4. comprarnos una computadora mas rapida.

En realidad, la ultima solucién no es una mala idea, teniendo en cuenta los
costos cada vez mds bajos del hardware comparado con el software y la mano
de obra.

La primer solucién es interesante. Hasta aqui el paso de integracién siempre
estuvo acotado por encima debido a restricciones de estabilidad y precisién.
Ahora, de pronto, el paso estd también acotado por debajo debido a la restriccion
de tiempo real. Obviamente, si este limite inferior es mayor que el limite superior
impuesto por la estabilidad y la precisién, estaremos en problemas.

La segunda solucién ha sido muy explorada, y si bien es importante, escapa
a los propdsitos de este curso.

La tercera opcion es justamente la que tiene que ver con nuestros objetivos,
ya que involucra directamente a los métodos de integraciéon numérica.

De todas formas, antes de estudiar las maneras de mejorar la velocidad de
los algoritmos, analizaremos los distintos métodos para dedicarnos sélamente a
aquellos que tengan caracteristicas ttiles para simular en tiempo real.

8.3. Meétodos de Integracion Numérica Apropia-
dos

En la simulacién en tiempo real, no alcanza con obtener una buena aproxi-
macién de los valores de las variables de estado. Mdas atn, estas aproximaciones
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son inutiles si se obtienen demasiado tarde. Por lo tanto, debemos estar seguros
que todos los célculos asociados a cada paso finalicen dentro del intervalo de
tiempo asignado.

Para esto, el nimero total de cédlculos hecho por cada paso de integracion
debe acotarse, y todos los procesos iterativos deben cortarse tras un nimero
fijo de iteraciones. Esto, claramente afectara la precisién de los algoritmos. Sin
embargo es preferible obtener una solucién con algo de error que no poder
obtener nada en el tiempo permitido.

En base a estas consideraciones basicas, el siguiente analisis intenta examinar
las diferentes caracteristicas de los métodos que vimos en los capitulos anteriores
para discutir sus pros y sus contras en el contexto de la simulacién en tiempo
real.

= Métodos Multipaso. Los métodos multipaso utilizan informacién de los
pasos anteriores para calcular una aproximacion de orden alto del siguiente
paso. Esta idea se basa en el supuesto de que la ecuacién diferencial es
suave. Sin embargo, normalmente las simulaciones en tiempo real reciben
senales de entrada que no son suaves y por lo tanto, los resultados de los
métodos multipaso suelen ser imprecisos.

Por otro lado, estos métodos reducen el nimero de evaluaciones de las
funciones por paso, lo que es un factor crucial en la simulacién en tiem-
po real. Por esto, pese a la pérdida de precisién, los métodos multipaso
explicitos (tales como AB) de orden bajo suelen utilizarse.

= Meétodos explicitos monopaso. Estos métodos son compatibles con los re-
querimientos mencionados antes. El esfuerzo computacional es relativa-
mente bajo y constante. El nimero de cédlculos por paso puede estimarse
facilmente. Més atn, los métodos pueden tratar bastante bien con senales
de entrada discontinuas ya que no utilizan informacién del pasado. Por es-
to, para ecuaciones diferenciales ordinarias no stiff, los métodos explicitos
monopaso suelen ser la mejor opcion.

En el caso de sistemas no muy stiff, estos métodos pueden atn utilizarse
con un paso chico (una fraccién del intervalo de muestreo). Pero esta idea
empieza a fallar a medida que aumenta la rigidez de los modelos.

= Métodos implicitos monopaso. Como sabemos, los métodos implicitos re-
quieren resolver un sistema de ecuaciones no lineal en cada paso, lo que
implica utilizar métodos de iteracién. Por lo tanto, no puede predecirse
exactamente el costo computacional ya que el mismo depende del ntime-
ro de iteraciones, que en principio es no acotado. Por esto, los métodos
implicitos no son apropiados para tiempo real. De todas formas, en ba-
se a estos métodos se pueden plantear algoritmos ttiles que mantengan
acotado por un valor fijo el nimero de iteraciones.

= Métodos de orden alto. En la mayor parte de las aplicaciones en tiempo
real, los intervalos de muestreo son pequenos en comparacion con las es-
calas de tiempo de interés (para poder tomar adecuadamente las sefnales
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de entrada), y la precisién requerida suele ser bastante baja. Teniendo en
cuenta ademas que es crucial reducir el niimero de calculos, es muy raro
encontrar una simulacién de tiempo real que utilice métodos de integracion
de orden mayor que dos 6 tres.

s Métodos de paso variable. En las simulaciones en tiempo real no podemos
darnos el lujo de cambiar el paso, ya que el mismo debe estar sincronizado
con la frecuencia de muestreo y muy restringido con la especificacién de
tiempo real del problema.

Tras aeste analisis, sélamente los métodos explicitos de bajo orden parecen
ser apropiados para la simulaciéon en tiempo real. De hecho, en ausencia de
rigidez, discontinuidades o ecuaciones implicitas muy alineales, estos métodos
funcionardn muy bien.

Desafortunadamente, la mayor parte de los sistemas de la ingenieria son de
hecho stiff. Veremos entonces algunos nuevos algoritmos y algunas ideas para
tratar estos problemas en el contexto de tiempo real.

8.4. Meétodos Linealmente Implicitos

Los métodos linealmente implicitos o semi—implicitos explotan el hecho de
que los métodos implicitos aplicados a sistemas lineales no requieren un nimero
no acotado de iteraciones, sino que pueden implementarse directamente median-
te inversién matricial.

Uno de los métodos de este tipo mas utilizados es la férmula de Euler semi—
implicita:

Xk41 = Xk + b [F(Xi, th) + Tty - (Xkp1 — X)) (8.1)
donde of
Xk,tk — A 8.2
N kstk Ox . ( )
Xklk
es la matriz Jacobiana evaluada ent (xx, tx).
Notar que
Tt~ (X1 — Xu) ~ F(Xip, teyr) — £(xi, t) (8.3)
y entonces:
f(xac 1) + Tt - (Kaerr — Xu) = F(Xacra, ) (8.4)

Es decir, el método de Euler linealmente implicito se aproxima al método de
Backward Fuler. Més atn, en el caso lineal:

x=A-x (8.5)
tenemos:

Xk41 =Xk + R [A X + Tty - (Xkt1 —Xk)] =%k +h- A -xip1 (8.6)
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que coincide exactamente con Backward Euler. Esto implica que el dominio de
estabilidad del método de Euler semi—implicito coincide con el de BE.
La Ecuacién (8.1) puede reescribirse como:

(I=h -Teety) Xxg1 =T —h- T tr) - Xk + b - £(x, 1) (8.7)

lo que muestra que xk41 puede obtenerse resolviendo un sistema lineal de ecua-
ciones.
El valor de xx4+1 puede también obtenerse como:

Xkt1 =Xk + h - (I—h-jxlﬁtk)*l A (xy, tg) (8.8)

Esta férmula es similar a la de Forward Euler, pero difiere en la presencia del
término (I — h - Ty 1) "L

Este término implica que el algoritmo debe calcular el Jacobiano en cada
paso e invertir una matriz.

Aunque estos cédlculos puedan ser algo caros, el esfuerzo computacional es
predecible, lo que hace que el método sea adecuado para tiempo real.

Teniendo en cuenta que el dominio de estabilidad coincide con el de BE, este
método resulta apropiado para simular sistemas stiff y sistemas de DAEs. De
hecho, los métodos linealmente implicitos de bajo orden son a menudo la mejor
opcion para la simuacién en tiempo real. Sin embargo, cuando la dimensién del
problema es grande, el costo de la inversiéon matricial puede resultar demasiado
caro.

Afortunadamente, la rigidez en sistemas grandes esta frecuentemente rela-
cionada con la presencia de algunos subsistemas lentos y otros rapidos que se
pueden identificar. En estos casos, podemos sacar provecho de esta informa-
cién y utilizar distintos pasos de integracion e incluso distintos algoritmos de
integracion en cada parte. Estas ideas nos llevan a los conceptos de integracion
multipaso e integracién de modo mixto.

8.5. Integracion Multitasa

Hay muchos casos en los que la rigidez se debe a la presencia de un subsis-
tema con dindmica muy rapida comparada con el resto del sistema. Esto ocurre
tipicamente en los sistemas fisicos multidominio, ya que los componentes de
los distintos dominios de la fisica generalmente tienen asociadas constantes de
tiempo muy diferentes.

Por ejemplo, si queremos estudiar las propiedades térmicas de un circui-
to integrado, debemos tener en cuenta que las constantes de tiempo eléctricas
del dispositivo son mucho més rapidas que las constantes de tiempo térmicas.
Sin embargo, no podemos ignorar las constantes de tiempo rapidas de la parte
eléctrica, ya que son la causa del calentamiento del dispositivo.

Veamos en mas detalle esta idea en un ejemplo. La Figura 8.2 muestra un
modelo concentrado de una linea de transmisién alimentada por un oscilador de

Van—der—Pol.



CAPITULO 8. SIMULACION EN TIEMPO REAL 122

_;__
~
=y
~
=y
~

T .. T

Oscillator Line

Figura 8.2: Oscilador de Van—der—Pol y linea de transmisién.

Supondremos que el resistor no lineal del circuito oscilador satisface la ley:
iRzk‘-u%—uR (8.9)

Luego, el sistema puede describirse mediante las siguientes ecuaciones:

di 1

% = Tuc (8.10a)
du 1 . .
d—tc = a(uc—k'u%—m—zl) (8.10b)
diq 1 R 1

E — Zuc — Zzl — Zul (8.10C)
du1 1 . 1 .

= i i (8.10d)
dio 1 R 1

E — Zul — ZZQ — ZUQ (8.106)
dUQ 1 . 1 .

E = 622 - 623 (810f)
di, 1 R 1

du, 1.

;‘t = Gin (8.10h)

Aqui, uc e iy son el voltaje y la corriente del capacitor y la inductancia en
el oscilador. De manera similar, u; e i; son el voltaje y la corriente de los
capacitores e inductancias en la etapa j de la linea.

Supondremos que la linea de transmisién tiene 5 etapas (es decir., n = 5), y
que los parametros son L =10 mH, C =1 mF, R =10Q y k& = 0.04.

Si queremos simular el sistema utilizando el método de Forward Euler, ne-
cesitaremos utilizar un paso no mayor que h = 10~* segundos. De otra forma,
la salida del oscilador (u¢) tendrd un error inaceptable.

Sin embargo, utilizando la senal de entrada generada por el oscilador, la linea
de transmisién sola puede simularse con un paso 10 veces mayor.

Entonces, decidimos dividir el sistema en dos partes, el circuito oscilador y
la linea de transmisién, con dos pasos de integracién distintosL 10~* segundos
para el primero y 10~2 segundos para el segundo.
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De esta forma, integramos el subsistema rapido pero pequefio con un paso
pequeno, e integramos el subsistema lento pero grande con un paso mayor.

En consecuencia, durante cada milisegundo de tiempo real,la computadore
debe evaluar diez veces las dos funciones escalares corresponientes a las dos pri-
meras ecuaciones de estado, mientras que solo debe evaluar una vez las restantes
10 funciones escalares. Por esto, el nimero de operaciones de punto flotante se
reduce en un factor de cuatro aproximadamente, comparado con la utilizacién
del mismo paso pequeno sobre todo el sistema.

Los resultados de simuacién se muestran en las Figs.8.3-8.4.

Multirate Simulation (Oscillator)
3 T T T T T T

3 I I I I I I I I I
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2

Time[sec]
Figura 8.3: Voltaje del oscilador de Van—der—Pol.

Podemos generalizar esta idea para sistemas de la forma:

)'{f(t) = ff(Xf,Xs,t) (8.11&)
%o(t) = (%t Xe,t) (8.11b)

donde los sub—indices f y s corresponden a “rapido”(fast) y “lento” (slow)

respectivamente.
Luego, el uso de la versién multitasa (multirate) de FE nos llevard a unas

ecuaciones en diferencias de la forma:
xe(t; +(J+1)-h) = xe(ti+j-h)+h-fe(xe(ts +7-h),
Xs(ti—Fj'h),ti—f—j'h) (8.12&)
Xs(ti + k- h) = Xs(ti) +h- fS(Xf(ti), Xg (ti), Tfi) (8.12b)
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Multirate Simulation (Output)
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Figura 8.4: Voltaje a la salida de la linea de transmision.

donde k es la razén (entera) entre ambos pasos, j =0...k—1,y h =t;41 — t;
es el paso del subsistema lento.

Las Ecuaciones (8.12a-b) no especifican cémo calcular xs(¢; + j - h), ya que
las variables del subsistema lento no se evaliian en los instantes intermedios.

En nuestro ejemplo, pusimos xs(t; + 7 - h) = xs(t;), es decir, utilizamos el
dltimo valor calculado.

A pesar de la mejora alcanzada, no debemos olvidar que el ejemplo no era
muy rigido. Ya sabemos que los métodos explicitos no funcionaran con sistemas
mas stiff, porque nos obligaran a utilizar un paso excesivamente chico en el
subsistema rapido.

En estos casos, como ya discutimos, los métodos semi-implicitos pueden
ser una mejor opcién. Sin embargo, también mencionamos que en los sistemas
de gran dimension tendremos problemas porque deberemos invertir una matriz
muy grande.

Una solucién que combina las dos ideas, de integracién multitasa y semi—
implicita, consiste en separar el sistema en un subsistema rapido y otro lento,
aplicando un método explicito a la parte lenta y un método linealmente implicito
a la parte rapida. Estos métodos se denominan algoritmos de integracién de
modo mizto.
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8.6. Integraciéon de Modo Mixto

La Figura 8.5 muestra el mismo circuito de la Fig. 8.2 con la inclusién de
una carga RC adicional al final de la linea de transmisién.

|
Oscillator | Line

Figura 8.5: Oscilador de Van—der-Pol y linea de transmision.

Las ecuaciones de estado son similares a las de antes, pero ahora también
aparece el voltaje en el capacitor de la carga:

% _ %uc (8.13a)
d;‘_f - é(uc—k-u?é—iL—h) (8.13b)
% = %uc %il_%ul (8.13¢)
% _ éil—%iz (8.13d)
% = %ul—%h—%w (8.13e)
% _ éiz—%% (8.13f)
S = Duns— B g (8.13g)
%ﬂ _ %‘n—ﬁ(un—ul) (8.13h)
% _ ﬁ(un_ul) (8.131)

Supongamos que los parametros de la carga son R; = 1 k{2 and C; = 1 nF.

Ya que la resistencia de carga es mucho mayor que los de la linea, el nuevo
término de la Ec.(8.13h) no va a influenciar la dindmica de la linea de trans-
misién en forma significativa, y podemos esperar que el sub—sistema (8.13a—h)
exhiba un comportamiento similar al del Sistema (8.10).

Sin embargo, la ultima ecuacién, Ec.(8.13i), introduce un autovalor répido.
La posicién del mismo es

1
R -C

YRS = —10° sec! (8.14)
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sobre el eje real negativo del plano complejo.

Esto quiere decir que deberemos reducir el paso de integracién por un factor
de 1000 con respecto al ejemplo anterior para mantener la estabilidad numérica.

Desafortunadamente, esto es completamente inaceptable en el contexto de
una simulacién en tiempo real.

Una primer alternativa podria ser reemplazar el método de FE por el método
de Euler semi—implicito. Sin embargo, estamos en presencia de un sistema de
orden 13, y, dejando las supersticiones de lado, probablemente no tendremos
tiempo para invertir una matriz de 13 x 13 en cada paso.

Si miramos un poco mas cuidadosamente el sistema, veremos que no hay una
gran interaccién entre los subsistemas de las Ecs (8.13a-h) y de la Ec.(8.131).
De hecho, la dindmica rapida se puede explicar mirando a esta tltima ecuacion
sola.

Luego, podria ser razonable usar el método de Euler semi—implicito séla-
mente en la ultima ecuacién.

Si hacemos esto, en la ecuacién en diferencias resultante tendremos sélamente
una ecuacién implicita (lineal, ya que usamos el método semi-implicito), de
la que deberemos despejar el valor de wu;(tx+1). En definitiva, tendremos que
calcular un Jacobiano de 1 x 1. Como ademds esta ltima ecuacién es lineal en
uy, el Jacobiano serd constante e igual a —1/(R; - C;). Por lo tanto, tampoco
deberemos invertir ninguna matriz ni recalcular el Jacobiano en cada paso.

En definitiva, el costo serd exactamente el mismo que el de usar FE con
un paso de 1 x 1073... pero con la gran diferencia de que el resultado ahora
serd estable.

Tras simular este sistema utilizando el mismo enfoque que antes, es decir,
usando un paso de 10~ segundos en las ecuaciones del oscilador y un paso
de 1072 segundos en todas las otras ecuaciones, incluyendo la ecuacién “semi-
implicita” de la carga, obtuvimos los resultaos de la Figura 8.6.

En términos més generales, dado un sistema como el de las Ecs.(8.11a-b), el
método mixto de Backward—Forward Euler estara dado por la siguiente férmula:

Xs(thrl) = Xs(tk) +h- fs(Xf(tk), Xs(tk), tk) (8.15&)
Xf(tk+1) = Xf(tk) +h- ff(Xf(tk+1), Xs(tk+1), tk+1) (8.15b)

Luego, el algoritmo comienza cada paso calculando explicitamente el valor de
Xs(tr+1). Luego, utiliza este valor para calcular x¢(tx11) en forma implicita (o
mejor aun, semi—implicita).

La ventaja de resolver la ecuacién implicita sélamente para las componentes
x¢(ti4+1) puede resultar muy importante en sistemas como el visto aqui, donde
la longitud del vector xf es considerablemente menor que la de xs.

En nuestro ejemplo (bastante académico), la reduccién del niimero de célcu-
los es enorme.

Es importante observar que en realidad utilizamos una mezcla de simulacién
multi—tasa y de modo mixto, ya que usamos un paso de integracién diez veces
menor para las ecuaciones del oscilador.
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Figura 8.6: Voltaje de salida.

Tanto la integracion multi—tasa como la de modo mixto suponen que existen
dos (0 més) subsistemas con dindmicas distintas que pueden distinguirse. Sin
embargo, no siempre pasa esto. En el caso de las PDE parabdlicas semidiscre-
tizadas mediante el método de lineas, por ejemplo, no es posible realizar esta
separacion. Aqui los autovalores rapidos y lentos se encuentran distribuidos en
todo el sistema.

8.7. Problemas Propuestos

[P8.1] Regla Trapezoidal Semi—implicita
Obtener una version semi-implicita de la regla trapezoidal

X(ti1) = x(15) + SEK(t8), 1) + Fx(tsa), )] (P8.1a)

Ayuda: Aproximar f(x(tx+1), tx+1) usando las ideas explicadas en la Seccién 8.4.
Demostrar que el método es F—estable

[P8.2] Péndulo
Utilizando la férmula trapezoidal semi—implicita, simular el modelo del
péndulo:
j?l = X2

Tog = —sin(z1) —b-x9
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suponiendo que el pardmetro de friccién es b = 0.02.

Comenzar de la condicién inicial zo = (0.5 0.5)7 usando un paso de h = 0.5,
y simular hasta ¢ty = 500.

Repetir el experimento utilizando la regla trapezoidal comun.

Comparar los resultados y el nimero de evaluaciones de funcién requeridas
por las dos simulaciones.

[P8.3] Péndulo sin Friccién
Repetir el problema P8.2 con b =0 (o sea, sin friccién).
Comparar los resultados y explicar las diferencias.

[P8.4] Integracién Multitasa

Los resultados de simulacién mostrados en las Figs.8.3-8.4 tienen en realidad
un error (habfa un pequefio error en el modelo que no fue advertido hasta la
edicién del libro).

Pedimos entonces implementar nuevamente la simulacion, utilizando la idea
expresada en las Ecs.(8.12a-b) y los pardmetros indicados en la Seccién 8.5.

Ademas, se pide repetir la simulacién utilizando FE de manera normal, con
h =1 x 107* en todo el sistema y comparar los resultados y el tiempo que
consume la simulacién en cada caso.

[P8.5] Integraciéon de Modo Mixto

Los resultados mostrados en la Fig.8.6 arrastran el error explicado en el
problema anterior.

Pedimos también implementar nuevamente la simulacién, utilizando la idea
expresada en las Ecs.(8.15a-b), y los pardmetros indicados en la Seccién 8.6.

Ademas, se pide repetir la simulacién utilizando BE de manera normal, con
h =1 x10"% en todo el sistema y comparar los resultados y el tiempo que
consume la simulacién en cada caso.



Capitulo 9

Simulaciéon por Eventos
Discretos

Este capitulo es una traduccién resumida del capitulo 11 del libro Continuous
System Simulation [2].

9.1. Introduccion

En los capitulos anteriores estudiamos muchos métodos distintos para si-
mular sistemas continuos. Pese a las diferencias (vimos métodos explicitos, im-
plicitos, de paso fijo, de paso variable, monopaso, multipaso, etc.), todos los
algoritmos vistos tienen algo en comun: dado el instante tx41, se realiza una
extrapolacién polinomial para determinar el valor de las variables de estado en
dicho instante.

Ahora veremos una idea completamente distinta. En lugar de preguntarnos
que valor tendran los estados en un determinado instante de tiempo, nos pregun-
taremos cuando una variable de estado se desviara de su valor actual en més de
AQ. Es decir, buscaremos el menor paso h que hard que z(ty +h) = xz(tr) T AQ.

Obviamente, esta idea resultara en una estrategia de paso variable. Més atn,
cuando x sea un vector, el valor resultante de h sera distinto para cada compo-
nente del estado. Tendremos entonces dos posibilidades: o elegimos el menor de
estos valores como paso central h, o podemos elegir diferentes valores de h; para
las diferentes componentes, lo que nos llevard a una simulacién asincrénica, en
la cual cada variable de estado tiene su propio tiempo de simulacion.

La primera de las dos alternativas no seria nada més que una forma novedosa
de controlar el paso de integracion. La segunda alternativa, en cambio, es mucho
mas revolucionaria. A primera vista, el método resultante consistiria en una
especie de combinacién de simulacién multi—tasa y de paso variable.

Hasta aqui, todos los métodos que vimos se podian describir mediante ecua-
ciones en diferencias. Tal representacién no tendrd ningin sentido con esta
nueva idea, donde cada componente evoluciona siguiendo sus propios valores de

129
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h;. En otras palabras, no tendremos mas una aproximacién en tiempo discreto,
sino que, como veremos mas adelante, obtendremos aproximaciones de eventos
discretos

En este capitulo entonces, estudiaremos una nueva familia de métodos que
resulta de esta idea de reemplazar la discretizacién temporal por una discreti-
zacién del espacio de estado.

9.2. Discretizacion Espacial: Un Ejemplo Simple

Consideremos el sistema de primer orden:

da(t) = —za(t) + 10 - £(t — 1.76) (9.1a)

donde £(t) representa el escalén unitario, por lo que (¢ — 1.76) es un escalén
que tiene lugar en ¢ = 1.76.
Supongamos que la tenemos la condicién inicial

Zalto=0) =10 (9.1b)

y veamos que pasa con este sistema continuo

#(t) = —floor[z(t)] + 10 - e(t — 1.76) (9.2a)

@(t) = —q(t) + 10 - £(t — 1.76) (9.2b)

donde ¢(t) = floor[z(t)] es la parte entera de la variable z(t).

Aunque el sistema de la Ec. (9.2) es no lineal y discontinuo, podemos resol-
verlo facilmente.

Cuando 0 < t < 1/9, tenemos ¢(t) =9 y @(t) = —9. Durante este intervalo,
x(t) decrece linealmente desde 10.0 hasta 9.0. Luego, en el intervalo 1/9 < ¢t <
1/9+ 1/8, tenemos ¢(t) = 8 y &(t) = —8. Aqui, x(t) decrece linealmente desde
9.0 hasta 8.0.

Siguiendo con este andlisis, encontramos que z(t) alcanza el valor 3.0 en
t = 1.329. Si no ocurriese ningin evento temporal, z(¢) alcanzaria el valor de
2.0 en t = 1.829. Sin embargo, cuando ¢ = 1.76, cuando =z = 2.138, la entrada
cambia, y desde ese momento tendremos #(t) = 8. La variable z(¢) incrementa
su valor nuevamente de manera lineal con el tiempo, hasta que alcanza el valor
de 3.0 en t = 1.8678.

De esta forma, x(f) continua creciendo hasta que se llega a z(t) = ¢(t) = 10,
a partir de donde la derivada #(t) se hace cero y el sistema no cambia su estado
nunca mas.

La Figura 9.1 muestra las trayectorias de x(t) y ¢(t).

Esta simulacién se completd en 17 pasos y, despreciando algin problema de
redondeo, obtuvimos la solucion ezacta de la Ec.(9.2). Todos los célculos para
obtener esta solucién fueron triviales porque la derivada del estado permanece
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Solution of Eq.(9.2)

Figura 9.1: Trayectorias de las variables del sistema de la Ec.(9.2).

constante entre los instantes de los eventos, lo que nos permite calcular x(t) de
manera analitica.

La solucién x(t) y la del sistema original de la Ec.(9.1), 4 (), se comparan
en la Fig.9.2.

Sin dudas, ambas soluciones son similares. Aparentemente, reemplazando
x(t) por ¢(t) = floor[x(t)] en el lado derecho de la ecuacién de una ecuacién
diferencial de primer orden encontramos un método explicito para simular dicha
ecuacion.

La primer pregunta que surge es si podemos generalizar esta idea para un
sistema de orden n. Sin embargo, antes de poder contestar esta pregunta, nece-
sitaremos analizar y estudiar la naturaleza discreta del sistema de la Ec.(9.2),
para lo cual introduciremos algunas herramientas para su representacién y si-
mulacioén.

9.3. Sistemas de Eventos Discretos y DEVS

Todos los métodos vistos antes de este capitulo, aproximaban las ecuaciones
diferenciales por sistemas de tiempo discreto (ecuaciones en diferencia), de la
forma

X(thy1) = £(x(tr), t) (9:3)

Con la nueva idea de cuantificar las variables de estado, sin embargo, estamos
frente a sistemas que son discretos (ya que realizan un ntimero finito de cambios),
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Solutions of Eq.(9.1) and Eq.(9.2)

2a(t), x(t)

Time

Figura 9.2: Trayectorias de los Sistemas (9.1) y (9.2).

pero no son de tiempo discreto.

Como veremos pronto, nuesta nueva manera de aproximar las ecuaciones nos
lleva a sistemas de eventos discretos, dentro del formalismo DEVS.

DEVS, cuyas siglas provienen de Discrete EVent System specification, fue
introducido por Bernard Zeigler a mediados de la década de 1970. DEVS per-
mite representar todos los sistemas cuyo comportamiento entrada/salida pueda
describirse mediante secuencias de eventos.

En este contexto, un evento es la representacién de un cambio instantaneo
en alguna parte del sistema. Como tal, puede caracterizarse mediante un valor y
un tiempo de ocurrencia. El valor puede ser un niimero, un vector, una palabra,
o en general, un elemento de algiin conjunto.

La trayectoria definida por una secuencia de eventos toma el valor ¢ (o No
Event) en casi todos los instantes de tiempo, excepto en los instantes en los que
hay eventos. En estos instantes, la trayectoria toma el valor correspondiente al
evento. La Figura 9.3 muestra una trayectoria de eventos que toma los valores
29 en el tiempo 1, luego toma el valor x3 en to, etc.

Un modelo DEVS procesa una trayectoria de eventos y, de acuerdo a dicha
trayectoria y a sus propias condiciones iniciales, provoca una trayectoria de
eventos de salida. Este comportamiento entrada/salida se muestra en la Fig.9.4.

El comportamiento de un modelo DEVS atémico se explicita mediante dis-
tintas funciones y conjuntos, definidos en la siguiente estructura:

M = (X7K57 5int;5ext; A7ta‘)
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Figura 9.3: Trayectoria de eventos.
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Figura 9.4: Comportamiento Entrada/Salida de un modelo DEVS.

donde:

= X es el conjunto de los valores de los eventos de entrada, es decir el
conjunto de todos los valores que un evento de entrada puede tomar;

= Y es el conjunto de valores de los eventos de salida;
= S es el conjunto de los valores del estado;
® Jint, Oext, A ¥ ta son funciones que definen la dindmica del sistema.

La Figura 9.5 nos muestra el comportamiento de un modelo DEVS.

Cada estado posible s (s € S) tiene un tiempo de avance asociado calculado
por la funcién de avance de tiempo ta(s) (ta(s) : S — R{). El avance de tiempo
es un numero real no negativo, que determina cuanto tiempo debe permanecer
el sistema en un estado en ausencia de eventos de entrada.

Luego, si el estado toma el valor s1 en el instante 1, tras ta(s;) unidades de
tiempo (o sea, en el instante t;+ta(s1)), el sistema realiza una transicidn interna,
alcanzando el nuevo estado s2. El nuevo estado se calcula como sy = ing(s1)-
La Funcién 6ing (int : S — S) se denomina funcidn de transicion interna.

Cuando el estado cambia su valor desde s; a s, un evento de salida se
produce con el valor y; = A(s1). La funcién A (A : S — Y) se denomina funcidn
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X
Ty
84 = dint(83)
§ S2 = 5int(81) -
S1
S3 = 5ext(327 €, 1‘1)
ta(sy) e ta(ss)
Y
Y2 = A(s3)
y1 = A(s1)

Figura 9.5: Trayectorias de un modelo DEVS.

de salida. De esta manera, las funciones ta, diny y A definen el comportamiento
auténomo de un modelo DEVS.

Cuando llega un evento de entrada, el estado cambia instantdneamente. El
nuevo valor del estado depende no sélo del valor del evento de entrada, sino
también del valor anterior del estado y del tiempo transcurrido desde la ltima
transicion. Si el sistema toma el valor s, en el instante t3, y llega un evento
en el instante to + e < ta(sy) con valor x7, el nuevo estado se calcula como
$3 = Oext(82, €, 21). En este caso, decimos que el sistema realiza una transicién
externa. La funcion Jext (dext @ S X §R(')" x X — S) se denomina funcion de
transicion externa. Durante la transiciéon externa, no se produce ningin evento
de salida.

En muchos casos, ademds, los conjuntos X e Y (donde toman los valores
los eventos de entrada y salida) se forman por el producto cartesiano de un
conjunto arbitrario (que contiene los valores de los eventos propiamente dichos)
y un conjunto que contiene un numero finito de puertos de entrada y salida
respectivamente (luego veremos que estos puertos se utilizardn para acoplar
modelos DEVS atémicos).

Consideremos por ejemplo un sistema que calcula una funcién estatica
f(uo,u1), donde ug y u; son trayectorias seccionalmente constantes.

Podemos representar una trayectoria seccionalmente constante mediante una
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secuencia de eventos si relacionamos cada evento con un cambio en el valor de la
trayectoria. Utilizando esta idea, podemos construir el siguiente modelo DEVS
atémico:

Mp = (X,Y, S, int, Oexts A, ta), donde

X =Rx{0,1}
Y =R x {0}
S =R xRN$

Sint(8) = dint (w0, u1,0) = (uo, U1, 00)
Oext (S, €, ) = Jext (U0, u1,0,€,24,p) = §
A(s) = Muo,u1,0) = (f(uo,u1),0)
ta(s) = ta(ugp,ur,0) =0

con:
5= (xv;ulao) sip=0
(uo,y,0) en otro caso

En este modelo, incluimos una variable o en el estado s que coincide con la
funcion ta. Esto se suele hacer siempre, ya que asi se hace mas facil la obtencién
de un modelo DEVS.

Como dijimos antes, cada evento de entrada y de salida incluye un nimero
entero que indica el correspondiente puerto de entrada o salida. En los eventos
de entrada, el puerto p puede ser 0 o 1 (es decir, hay dos puertos de entrada,
uno para ugy el otro para ui). En los eventos de salida, hay un sélo puerto de
salida (0).

En este caso, utilizamos nimeros desde 0 para indicar los puertos. En prin-
cipio podriamos haber utilizado palabras u otros objetos. Sin embargo, en este
curso numeraremos siempre los puertos de esta forma ya que utilizaremos una
herramienta de software que utiliza esta nomenclatura.

9.4. Modelos DEVS Acoplados

DEVS es un formalismo muy general, que puede utilizarse para describir
sistemas muy complejos. Sin embargo, representar un sistema muy complejo
utilizando funciones de transicién y avance de tiempo es muy dificil ya que para
describir dichas funciones debemos tener en cuenta todas las posibles situaciones
en el sistema.

Los sistemas complejos generalmente se piensan como el acoplamiento de
sistemas mas simples. A través del acoplamiento, los eventos de salida de unos
subsistemas se convierten en eventos de entrada de otros subsistemas. La teoria
de DEVS garantiza que el modelo resultante de acoplar varios modelos DEVS
atémicos es equivalente a un nuevo modelo DEVS atémico, es decir, DEVS
es cerrado frente al acoplamiento (clausura del acoplamiento). Esto permite
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el acoplamiento jerarquico de modelos DEVS, o sea, la utilizacién de modelos
acoplados como si fueran modelos atémicos que a su vez pueden acoplarse con
otros modelos atémicos o acoplados.

Si bien existen distintas maneras de acoplar modelos DEVS, en este curso
utilizaremos siempre el acoplamiento mediante puertos de entrada/salida.

Cada conexidn interna involucra un puerto de entrada y un puerto de salida
de dos subsistemas. Ademas, en el contexto del acoplamiento jerdrquico, también
pueden existir conexiones desde los puertos de salida de un subsistema hacia los
puertos de salida del sistema que lo contiene. Dichas conexiones se denominan
coneziones externas de salida. Similarmente, hay conexiones desde los puertos de
entrada de un sistema hacia los puertos de entrada de los subsistemas contenidos
en dicho sistema. Tales conexiones se denominan conezriones externas de entrada.

La Figura 9.6 muestra un modelo DEVS acoplado N, resultado de acoplar
los modelos M, y M. En dicho modelo, el puerto de salida 1 de M, se conecta al
puerto de entrada 0 de M. Esta conexién puede representarse por el par orde-
nado [(Mg, 1), (My,0)]. Otras conexiones son [(My, 0), (Mg, 0)], [(N,0), (M,,0)],
[(My,0), (N, 1)], etc. De acuerdo a la propiedad de clausura de DEVS, el modelo
N puede usarse de la misma forma que si fuera un modelo atémico, y puede ser
acoplado con otros modelos atémicos y/o acoplados.

M,

Figura 9.6: Modelo DEVS acoplado.

Volviendo al ejemplo anterior donde describimos el modelo DEVS Mp de una
funcién estéatica, haciendo uso del acoplamiento podemos reutilizar dicho sistema
para formar un modelo que calcule la funcién fo(ug, w1, u2) = f[f(uo, u1), uz].
Para esto, podemos acoplar dos modelos de la clase Mp. Si llamamos A y
B a dichos subsistemas, y N al sistema acoplado resultante, el acoplamiento
correspondiente estaria dado por las conexiones: [(4,0), (B,0)], [(V,0), (4,0)],
[(Nv 1); (Av 1)]7 [(Na 2)7 (Bv 1)]7 y [(Bv O)a (Na 0)]

En general, mas que describir las conexiones de esta forma, lo que haremos
serd dibujarlas en forma de Diagrama de Bloques similares al mostrado en la
Fig.9.6.
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9.5. Simulacion de Modelos DEVS

Una de las caracteristicas mas importantes de DEVS es su facilidad para
implementar simulaciones. Un modelo DEVS puede simularse con un programa
ad—hoc escrito en cualquier lenguaje. De hecho, la simulacién de un modelo
DEVS no es mucho méas complicada que la de un modelo de tiempo discreto.

Un algoritmo bésico que puede utilizarse para simular un modelo DEVS
acoplado puede describirse por los siguientes pasos:

1. Identificamos el modelo atémico que, de acuerdo a su tiempo de avance
y al tiempo transcurrido, deba ser el préximo en realizar la transicién
interna. Llamamos d* a este sistema y t,, al tiempo de dicha transicién.

2. Avanzamos el reloj de la simulacién t a t = ¢, y ejecutamos la funcién de
transicion interna del modelo d*.

3. Propagamos el evento de salida provocado por d* a todos los modelos
atémicos conectados al puerto de salida y ejecutamos las funciones de
transicion externas correspondientes. Luego, volvemos al paso 1.

Una de las maneras méas simples de implementar estos pasos es escribiendo
un programa con una estructura jerarquica equivalente a la del modelo a ser
simulado.

Aunque, como ya dijimos, la implementacién de una simulacién de DEVS
es muy simple, en general los modelos que se utilizan en la practica estan com-
puestos por muchos subsistemas y, hacer un programa ad-hoc de todos estos
modelos suele tornarse muy trabajoso.

Por esto, hay disponibles varias herramientas de software para la simulacién
de modelos DEVS que simplifican mucho la tarea de modelado y de simulacién.

En este curso, utilizaremos PowerDEVS. Este software, a pesar de ser un
simulador de DEVS de propésito general, fue concebido especialmente para
facilitar la simulacién de sistemas continuos.

PowerDEVS tiene una interface gréfica que permite crear modelos DEVS
acoplados con las herramientas tipicas de drag and drop. Cuenta también con
librerfas que tienen varios modelos atémicos ya definidos (muchos de ellos para
realizar simulaciones con métodos de integracién que veremos luego).

Ademas, los modelos atémicos pueden crearse y modificarse facilmente uti-
lizando el editor de modelos atdmicos, donde el usuario sélo debe definir las
funciones de transicién, de salida y de avance de tiempo utilizando sintaxix
C++.

Lo que hace PowerDEVS para ejecutar una simulacién es armar y compilar
un programa en C++, utilizando para esto la informacién del acoplamiento
del modelo gréfico, el c6digo C++ contenido en cada modelo atémico y ciertas
rutinas preestablecidas (también programadas en C++) encargadas de llevar a
cabo la simulacién.
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9.6. DEVS y Simulacién de Sistemas Continuos

En el primer ejemplo de la Seccién 9.3, vimos que las trayectorias seccio-
nalmente constantes podian representarse mediante secuencias de eventos. Esta
simple idea constituye en realidad la base del uso de DEVS en la simulacién de
sistemas continuos.

En dicho ejemplo, vimos que un modelo DEVS puee representar el compor-
tamiento de una funcién estédtica con una entrada seccionalmente constante. En
los sistemas continuos las trayectorias no tienen esta forma, pero podriamos al-
terarlos para que las trayectorias sean asi. De hecho, esto es lo que hicimos con
el sistema de la Ec.(9.1), donde utilizamos la funcién “floor” para convertirlo
en el sistema de la Ec.(9.2).

Volviendo a este ejemplo, podemos dividir la Ec.(9.2) de la siguiente forma:

() = dg(t) (9.4a)

q(t) = foor[z(t)] (9.4b)
y:

dy(t) = —q(t) + u(t) (9.5)

donde u(t) = 10 - e(t — 1.76).
Podemos representar este sistema usando el Diagrama de Bloques de la
Fig.9.7.
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Figura 9.7: Diagrama de Bloques de las Ecs.(9.4-9.5).

Como dijimos antes, el subsistema de la Ec.(9.5) —siendo una funcion
estatica— puede representarse por el modelo DEVS Mg de la Seccién 9.3.

El subsistema de la Ec.(9.4) is un sistema dindmico que tiene una entra-
da seccionalmente constante d,(t) y una salida seccionalmente constante g(t).
Podemos representar este sistema exactamente utilizando el siguiente modelo
DEVS:
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Mqr = (X, Y, S, 6int, dext, A, ta), donde

X=Y=RxN

S =R X7 xR

1
A
Sext (5, €, ) = bext (¥, du, 4,0, €, 0, p) = (T + € - do, T, 4, 5)
A(s) = M=, dy, q,0) = (q + sign(dy), 0)

ta(s) = ta(z,dy,q,0) =0

6int(8) = 6int(x7 dma q, U) = (Z‘ +o- dl‘a dl‘a q + Slgn(dT)

con:
+1—x .
qxi sixy, >0
v
- — )
0= qx six, <0
v
0 en otro caso

Ahora, si queremos simular el sistema de las Ecs.(9.4-9.5) con PowerDEVS,
podemos traducir los modelos DEVS atémicos Mr y Mg, en modelos atémicos
PowerDEVS.

Un modelo atémico de PowerDEVS correspondiente a Mp tendra, en el
editor de modelos atémicos, la siguiente formas:

ATOMIC MODEL STATIC1

State Variables and Parameters:
double u[2],sigma; //states
double y; //output
double inf; //parameters

Init Function:
inf = 1lelO;
ul0] = 0;
u[l] = 0;
sigma = inf;
y = 0;

Time Advance Function:
return stgma;

Internal Transition Function:
sigma = inf;

External Transition Function:
double zwv;
zv = *(double*)(z.value);

ulz.port] = zv;
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sigma = 0;

Output Function:
y = u[0] — ufl];
return Event(&y,0);

La conversién del modelo DEVS Mg en el correspondiente modelo de Power-
DEVS STATICI1 es trivial.

De manera similar, el modelo DEVS Mgr puede representarse en Power-
DEVS como:

ATOMIC MODEL NHINTEGRATOR

State Variables and Parameters:
double X, dX, q, sigma; //states
//we use capital X because z is reserved
double y; //output
double inf; //parameters

Init Function:
va_list parameters;
va_start(parameters, t);
X = va_arg(parameters, double);
dX = 0;
q =floor(X);
inf = 1lel0;
sigma = 0;
y = 0;

Time Advance Function:
return sigma;

Internal Transition Function:
X = X + sigma * dX;
if (dX >0) {

sigma = 1/dX;

g=q+1;

}

else {

if (dX <0) {
sigma = —1/dX;
¢g=q—1
}

else {
sigma = inf;

h

};
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External Transition Function:
double zwv;
zv = *(double*)(z.value);
X=X+dX xe;
if (zv > 0) {
sigma = (¢ + 1 — X)/xv;
}
else {
if (zv < 0) {
sigma = (¢ — X) /zv;

else {
sigma = inf;
b

h
dX = xv;

Output Function:
if (dX ==0) {y = ¢;} else {y = ¢ + dX/fabs(dX);};
return Event(&y,0);

Nuevamente, la traduccion es directa. Sin embargo, en este tltimo caso agre-
gamos algunos nuevos elementos a la funcién de inicializacién. Las dos primeras
lineas las incluye automaticamente el editor de modelos atémicos cuando se edi-
ta un nuevo modelo. Estas declaran la variable parameters, donde la interface
grafica coloca los parametros del modelo. En nuestro caso, definimos la condi-
cién inicial en la variable X como un parametro. Luego, la tercera linea de la
funcién de inicializacién simplemente toma el primer parametro del bloque y lo
coloca en X.

De esta manera, en la interface grafica, podemos simplemente hacer doble
click en el bloque y cambiar el valor de dicho pardmetro (o sea, podemos cambiar
la condicién inicial sin cambiar la definicién del modelo atémico).

El otro cambio con respecto al modelo Mg tiene también que ver con la
inclusién de las condiciones iniciales. Al principio de la simulacién, forzamos al
modelo a provocar un evento, de manera tal que el valor inicial de la variable
cuantificada correspondiente ¢ sea conocida por el resto del sistema.

El modelo PowerDEVS generado utilizando el modelo grafico del editor se
muestra en la Fig.9.8.

En este modelo, ademés de los modelos atémicos STATIC1 y NHINTEGRA-
TOR, incluimos tres bloques mas: un bloque STEP que produce un evento con
valor 10 en el instante t = 1.76, y dos modelos adicionales que graban y mues-
tran los resultados de simulacién. Estos tltimos tres modelos estan incluidos en
las librerias estandares de la distribuciéon de PowerDEVS.

Utilizando el modelo PowerDEVS de la Fig.9.8, obtuvimos los datos mos-
trados en la Fig.9.1. La grafica de dicha figura fue generada por MATLAB,
utilizando los datos grabados en un archivo por el bloque “iss2dsk”.
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Figura 9.8: Modelo PowerDEVS Acoplado de las Eqgs.(9.4-9.5).

El subsistema de la Ec.(9.4) corresponde al integrador junto con el bloque
en forma de escalera del diagrama de la Fig.9.7. Dicho subsistema es equiva-
lente al modelo DEVS Mg representado por el modelo NHINTEGRATOR en
PowerDEVS.

Esto es lo que Zeilger llamoé integrador cuantificado. Aqui, la funcién “foor”
actia como una funcion de cuantificacion. En general, una funciéon de cuantifi-
cacion mapea un dominio continuo de nimeros reales en un conjunto discreto
de los reales.

Un sistema que relacione su entrada y su salida mediante cualquier tipo de
funcién de cuantificacion serd entonces llamado cuantificador. Luego, nuestro
bloque con forma de escalera es un caso particular de cuatificador con cuantifi-
cacion uniforme.

Un integrador cuantificado es entonces un integrador concatenado con un
cuantificador.

De manera similar, el modelo Mg representa una funcién estatica con su
vector de entrada en R?. El modelo STATIC1 de PowerDEVS implementa un
caso particular de dicha funcién estética, esto es, la funcién f(ug, u1) = ug — 1.
Un modelo DEVS para una funcién estéatica genérica con su vector de entrada
en N puede ficilmente construirse y programarse en PowerDEVS.

Asimismo, podemos obtener un modelo DEVS que represente un integrador
cuantificado general (con cualquier funcién de cuantificacién).

Luego, si tenemos un sistema general invariante en el tiempo!:

jfal = fl(xalaxa27”' s Lag,, UL, - 7um)
Ty = fQ(malaxazv"' yLay,, ULy - 7um)

(9.6)
'/j:‘a”n, = fn(xalaxazv"' yLay, UL, - 7U'm)

con trayectorias de entrada seccionalmente constantes w;(t), podemos transfor-

1Utilizaremos z, para referirnos a las variables de estado del sistema original, tal que x4 (t)
sea la solucién analitica.



CAPITULO 9. SIMULACION POR EVENTOS DISCRETOS 143

marlo en: .
Ty = fl(q17QQ7"' yQny U1y - aum)
T2 = f2(q17QQ7"' yQny U1y - aum)
9.7)
Ty = fn(q17Q27"' yQny U1y - aum)

donde g¢;(t) se relaciona con z;(t) mediante alguna funcién de cuantificacion.

Las variables ¢; se llaman variables cuantificadas. Este sistema de ecuaciones
puede representarse mediante el diagrama de bloques de la Fig.9.9, donde q y
u son los vectores formados por las variables cuantificadas y por las variables
de entrada respectivamente.

u |
— x g
i fl > f - > 1 -

> i
_I» Tn i dn

! fa > f > i

— !

q L !

Figura 9.9: Diagrama de Bloques de la Ec.(9.7).

Cada subsistema en la Fig.9.9 puede representarse exactamente por un mo-
delo DEVS, ya que todos los subsistemas son funciones estaticas o integradores
cuantificados. Estos modelos DEVS pueden acoplarse, y, debido a la clausura
bajo acoplamiento, el sistema completo formara también un modelo DEVS.

Entonces, cuando un sistema se modifica agregando cuantificadores en la
salida de todos los integradores, el sistema resultante es equivalente a un modelo
DEVS acoplado que puede simularse, siempre y cuando todas las entradas sean
seccionalmente constantes.

Esta idea constituye la primer aproximacion a un método para simular sis-
temas continuos mediante eventos discretos.

Desafortunadamente, esta idea no funciona . ...

Este método nos llevara en la mayor parte de los casos a un modelo DEVS
ilegitimo, es decir, un modelo que realiza un nimero infinito de transiciones en
un intervalo acotado de tiempo. De tal forma, la simulacién se trabara luego de
cierto tiempo.

Podemos observar este problema en el sistema de las Ecs.(9.4-9.5) simple-
mente cambiando la entrada a u(t) = 10.5- (¢t — 1.76) (en realidad el problema
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aparece utilizando cualquier valor constante no entero de u(t)). Las trayectorias
hasta t = 1.76 son las mismas que antes (Fig.9.1). Tras aplicar el escalor, las tra-
yectorias crecen un poco mas rapido que antes, pero cuando z(t) = ¢(t) = 10,
la derivada del estado ya no se hace 0. En lugar de eso, continda creocien-
do con una pendiente &(t) = 0.5. Luego, tras 2 unidades de tiempo, tenemos
x(t) = q(t) = 11. Entonces, la pendiente se torna negativa. y x(t) decrece con
una pendiente &(t) = —0.5. Luego, ¢(t) inmediatamente retorna a 10, la derivada
del estado se torna positiva nuevamente y x(t) comienza a crecer de nuevo. Todo
esto ocurre en realidad en tiempo 0, por lo que la frecuencia de las oscilaciones
es infinita.

Como veremos en a continuacion, este problema se puede resolver con una
simple modificacién en la estrategia de cuantificacién. Esta nueva estrategia es lo
que da lugar al primer método numérico de cuantificacién, denominado método
de los sistemas de estados cuantificados, y abreviado como método de QSS (por
Quantized State Systems).

9.7. Meétodo de los Sistemas de Estados Cuan-
tificados (QSS)

Si analizamos las oscilaciones infinitamente rdpidas en el sistema de las
Ecs.(9.4-9.5), podemos ver que las mismas se deben a los cambios en ¢(¢). Un
cambio infinitesimal en z(¢) puede producir, debido a la cuantificacién, una
oscilacién importante con una frecuencia infinita en ¢(t).

Una soluciéon a esto es utilizar histéresis en la cuantificacién. Agregando
histéresis a la relacién entre xz(t) y ¢(t), las oscilaciones en esta tltima pueden
ser s6lo debidas a oscilaciones grandes en z(t). Si la derivada z(¢) es finita, una
oscilacién grande en x(t) no puede ocurrir instantaneamente sino que tiene una
frecuencia maxima acotada.

Entonces, antes de presentar formalmente el método de QSS, definiremos el
concepto de funcion de cuantificacion con histéresis.

Supongamos que z(t) : ® — R es una trayectoria continua en el tiempo, y
supongamos que ¢(t) : ® — R es una trayectoria seccionalmente constante. Lue-
go, diremos que z(t) y q(t) se relacionan mediante una funcién de cuantificacién
con histéresis uniforme si se cumple que:

floor[z(to)/AQ] - AQ sit =ty
alt) = { 2() gt - e >AQ  (98)
q(t™) en otro caso

El parametro de la cuantificacion AQ se denomina quantum.

Las Figuras 9.10-9.11 muestran una funcién de cuantificaciéon con histéresis
y dos variables relacionadas mediante dicha funcién

Ahora, podemos definir el método de QSS:
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q(t)

AQ

Figura 9.10: Funcién de Cuantificacién con Histéresis.

Figura 9.11: Variables Relacionadas con una Funcién de Cuantificaciéon con
Histéresis.

Dado un sistema como el de la Ec.(9.6), el método de QSS lo transfor-
ma en un sistema de estados cuantificados de la forma de la Ec.(9.7),
donde cada par de variables z;(t) y ¢;(t) se relaciona mediante fun-
ciones de cuantificacién con histéresis.

Es decir, para utilizar el método de QSS simplemente deberemos elegir el quan-
tum a utilizar AQ); para cada variable de estado.

Se puede demostrar que las variables cuantificadas y de estado son siempre
seccionalmente constantes y seccionalmente lineales respectivamente. Por esto,
la simulacién con QSS no puede trabarse como ocurria con la cuantificacion sin
histéresis.

Para llevar a cabo la simulacién, al igual que antes, podemos construir un
modelo DEVS acoplando los subsistemas correspondientes a las funciones estati-
cas y a los integradores cuantificados con histéresis.
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Un integrador cuantificado con histéresis es un integrador cuantificado donde
la funcién de cuantificacién sin memoria es reemplazada por una con histéresis.
Esto es equivalente a cambiar la Ec.(9.4b) por la Ec.(9.8) en el sistema de la
Ec.(9.4).

Con esta modificacion, el integrador cuantificado con histéresis de la
Ec.(9.4a) y la Ec.(9.8) puede representarse por el modelo DEVS:

) Mpugr = (X,Y, S, dint, dext, A, ta), donde
X =Y =Rx{0}
S =R x RS
Oint(8) = Oint(z,dyz,q,0) = (x + 0 - dy,dy,x + 0 - dy,071)
dext (5, €, Tu) = Oext (2, du, 4,0, €, 24, p) = (T + € - du, T4, ¢, 02)
M) = Mz,dy,q,0) = (x + 0 -dy,0)
ta(s) = ta(z,dy,q,0) =0

con:
AQ
g1 =
|da|
y:
HAQ-hed) g,
o9 = (x—|—e dx|)_|(q_AQ) if 2, <0
Ty
00 six, =0

Como dijimos antes, el método de QSS consiste en elegir el quantum en
cada variable de estado. Esto define automaticamente el modelo DEVS Mgg;.
Representando las funciones estaticas fi,..., f, con modelos DEVS similares a
los de Mg y acopldndolos, el sistema de la Ec.(9.7) puede simularse exactamente
(ignorando los problemas de redondeo).

La Figura 9.12 nos muestra una representaciéon de un QSS genérico.

El integrador cuantificado con histéresis Mg puede implementarse en Po-
werDEVS como sigue:

ATOMIC MODEL HINTEGRATOR
State Variables and Parameters:
double X, dX, q, sigma; //states
double y; //output
double dg, inf; //parameters

Init Function:
va_list parameters;
va_start(parameters, t);
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Figura 9.12: Diagrama de Bloques de un QSS.

dq = va_arg(parameters, double);
X = va_arg(parameters, double);
dX = 0;

q =floor(X/dq) * dg;

inf = 1el0;

sigma = 0;

Time Advance Function:
return sigma;

Internal Transition Function:
X = X + sigma * dX;
if (dX >0) {

sigma = dq/dX;
=q+dg;
}
else {
if (dX <0) {
sigma = —dq/dX;
=gq—dg;
}
else {
sigma = inf;
h
b

External Transition Function:
double zv;
zv = *(double*)(z.value);
X=X+dX xe;
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if (zv > 0) {
sigma = (¢ + dg — X) /zv;
}
else {
if (zv < 0) {
sigma = (¢ — dg — X)/zv;
}
else {
sigma = inf;
h

b
dX = zv;

Output Function:
if (dX ==0) {y = ¢;} else {y = q + dg * dX/fabs(dX);};
return Event(&y,0);

A continuacién, veremos como funciona el método con un ejemplo muy sim-
ple, lineal, y de segundo orden:

i‘al(t) = $a2(t)
Fan(t) = 1o gy (1) — 0y (1) (9.9)

con condiciones iniciales:

20,(0) =0, 24,(0)=0 (9.10)

Utilizaremos un quantum AQ = 0.05 en ambas variables. Luego, el QSS resul-
tante es:

1(t) = ()

B = 1-a() - el) O
Este sistema puede simularse utilizando un modelo DEVS acoplado, compuesto
por dos modelos atémicos del tipo Mpor (integradores cuantificados) y dos
modelos atémicos similares a M que calculen las funciones estéticas f1(q1, g2) =
a2 v fa(q1,q2) =1 — ¢1 — g2. La Figura 9.13 representa el sistema acoplado.

En realidad, como f; no depende de ¢;, esta conexién no es necesaria. Mas
ain, como f1(q1,g2) = g2 el subsistema Fy puede reemplazarse por una conexién
directa desde QI hacia QI;. Estas simplificaciones pueden reducir considera-
blemente el costo computacional de la simulacion.

De hecho, al dibujar el diagrama de bloques en PowerDEVS, automatica-
mente hacemos estas simplificaciones (ver Fig.9.14).

Los resultados de la simulacién se muestran en la Fig.9.15. Esta simulacion se
completé tras 30 transiciones internas en cada integrador cuantificado, lo que da
un total de 60 pasos. En la Fig.9.15 pueden verse las trayectorias seccionalmente
lineales de x1(t) y x2(t), y las trayectorias seccionalmente constantes de ¢ (t) y

q2 (t)
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Figura 9.13: Diagrama de Bloques de la Ec.(9.11).
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Figura 9.14: Modelo de PowerDEVS.

La presencia de la histéresis se puede notar cuando las pendientes de las
variables de estado cambian de signo, ya que cerca de estos puntos tenemos
distintos valores de ¢ para el mismo valor de .

Las simplificaciones que mencionamos respecto a las conexiones pueden apli-
carse a sistemas generales, donde muchas de las funciones pueden depender de
solo algunas variables de estado. De esta manera, QSS puede explotar las propie-
dades estructurales de los sistemas para reducir el costo computacional. Cuando
el sistema es ralo, las simulaciones suelen ser muy eficientes porque cada paso
involucra cédlculos en pocos integradores y en pocas funciones.

Los métodos de tiempo discreto (que vimos en los capitulos anteriores) tam-
bién pueden explotar las propiedades de raleza. Sin embargo, para esto, hay que
aplicar técnicas especificas de manejo de matrices ralas. En el caso de QSS, el
aprovechamiento de la raleza es intrinseco al método.

9.8. Problemas Propuestos

[P9.1] Aquiles y la Tortuga Considerar el sistema de segundo orden:
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QSS—Simulation Results

ai(t), wi(t)

Figura 9.15: Trayectorias del sistema de la Ec.(9.11).

Tq, = —0.5-24, +1.5-2q, (P9.1a)
Tay = —Tq, '
Aplicar la funcién de cuantificacién sin memoria:
Ty —
g; = 2 - floor( )+1 (P9.1b)

en ambas variables de estado, y estudiar las soluciones del sistema cuantificado:

i’l = —0.5'Q1+1.5'QQ

. P9.1
T2 = —q1 ( C)

desde la condicién inicial x4, = 0, 24, = 2.

1. Demostrar que el tiempo de simulacién no puede avanzar mas de 5 segun-
dos.

2. Dibujar la trayectoria de estado x1(t) vs. xa(t).

[P9.2] Funcién Estatica Lineal Obtener un modelo DEVS atémico de una
funcién estética lineal f; : R — R definida como
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n—1
f(u()vulv e ;unfl) = Z ag - Ug (P923,)
k=0

donde ag, - - - ,a,_1 son constantes conocidas.
Luego, programar el modelo en Power DEVS de manera tal que las constantes
y el niimero de entradas sean parametros.

[P9.3] Funcién de retarde DEVS Considerar una funcién que represente
un retarde fijo de tiempo 7.

Flu(®)) = u(t—T) (P9.3a)

Suponiendo que la entrada u(t) es seccionalmente constante, obtener un modelo
DEVS de esta funcién.

Crear un bloque PowerDEVS de esta funcién, donde el tiempo de retardo T’
sea un parametro.

Ayuda: Suponer que el nimero maximo de cambios en u(t) estd acotado en
el perfodo T por un nimero fijo (10000 por ejemplo).

[P9.4] Aquiles y la Tortuga Revisitados Modificar el modelo atémico
PowerDEVS NHINTEGRATOR, tal que el cuantificador verifique la Ec.(P9.1b),
y corroborar por simulacién lo que se predice en el Problema [P9.1].

[P9.5] Varying Quantum and Hysteresis Obtener la solucién exacta del
sistema de la Ec.(9.9), y luego repetir las simulaciones con QSS utilizando los
siguiente valores de quantum:

1. AQ; =AQ, =0.01
2. AQ; = Ago = 0.05
3. AQ; =Ag =0.1
4. AQ =AQ, =1

Comparar los resultados, y conjeturar sobre los efectos del tamano de la
cuantificacién sobre el error, la estabilidad y el costo computacional (ntimero de
pasos).



Capitulo 10

Métodos de Integracién por
Cuantificacién

Este capitulo es una traduccién resumida del Capitulo 12 del libro Con-
tinuous System Simulation [2]. De todas maneras, en estas notas hay varios
ejemplos diferentes, sobre todo en lo referente al manejo de discontinuidades.

10.1. Introduccion

En los primeros capitulos del curso, vimos dos propiedades bésicas de los
métodos numéricos: la precision de la aprorimacion y la estabilidad numérica.
Para estudiar estos problemas, lo que haciamos era tomar un sistema lineal
y analizar la relacién entre los autovalores de la matriz F de la ecuaciéon en
diferencias resultantes y los de la matriz A del sistema continuo original.

En el contexto del método de QSS que vimos al final del capitulo anterior,
esto no tiene ningin sentido ya que ni siquiera tenemos una ecuacién en dife-
rencias. En este caso, para analizar las propiedades mencionadas, es conveniente
comparar directamente los sistemas (9.6) y (9.7).

Para esto, comenzaremos escribiendo ambas representaciones en notacién
vectorial. El sistema continuo original tiene la forma:

Xa(t) = f(xa(t),u(t)) (10.1)

y el sistema de estados cuantificados que simula el método de QSS es:

x(t) = f(q(t), u(t)) (10.2)
donde x(t) y q(t) estdn relacionados componente a componente mediante fun-
ciones de cuantificacién con histéresis.

Definiendo Ax(t) = q(t) — x(t), la Ec.(10.2) puede reescribirse como:
x(t) = £(x(t) + Ax(t),u(t)) (10.3)

152
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y ahora, el modelo de simulacién de la Ec.(10.2) puede verse como una version
perturbada del sistema original.

Una funcién de cuantificacién con histéresis uniforme tiene una propiedad:
si dos variables ¢;(t) y z;(t) estdn relacionadas por dicha funcién, las mismas
no pueden diferir entre si en mas del quantum. Es decir:

lgi(t) — xi(t)] < AQ (10.4)

Esta propiedad implica que cada componente de la perturbacion Ax estd aco-
tada por el quantum. En virtud de esto, el anélisis de estabilidad y de precisién
puede basarse en estudiar los efectos de perturbaciones acotadas. Como veremos
luego, esto nos permitird no solo estudiar la estabilidad, sino también establecer
cotas de error global.

A pesar de esta ventaja, aparecerd un nuevo problema en QSS, que veremos
a continuacién con un ejemplo. Consideremos el sistema de primer orden:

da(t) = —ma(t) + 9.5 (10.5)

con la condicién inicial x,(0) = 0.
El resultado de simular este sistema con el método de QSS usando un quan-
tum AQ = 1 se muestra en la Fig.10.1

Solution of Eq.(10.5)

Time

Figura 10.1: Simulacién con QSS de la Ec.(10.5).

Aunque el sistema de la Ec.(10.5) es asintéticamente estable, la simulacién
con QSS finaliza en un ciclo limite. El punto de equilibrio Z = 9.5 no es més un
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punto de equilibrio estable y luego no podemos afirmar que el método conserva
la estabilidad del sistema.

Sin embargo, la solucién que da QSS nunca se desvia lejos de la solucién
exacta. Incluso, esta finaliza con oscilaciones en torno al punto de equilibrio.
Teniendo en cuenta que nuestra meta era simular el sistema y obtener trayec-
torias aproximadas, el resultado obtenido no estd mal.

La trayectoria encontrada por el método de QSS se denomina finalmente
acotada. En general, los métodos de integracién por cuantificacién no asegu-
ran estabilidad de acuerdo a la definicién clésica. por lo tanto, hablaremos de
estabilidad en términos de cota final de las soluciones obtenidas.

10.2. Precision y Estabilidad en QSS

Para estudiar las propiedades fundamentales de Precisién y Estabilidad del
método de QSS, introduciremos primero algo de notacion.

Utilizaremos el simbolo | - | para denotar el médulo por componentes de un
vector o matriz. Por ejemplo, si G es una matriz de j X k con componentes
complejos gi1,1,...,7;jk, entonces |G| serd también una matriz de j x k con
componentes reales positivos |g1,1], .- -, |gj,x-

De manera similar, utilizaremos el simbolo “<” para realizar comparaciones
por componentes entre vectores reales de idéntica longitud. Asi, la expresion
x <y implica que 1 < Yy1,...,Tn < Yn.

Con estas definiciones, llamemos x,(t) a la solucién del sistema lineal y
estacionario (SLE):

Xa(t) = A - Xa(t) + B - u(t) (10.6)

Sea x(t) la solucidn, comenzando de la misma condicién inicial, de su QSS
asociado:

x(t)=A-q(t)+B-u(t) (10.7)
que puede reescribirse como:
x(t) = A - [x(t) + Ax(t)] + B - u(t) (10.8)

Definamos el error e(t) = x(t) —xa(t). Restando la Ec.(10.6) de la Ec. (10.8),
resulta que e(t) satisface la ecuacién:

&(t) = A - [e(t) + Ax(t)] (10.9)

con e(tp) = 0 ya que ambas trayectorias, xa(t) y x(t), comienzan desde condi-
ciones iniciales idénticas.
Comencemos analizando el caso escalar:

e(t) = a- [e(t) + Ax(t)] (10.10)
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Por motivos que pronto se aclararan, asumiremos que a, e, y Az pertenecen a
C. Requeriremos también que Re{a} sea negativo.
También supondremos que |Az| < w, siendo w alguna constante positiva.
e(t) puede escribirse en notacién polar como:

e(t) = p(t) - e?® (10.11)
donde p(t) = |e(t)].
Luego la Ec.(10.10) queda:
pt) - e7® £ p(t) - %0 5 0(t) = a- [p(t) - €7D + Ax(t)] (10.12)
)+ p(t) - 0(t) = a- [p(t) + Aw(t) - e D) (10.13)

Tomando sélo la parte real de la dltima ecuacién:

p(t) = Ref{a} - p(t) + Refa - Ax(t) - e7791)}
<Re{a} - p(t) + |a| - [Az(t)]

< Refa} - [o(t) -

Entonces, como Re{a} es negativo y p(0) = 0, serd siempre cierto que:

Re{a}

va que, cuando p alcanza el limite superior, la derivada ser torna negativa (o
cero).

Veamos ahora el caso desacoplado. Supongamos que la matriz A en la
Ec.(10.9) es diagonal, con componentes a;; complejos con parte real negativa.
Supongamos también que

Cw (10.15)

wu»=mw<\

|Ax(t)] <w (10.16)
Repitiendo el andlisis escalar para cada componente de e(t), resulta que:
le| <|Re{A} ' Al - w (10.17)

Finalmente, volvamos nuevamente a la Ec.(10.9), esta vez suponiendo que la
matriz A es Hurwitz y diagonalizable. Asumamos que el quantum es tal que:

|Ax| = |q —x| < AQ (10.18)

Llamemos A a la matriz diagonal de autovalores de A, y sea V una matriz
de autovectores correspondiente. Luego
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A=V .A- V! (10.19)

es la descomposicion espectral de la matriz A.
Consideremos el cambio de variables:

z(t) = V! e(t) (10.20)

Usando la nueva variable z, la Ec.(10.9) puede reescribirse como:

V-z(t) = A-[V-z(t) + Ax(t)] (10.21)

y luego:
z(t) =V 1 A [V-z(t) + Ax(t))] (10.22)
=A-[z(t) + V1 Ax(t)] (10.23)

De la Ec.(10.18), resulta que:

V1. Ax| < |V - AQ (10.24)

Teniendo en cuneta que la matriz A es diagonal, resulta que la Ec.(10.23) es
el caso diagonal que analizamos antes. Luego, de la Ec.(10.17), resulta que:

|z(t)| < [Re{A} ' -A|- [V -AQ (10.25)

y entonces:

le(t)| <[V |z(t)] < [V Re{A}™"- Al [VTI]- AQ (10.26)

Podemos entonces concluir que:

x(t) ~ xa(t)] < [V] - [RefA} ' A-[V7!]- AQ (10.27)

La desigualdad de la Ec.(10.27) tiene implicancias tedricas y pricticas muy
importantes.

Puede verse que la cota de error es proporcional al quantum y, para cual-
quier quantum utilizado, el error esta siempre acotado. Es también importante
notar que la desigualdad Ec.(10.27) es la expresién analitica de la cota de error
global. Los métodos de tiempo discreto no tienen tales formulas. El hecho que
la Ec.(10.27) sea independiente de las condiciones iniciales y las trayectorias de
entrada tendra también aparejada sus ventahas.

De alguna manera, el método de QSS ofrece un control de error intriseco,
sin necesidad de ninguna regla de adaptacién de paso. Mas ain:

El método de QSS es siempre estable, sin utilizar ninguna férmula
implicita.
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10.3. Eleccién del Quantum

El método de QSS requiere elegir un quantum apropiado. Aunque los re-
sultados sean siempre estables, el quantum debe ser el adecuado para obtener
resultados de simulacion decentes.

En sistemas lineales y estacionarios, la desigualdad de la Ec.(10.27) puede
usarse para disenar la cuantificacién. Dado un error maximo admitido, puede
encontrarse facilmente el valor de AQ que satisface dicha desigualdad.

De todas formas, para evitar calcular autovalores y autovectores, y teniendo
en cuenta la posibilidad de simular sistemas no lineales, podemos dar una regla
empirica para elegir el quantum. Una buena opcién es tomarlo proporcional
(por ejemplo 100 veces menor) a la méxima amplitud que tomara la variable
correspondiente. Esto obviamente requiere conocer de antemano el orden de
magnitud de las variables de la simulacién.

10.4. Senales de Entrada en el Método de QSS

Ya mencionamos que el método de QSS permite simular sistemas estaciona-
rios con entradas seccionalmente constantes.

Para incorporar dichas sefiales a una simulacién, todo lo que debemos hacer
es agregar un modelo DEVS que genere secuencias de eventos que representen
dichas senales seccionalmente constantes, y luego acoplar estos generadores con
las funciones estaticas que calculan las derivadas.

Supongamos que tenemos una sefial de entrada escalar seccionalmente cons-
tante u(t) que toma los valores vy, ve, ..., v;, ... en los instantes t1, ta, ..., t;,
..., respectivamente. Un modelo DEVS que produce eventos de acuerdo a esta
senal de entrada puede especificarse como sigue:

Min = (X, Y, S, 0int, dext, A, ta), donde

X =0

Y=RxN

S =NxRS

Sint(s) = Oint (4, 0) = (4 + L, tj41 — t5)
A(s) = A(j, o) = (v;,0)

Una ventaja interesante del método de QSS es que trata las trayectorias de
entrada de manera asincrénica. El evento que indica un cambio en una senal
siempre se procesa en el instante de tiempo correcto, provocando cambios en las
pendientes de las variables de estado afectadas directamente.

Esta es una caracteristica intrinseca del método, que se obtiene sin modi-
ficar para nada los modelos DEVS de los integradores cuantificados ni de las
funciones estaticas. En otras palabras, los eventos temporales se resuelven de
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forma automadtica sin necesidad de agregar nada al cédigo (a diferencia de los
métodos de tiempo discreto donde teniamos que ajustar el paso).

Hasta aqui consideramos sélamente entradas seccionalmente constantes. Sin
embargo, en la mayor parte de las aplicaciones las senales de entrada toman
formas mas generales. En estos casos, podemos aproximar estas senales por tra-
yectorias seccionalmente constantes y luego generarlas mediante modelos DEVS.

Al hacer esto, debemos tener en cuenta que estamos agregando una nueva
fuente de error. En el caso particular de los SLE, la presencia de este nuevo
error de cuantificacién de la entrada transforma la Ec.(10.27) en:

x(t) = xa(t)] < [V|-Re{A}"-Al-[VTI]-AQ
+V[-|Re{A} - V1. B|- Au (10.28)

donde Au es el vector con el maximo error de cuentificacién en cada senal de
entrada (ver Prob.[P10.2]).

10.5. Arranque e Interpolacién

El arranque del método de QSS consiste en asignar condiciones iniciales
apropiadas a los modelos atémicos DEVS que realizan la simulacién.

El estado del integrador cuantificado puede escribirse como s = (z,d,, q,0)
(ver modelo Mpqr en la pagina 146), donde x es la variable de estado, d su
derivada, g es la variable cuantificada y o el avance de tiempo.

Es claro de debemos elegir x = x;(tg) y ¢ = |DeltaQ; = floor(z;(to)/AQ;).

Una manera sencilla de inicializar todas las demds variables (incluyendo las
de las funciones estéticas), es colocando o = 0, de modo tal que todos los
integradores cuantificados realicen un paso en t = to en el cual muestren el
valor de salida que tienen, de forma tal que las funciones estaticas calculen
correctamente las derivadas iniciales.

Esto, de todas formas, puede conllevar un problema. Como todos los integra-
dores intentaran provocar un evento al mismo tiempo, el simulador elegird uno
de ellos para comenzar (de acuerdo a las prioridades). Tras esto, algunas fun-
ciones estaticas recibiran el primer evento y también colocaran su ¢ en cero.
Por lo tanto, es posible que el simulador escoja alguna de estas funciones para
producir la salida y entonces algunos integradores recibirdn un evento antes de
sacar el suyo correspondiente. Si ocurriera esto, tras las transiciones externas
de dichos integrador, los sigma correspondientes se modificardn y ya no serdn
0 y nadie vera cudles eran los estados iniciales.

Por lo tanto, hay que verificar en la transicién externa de los integradores
la condicién o = 0. En tal caso, se debera dejar ¢ = 0 para forzar el evento de
salida.

Por ltimo, los generadores de senales también deberan tener iniciamente
su valor de sigma = 0 para que las funciones estéticas calculen las derivadas
correctamente desde el instante inicial.
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En cuanto a la interpolacién de valores de salida, como sabemos, las trayec-
torias de estado en QSS son seccionalmente lineales y continuas. Por lo tanto,
el problema es trivial: podemos conocer el valor del estado en cualquier instante
de tiempo.

Es importante tener en cuenta que las Ecs.(10.27) y (10.28) son vélidas para
todo ¢, por lo que los valores interpolados se mantienen también dentro de la
cota tedrica de error global.

10.6. Meétodo de QSS de Segundo Orden

Mas alld de las propiedades teéricas importantes del método de QSS, el
principal problema del mismo es que realiza s6lo una aproximacién de primer
orden y no puede obtenerse una buena precision.

De hecho, la Ec.(10.27) nos muestra que la cota de error crece linealmente con
el quantum y entonces para disminuir 100 veces el error debemos disminuir 100
veces el quantum, lo que aumentard aproximadamente en 100 veces el niimero
de pasos.

Para mejorar esta situacion, existe un método de segundo orden denominado
método de cuantificacion de estados de sequndo orden, o simplemente QSS2, que
como veremos, tendrd propiedades muy similares a QSS.

La idea bésica de QSS2 es la utilizacién de cuantificadores de primer orden,
que reemplazan las funciones de cuantificaciéon con histéresis de QSS.

En un cuantificador con histéresis, la variable seccionalmente constante ¢(t)
cambia cada vez que difiere de x(¢) en el quantum AQ. La idea del cuantificador
de primer orden es la misma, sélo que ahora la salida del cuantificador ¢(t) es
seccionalmente lineal, como se muestra en la Fig.10.2.

First Order Quantizer

Figura 10.2: Entrada y salida en un cuantificador de primer orden.
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Formalmente, diremos que las trayectorias x(t) y ¢(t) se relacionan con una
funcién de cuantificacién de primer orden si satisfacen:

) = { z((fa)) +m; - (t—1t5) § in:ottorovlzgg) —elin=4e (10.29)

con la secuencia ty,...,t;,... definida como:

tiv1 =min(t), VE>t; Alz(t;)+my-(t—t;) —z(t) = AQ

y las pendientes:

mo=0; m;=:x(t;), j=1,....k...

Puede notarse que la funcién de cuantificacién de primer orden tiene histéresis
(debido a la presencia de la funcién valor absoluto).

El método de QSS2 entonces simula un sistema con el de la Ec.(10.2), don-
de las componentes de q(t) y de x(t) se relacionan componente a componente
mediante funciones de cuantificacién de primer orden. En consecuencia, las va-
riables cuantificadas ¢;(t) son seccionalmente lineales.

En QSS, tanto las variables cuantificadas como las derivadas del estado eran
seccionalmente constantes. En QSS2, las variables cuantificadas serdn seccional-
mente lineales, pero no puede garantizarse que las derivadas del estado también
lo sean. El problema es que al aplicar una funcién no lineal a una trayectoria
seccionalmente lineal el resultado no es seccionalmente lineal.

En el caso lineal, sin embargo, si las trayectorias de entrada también son
seccionalmente lineales, las derivadas de las variables de estado serdn también
seccionalmente lineales y las trayectorias de estado seran seccionalmente pa-
rabdlicas. En los casos no lineales, lo que haremos serd aproximar las derivadas
de los estados por funciones seccionalmente lineales, y obtendremos también
trayectorias de estado seccionalmente parabdlicas.

Para construir los modelos DEVS utilizaremos la misma idea de QSS, pero
ahora, como las trayectorias seran seccionalmente lineales, deberemos tener en
cuenta no sélo los valores sino también las pendientes de las mismas. Por lo tanto,
los eventos deberan llevar dos niimeros, uno indicando el valor instantdneo y el
otro la pendiente de cada segmento lineal de la trayectoria.

Al igual que en QSS, tendremos modelos de integradores cuantificados (aho-
ra de segundo orden) y funciones estaticas. Para obtener el modelo DEVS de
un integrador cuantificado de segundo orden, supondremos que la derivada del
estado se describe, en un intervalo [tg, tx4+1], mediante:

&(t) = do(te) + ma, () - (t — tr) (10.30)

donde d, (tx) es la derivada del estado en ty, y mq, (tx) es la pendiente correspon-
diente. La pendiente de la derivada del estado, mg,, sera, en general, diferente
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a la pendiente de la variable cuentificada, m,. Luego, la trayectoria del estado
se puede escribir como:

mq, (tk)

T (t —t1)? (10.31)

x(t) = x(tp) + do(tn) - (t —tr) +

Si t; es un instante en el cual ocurre un cambio en la variable cuantificada,

es decir, es el instante de una transicién interna, entonces g(t) tomard el mismo
valor y pendiente que x(ty):

q(t) = 2(ty) + du(tr) - (t —tr) = q(tr) +mq(te) - (t — tx) (10.32)

y luego, el instante de tiempo en que z(t) y ¢(t) diferirdn entre si en AQ puede
calcularse como:

2.AQ

t=tr+ 4/ ————
Ima, ()]

(10.33)

Si t, es otro instante de tiempo, o sea, el tiempo de una transicién externa,
el tiempo en el cual |q(t) —z(t)| = AQ deberd recalcularse. Ahora, la trayectoria
cuantificada puede escribirse como:

q(t) = q(te) +mqg(ty) - (¢ = tx) (10.34)

y deberemos calcular el valor de ¢ en el cual |¢(t) — z(t)| = AQ hallando las
raices de un polinomio cuadrético.

Siguiendo estas ideas, un modelo DEVS que representa el comportamiento
de un integrador cuantificado de segundo orden puede ser el siguiente.

More = (X, S,Y, dint, dext, A, ta), donde:

X =R>xN
S =R x NS
Y=R2xN

5int(dm7mdmax7Q7mqaa) = (dw + mq, * 0, mdqua éjv dw + mgq, - 0, 01)
6ext(dw7mdmvmvQamqvovevxvvmwmp) = (xv,mw,u,i,q + mq : e7mq702)
A(dx;mdzaxaQ7mqao') = (da dx + mq, -0, 0)

ta(dx; md,,T,d,Mgq, U) =0

con:
(j:x—l—dw'a—i—m;“"oz; T=x4+d; e+ ;“"62
2-AQ .
o1 = |, | si M, #0 (10.35)

0 en otro caso



CAPITULO 10. METODOS DE INTEGRACION POR CUANTIFICACION162

y o2 debe calcularse como la menor solucién positiva de:

My,
2
Este modelo Mgro representa exactamente un integrador cuantificado de
segundo orden con entrada seccionalmente lineal.
El modelo atomico PowerDEVS correspondiente puede ponerse como:

%+ 2y - 09 + 05— (q+mg-et+my-02)| = AQ (10.36)

ATOMIC MODEL QSS2INT

State Variables and Parameters:
double dz, mdz, X, q, mq, sigma; //states
double y[2]; //output
double inf, dg; //parameters

Init Function:
va_list parameters;
va_start(parameters, t);
dq = va_arg(parameters, double);
X = va_arg(parameters, double);
inf = 1el0;
q=X;
dx = 0;
mdx = 0;
mq = 0;
sigma = 0;
Time Advance Function:
return sigma;

Internal Transition Function:
X = X + dx * sigma + mdz /2 x sigma * sigma;

q=X;
dx = dx + mdx * sigma;
mq = dx;
if (mdx ==0) {
sigma = inf;
}
else
sigma = sqrt(2 * dg/fabs(mdz));
h

External Transition Function:
double *xzv;
double a, b, ¢, s;
zv = (doublex) (z.value);
X=X+dxxe+mdzx/2xexe;
dx = zv[0]; //input value
mdx = zv[l]; //input slope
if (sigma ! = 0) {
=q-+mq=x*e;
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a =mdz/2;
b=dx — mgq;
c=X —q+dg;
sigma = inf;
if (a==0) {
if(b!=0){
s = —c/b;

if (s > 0) {sigma = s;};
c=X —q—dg
s = —c/b;
if ((s > 0) && (s < sigma)) {sigma = s;};
b
}
else {

s=(—b+sqrt(bxb—4*ax*c))/2/a;
if (s > 0) {sigma = s;};
s=(—b—sqrt(bxb—4x*axc))/2/a;
if ((s >0) && (s < sigma)) {sigma = s;};
c=X—q—dg;
s=(—b+sqrt(bxb—4x*axc))/2/a;
if ((s > 0) && (s < sigma)) {sigma = s;};
s=(-b—sqrt(bxb—4xaxc))/2/a;

} if ((s >0) && (s < sigma)) {sigma = s;};

};

Output Function:
y[0] = X + dx * sigma + mdz /2 x sigma * sigma;
y[1] = v+ mdx * sigma;
return Event(&y[0],0);

En QSS, ademas de integradores cuantificados, utilizamos también modelos
DEVS de funciones estaticas. Para QSS2 también necesitaremos estas funciones,
pero las mismas deberan también tener en cuenta las pendientes.

Cada componente f; de una funcién estatica f(q,u) recibe las trayectorias
seccionalmente lineales de las variables cuantificadas y de entrada.

Definiendo v = [q; u], cada componente de v es seccionalmente lineal:

Vj (t) = Uy (tk) + My, (tk) ' (t - tk)

Luego, la salida de la funcién estética se puede escribir:

Fi() = Fi(v(1) = filor () + muy (1) - (¢ = ), ., on(ti) + g (1) - (¢ — )

donde [ es el nimero de componentes de v(t).
. A 1L ., 1.
Definiendo my, = [my,, ... ,mq,l]T7 la ultima ecuacién puede reescribirse co-
mo:

@i(t) = fi(v(t)) = filv(te) + my(tr) - (t —t))
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que puede desarrollarse en serie de Taylor:

T
@i(t) = filv(t)) = filv(ty)) + (%(v(tk))) cmy(tg) - (t—tg) + ... (10.37)

Luego, una aproximacion seccionalmente lineal de la salida puede obtenerse
truncando la serie de Taylor tras los dos primeros términos de la Ec.(10.37).

En el caso lineal, tenemos f(v(t)) = A - v(t), y luego: fi(v(t)) = a;T - v(¢)
donde a; € R!. Luego:

a:z(t) = aiT . V(tk) + aiT . mv(tk) . (t — tk)

lo que implica que el valor de salida y su pendiente se obtienen como com-
binaciones lineales de sus valores de entrada y sus pendientes respectivas. La
construccién del modelo DEVS correspondiente se deja como ejercicio (Prob.
[P10.3]).

El caso no lineal requiere conocer las derivadas parciales de f;. En caso que
no conozcamos la expresion de las mismas, deberiamos calcularlas de manera
numeérica.

Un modelo DEVS que sigue esta idea para una fucién no lineal genérica
fi(v) = f(v1,...,v) es el que sigue:

Mgy = (Xv Sv Y, 6int; 5ext7 >\; ta), donde:

X =R>xN
S =R xR
Y =R>xN

Jint (V; my,C, U) = (V, my,C, OO)
5ext(vv my,C,0,€, Ty, mw,,,ap) = ({/a my, ¢, 0)
/\(va my,C, U) = (fz(v)a mg, O)
ta(v,my,c,0) =0o
Los coeficientes ¢ = (c1,...,¢c)T y € = (¢1,...,6)7 son estimas de las

derivadas parciales g—fj; utilizadas para calcular la pendiente de salida de acuerdo
a:

n
my = E :Cj My
j=1

Tras una transiciéon externa, las entradas, sus pendientes y las derivadas se
actualizan segun:

- Ty si p+1=3j
Uj + My, - € en otro caso
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i = myg, si p+l=j
Vi My, en otro caso

fiv+m, -e)— fi(¥V) . iy ' .
¢j = Vj My - € = U st p+l=j A vj+my e—-0F#0

Cj en otro caso

(10.38)
donde p denota el nimero del puerto correspondiente a la entrada que cambia.
Siempre que sea posible, convendra reemplazar la Ec.(10.38) por la expresién
analitica de la derivada parcial correspondiente.

El modelo PowerDEVS de esta funcién estatica no lineal general es el que
sigue:

ATOMIC MODEL STFUNCTION2
State Variables and Parameters:
double sigma,v[10], mv[10], c[10]; //states
double y[2]; //output
double inf;
int [;

Init Function:
va_list parameters;
va_start(parameters, t);
I = va_arg(parameters, double);
inf = 1lel0;
sigma = inf;
for (int ¢ =054 < L;i++) {
vft] = 0;
muli] = 0;
h
Time Advance Function:
return sigma;

Internal Transition Function:
sigma = inf;

External Transition Function:
double *xzv;
double fv,vaur;
v = (doublex)(z.value);
for (int s =054 < ;i ++) {
vfi] = v[i] + mo[i] * e;

fv = f;(v);//put your function here
vauxr = vlz.port];

v[z.port] = zv[0];

mulz.port] = zv[l];
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y[0] = f;(v); //put your function here
if (vauz ! = v[z.port]) {
clz.port] = (fv — y[0])/(vaux — v[z.port]);
ul1] =0
for (int ¢ =054 < ;i ++) {
y[1] = y[1] + moli] * clil;
ségma =0

Output Function:
return Event(&y[0],0);

El problema de este modelo de PowerDEVS es que debe definirse un modelo
atémico nuevo para cada funcién distinta. Sin embargo, en PowerDEVS hay un
bloque que permite ingresar la expresién de la funcién f; como un pardmetro,
y que luego hace uso de un parser de expresiones algebraicas.

Ademsds, en PowerDEVS hay modelos de distintas funciones no lineales ya
definidas (mutiplicadores, senos, cosenos, funciones cuadréticas, cibicas, etc.)
que difieren del modelo mostrado en que utilizan la expresiéon analitica de las
derivadas parciales.

En cuanto a las senales de entrada, el principio es exactamente el mismo
que en QSS, sélo que ahora podemos también representar trayectorias seccio-
nalmente lineales en forma exacta. PowerDEVS cuenta con varios modelos de
generadores de senales para QSS2.

Utilizando los modelos Mgr2, M2 y eventualmente modelos para generar
trayectorias de entrada, y acoplando de la misma forma que en QSS, podemos
simular cualquier sistema mediante el método de QSS2.

Respecto a las propiedades de estabilidad y precisiéon, recordemos que en
QSS deducimos las mismas a partir de considerar que el QSS era una versién
perturbada del sistema original, y que las perturbaciones eran acotadas (ya que
x; v ¢; nunca diferfan entre si mds que AQ;). Es muy fécil de ver que en QSS2
pasa exactamente lo mismo, ya que la definicién de la funcién de cuantificacion
de primer orden también implica que cada término de perturbacién estara aco-
tado por el quantum correspondiente. En definitiva, la Ec.(10.27) tendrd validez
también en QSS2.

Una pregunta que puede surgir aqui es la siguiente: ;para qué usar QSS2
si tiene el mismo error que QSS?. La respuesta es simple: en QSS el niimero
de pasos aumenta linealmente al disminuir el quantum, en cambio en QSS2 el
namero de pasos aumenta sélo con la raiz cuadrada, como puede verse en la
Ec.(10.35).

Ademas, mirando la Fig.10.2 queda claro que QSS2 utilizara en general me-
nos pasos que QSS cuando ambos tengan el mismo quantum.

Como ejemplo de todo esto, veamos un caso de simulacién con QSS2: El
circuito de la Fig.10.3 representa una linea de transmisién RLC similar a la que
vimos en el capitulo 8 del curso.
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Figura 10.3: Linea de transmisiéon RLC.

Considerando cinco secciones, se obtiene un modelo lineal de orden 10 cuya
matriz de evolucién es:

—R/L —1/L 0 0 0 000 0 0
1/C 0 -1/C 0 0 000 0 0
0 1)L —-R/L 1)L 0 0 0 0 0 0
A= 0 0 1/C 0 —-1/C 00 0 0 0
0 0 0 0 0 00 0 1/C 0

Considerando que esta linea representa una pista de un circuito digital, una
forma tipica de trayectoria de entrada es una onda trapezoidal, que puede re-
presentarse exactamente en QSS2 mediante un modelo DEVS (la trayectoria es
seccionalmente lineal).

Dado que la representacién es exacta, tiene validez la ecuacién de la cota de
error Ec.(10.27).

Para simular este ejemplo, usamos los pardmetros R =80 2, C = 0.2 pF, y
L=20nH.

La entrada trapezoidal tiene tiempos de subida y bajada de T} = T3 =
10 psec, mientras que la duracion de los estados alto y bajo es Ty = To = 1 nsec.
Los niveles bajo y alto son 0 V' y 2.5 V, respectivamente.

Tomamos un quantum Av = 4 mV para las variables que representan vol-
tajes (z; con j par) y Ai =10 pA para las corrientes (x; con j impar).

De acuerdo a la Ec.(10.27), esta cuantificacién garantiza que el error en la
variable Vs = x19 es menor que 250 mV.

Las trayectorias de entrada y salida se muestran en la Fig.10.4.

La simulacién tomé un total de 2536 pasos (entre 198 y 319 transiciones
internas en cada integrador) para obtener los primeros 3.2 nsec de las trayecto-
rias.

Repetimos el experimento usando un quantum 100 veces menor en todas las
variables, lo que asegura que el error en V,,; es menor que 2.5 mV . Esta nueva
simulacién consumié un total de 26.883 pasos (aproximadamente 10 veces més,
corroborando lo que dijimos antes de que el niimero de pasos crece con la raiz
cuadrada).

Aunque el niimero de pasos es grande, no debemos olvidar que cada paso
involucra sélamente célculos escalares en tres integradores (el que realiza la
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QSS2 Simulation

3.5

I
0 0.5 1 15 2 25 3

Time

Figura 10.4: Simulacién con QSS2 de una linea de transmisién RLC.

transicién y los dos que estdn directamente conectados al mismo). Esto se debe
a la raleza de la matriz A.

10.7. Simulacion de DAEs con los métodos de
QSS

La Figura 10.5 muestra la linea de transmision de la Fig.10.3, modificada
con el agregado de una carga.

R L R L R L R
Vin C C C ?: % :’Uz Ry
----------- !
Line ! Load

Figura 10.5: Linea de transmisién con proteccién para sobretension.

La carga tiene una resistencia R;, y un circuito de protecciéon formado por
un diodo Zener y un resistor R,. El diodo Zener satisface la siguiente relacién:

1— (v /vp)™

donde m, vy, € Iy son pardmetros. Considerando cinco secciones de la linea de
transmisién, se obtienen las siguientes ecuaciones:

iz

(10.39)
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% — %'%3—%'1'5 (1040)
dzig — 11, _ 1 (Z‘ —U)
AT Cv 9 m%p 10 z

Aqui, la variable de salida, v, es una variable algebraica que satisface:

1 1 1 Iy
7 - T10 (Rp + Rl> e 7T (o Jon)™ 0 (10.41)
El sistema completo es evidentemente una DAE y cualquier método de los
que vimos en los capitulos anteriores deberia iterar sobre la Ec.(10.41) durante
cada paso para encontrar el valor de v,.
Si en cambio intentamos aplicar QSS o QSS3, deberiamos reemplazar x; por
i en las ecuaciones Ec.(10.40) y Ec.(10.41):

% = %'Uin_%'ql_%'QQ
% = év'%—clv'%
oo = Logp-fog-+ow
dzg L .01
e = Lm-4e (10.42)
% = %'QS—%'QQ—%'QM)
doo = %'QQ_ﬁV'(QIO_Uz)
1 11 I
i B e T el S — 10.43
Ao (gt ) T 10:45)

Notar que la Ec.(10.42) parece un QSS, excepto por la presencia de v,. Esta
variable v, esta acoplada a g19, y por lo tanto, cada vez que haya una transicién
en ¢ig, deberfamos iterar en la Ec.(10.43) para encontrar el nuevo valor de v,,
y luego utilizar este nuevo valor en la Ec.(10.42).

Podemos construir un diagrama de bloques de las Ecs.(10.42)—(10.43) como
sigue:

= Representamos la Ec.(10.42) mediante integradores cuantificados y fun-
ciones estaticas, tratando a v, como si fuera una entrada externa.
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= Agregamos un nuevo modelo atémico que compute v, como funcién de
q10- En consecuencia, este bloque tiene a ¢q19 como entrada y a v, como
salida.

Este 1ltimo bloque estara en cargo de la iteraciéon para determinar el nuevo
valor de v, cada vez que ¢ cambie. Ignorando errores de redondeo y asumiendo
que el bloque de iteracién pueda calcular v, de forma correcta, el modelo DEVS
resultante simulard exactamente la DAE definida por las Ecs.(10.42)—(10.43).

Notar que el bloque de iteracién sélo se activa por los cambios en ¢19. En
todos los otros pasos (cuando cambian las otras nueve variables cuantificadas),
no se realiza ninguna iteracién. De esta manera, los métodos de QSS explotan
intrinsecamente la raleza de las DAEs.

El sistema original de las Ecs.(10.40)—(10.41) es un caso particular del modelo
implicito que vimos en el Capitulo 6 del curso:

f(Xa,Xa,u) =0 (10.44)
En el caso de los métodos de QSS, conviene reescribir este sistema en la
forma semi-explicita:

Xa = f(xa,u,2,) (10.45a)
0 = g(Xa,,Ur, Za) (10.45Db)

donde z, es un vector de variables algebraicas de dimension menor o igual que
n. Los vectores X,, y u, son versiones reducidas de x5 y u, respectivamente,
que expresan el hecho que no todas las variables de estado y de entrada influyen
directamente en las ecuaciones implicitas del modelo.

Una forma directa de transformar el sistema de la Ec.(10.44) en el sistema
de la Ec.(10.45) es definiendo z, = X,, de donde X,, = Xa, Uy = U,y g = f —z,.

Sin embargo, en muchos casos (como en el de la linea de transmisién), la
dimensién de x5, y de u, puede ser efectivamente mucho menor que n.

El uso de los métodos de QSS entonces transforma la Ec.(10.45) en:

= f(q,u,z) (10.46a)
0 = g(qr,uy,2z) (10.46D)

y entonces las iteraciones solo deben ser realizadas en los pasos en los que q, 0
u, cambien.

Todo lo que debemos agregar para simular una DAE con QSS o QSS2 serd un
modelo DEVS que reciba como entradas q, o u, y que tenga como salidas a z.
En los hechos, serd un modelo muy similar al de una funcién estatica sélo que
deberd calcular las componentes z; utilizando algin método iterativo.

La Figura 10.6 muestra el nuevo esquema de acoplamiento con el agregado
de un nuevo modelo DEVS que calcula z.
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= ] =JHUUUT qu

Figura 10.6: Esquema de acoplamiento para la simulaciéon con QSS de la
Ec.(10.45).

Aqui no desarrollaremos el modelo genérico de una funcion estatica implicita.
De todas formas, aclaramos que PowerDEVS tiene un modelo genérico que
resuelve una restriccion algebraica de la forma g(v, z) = 0, tanto para el método
de QSS como para QSS2 (y luego veremos que también lo hace para QSS3).

10.8. Manejo de Discontinuidades

En los métodos de tiempo discreto debiamos detectar exactamente los ins-
tantes en los cuales ocurrian las discontinuidades, ya que no podiamos integrar
pasando a través de una discontinuidad. En el caso de los eventos temporales
simplemente debiamos ajustar el paso para que este coincida con el tiempo de
ocurrencia del evento. Frente a eventos de estado, en cambio, debiamos iterar
para encontrar el instante preciso en el que ocurria dicho evento.

En el caso de los métodos de QSS, todos estos problemas desapareceran.
Para ver esto, comencemos analizando un ejemplo sencillo.

El circuito de la Fig. 10.7 es el elevador de tensién, que ya vimos en el
Capitulo 7 del curso.

Recordemos que en este circuito, la llave se cierra y se abre periddicamen-
te, y la tensién sobre la carga R; depende de la relacién entre el tiempo que
estd cerrada y el tiempo que permanece abierta. Habiamos visto también el
siguiente modelo simplificado de la dinamica del circuito:
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L

Figura 10.7: Circuito Elevador.

1(t) == (U — s4(t) - 22(t)) (10.47a)
i) (t)
R
donde x, es la corriente por la bobina, x; es la tensién en el capacitor, U es la
tensién continua de alimentacién y s, (t) vale 1 (llave abierta) o 0 (llave cerrada).

La senal s, (t) estaba representada por:

{0 sit-f—int(t-f) <6

—_ =

@2 (t) =5 (50 (t) - 21(t) = ) (10.47b)

Sw(t) = (10.48)

1 en otro caso

donde 0 < § < 1 era el ciclo activo de la llave, es decir, la fraccién de periodo
que permanece cerrada y f es la frecuencia de conmutacién. Notar que la llave
permanece cerrada entre 0 y §/f, abierta entre §/f y 1/ f, nuevamente cerrada
entre 1/f y (1+9)/f, ete.

Para aplicar el método de QSS o de QSS2, simplemente haremos lo siguiente:

(U = su(t) - 2(1)) (10.49a)

Za(t) :E(Sw(t) ~q(t) — ) (10.49b)

Mirando esta tdltima ecuacién, si nadie nos dice que s, (¢) viene de un sub-
sistema discreto, podriamos pensar que se trata de una simple entrada seccio-
nalmente constante. De hecho, los métodos de QSS lo tratarian asi. El hecho
de que una senal sea seccionalmente constante era un problema en los métodos
de tiempo discreto. QSS en cambio trata todas las senales como seccionalmente
constantes.

Tanto los integradores como las funciones estaticas pueden recibir eventos
en cualquier momento (de hecho, funcionan asf ain con los sistemas sin discon-
tinuidades). Por eso, una sefial de entrada seccionalmente constante como s, (t)
no trae ningin problema y no requiere ningin tratamiento especial.
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Para corroborar esto, simplemente construimos el modelo PowerDEVS de la
Ec.(10.49). El mismo puede verse en la Fig.10.8.

WS Integrator Multiplier2 W52 Inteqrator2

Pulze
Traind

Constantl

Figura 10.8: Modelo PowerDEVS del circuito elevador.

Para dicho modelo utilizamos los pardmetros C' = 220x107%; L = 150x10~;
R; =30; U =5; f =25000y § = 0.63. La simulacién desde condiciones iniciales
nulas con tiempo final t; = 0.1 con el método de QSS2 usando un quantum
AQ; = 0.01 en ambas variables da como resultado la grafica que se muestra en
la Fig.10.9.

12

10 b

0 I I I I
0 0.01 0.02 0.03

i i
0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1
Tiempo

Figura 10.9: Tensién de salida en el circuito elevador.

El nimero de pasos fue de 5518 en el integrador que calcula z; y 4134 en el de
x2. Ademds, hubo 5000 eventos en la variable s,,(t). Ademds de haber muy pocos
pasos en comparacion con la frecuencia a la que ocurren las discontiunidades,
la principal ventaja de esta simulacién es que no tuvimos que hacer ningin tipo
de tratamiento de discontinuidades. Los métodos de QSS se las arreglan por
si solos.
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Veamos ahora que ocurre en presencia de eventos de estado. Para eso, reto-
maremos el ejemplo de la pelotita que rebota contra el piso del Capitulo 7 del
curso:

i’l(t) :xg(t) (1050&)
1
22(t) = =g = su(t) - —(k-a1(t) +b-22(t)) (10.50b)
donde
5y = {0 sizi(t) >0 (10.51)
1 en otro caso
Si aplicamos aqui QSS o QSS2, transformaremos la Ecs.(10.50) en:
@1(t) =qa(t) (10.52a)
. 1
Za(t) =— g — Su(t) - E(k cqu(t) +b-qa(t)) (10.52b)

En cuanto a la Ec.(10.51) podriamos dejarla como estd (y en ese caso calcu-
larfamos s, (t) a partir de la variable de estado 1), o podriamos cambiarla
por:

(10.53)

0 siqp (t) >0
Sw =
1 en otro caso

lo que dice que calculamos la variable s,,(t) a partir de la variable cuantificada
q1. Cualquiera de las dos opciones es valida.

El tnico cambio respecto a lo que venfamos haciendo es que ahora, s, /(t)
es una funciéon discontinua del estado. Todo lo que necesitamos es un bloque
que tenga como entrada ¢; (o x1) y como salida s, (t). El resto son simples
integradores cuantificados y funciones estaticas.

El bloque que calcula s,,(t) es de hecho una funcién estética, pero cuando
la entrada sea seccionalmente lineal o parabdlica, la salida serd seccionalmente
constante y los instantes de las discontinuidades en la salida serdan distintos a los
de las discontinuidades de la entrada. Por lo tanto, dicho bloque debera tener
la capacidad de detectar sus propias discontinuidades (o sea, los cruces por 0 de
q1 o de z1).

La Fig.10.10 muestra un modelo PowerDEVS del sistema. En dicho modelo,
aparece una funcién discontinua (Comparador), que es el modelo DEVS corres-
pondiente a la Ec.(10.53). Este bloque compara dos entradas (pueden ser hasta
seccionalmente parabdlicas) y produce eventos cuando las mismas se cruzan. En
nuestro caso, una es constante e igual a cero (altura del piso) y la otra es la
altura de la pelotita (g1). La salida en este caso es entonces la variable s, (t).

El bloque Comparador que mencionamos, simplemente calcula en forma
exacta el tiempo para el proximo cruce resolviendo una ecuacién cuadratica
(en caso que alguna entrada sea seccionalmente parabdlica, sino es mas simple
aun) cada vez que recibe un nuevo evento.
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Figura 10.10: Modelo PowerDEVS de la pelotita rebotando.

Como podemos ver en este ejemplo, el manejo de las discontinuidades en los
métodos de QSS se hace en la propia implementacién de las funciones estati-
cas. El resto de los bloques (integradores cuantificados, generadores, y demds
funciones estdticas) no se modifican para nada.

PowerDEVS cuenta con varios bloques hibridos que manejan discontinuida-
des y que pueden utilizarse con los métodos de QSS.

Para corroborar el funcionamiento correcto de este modelos simulamos el
sistema con el método de QSS2 durante 5 segundos. En este caso, consideramos
pardmetros m = 1, b = 30, k = 1 x 10 y g = 9.81. Las condiciones iniciales
fueron z(0) = 1 y v(0) = 0. Utilizamos un quantum AQ; = 1 x 10~ en ambas
variables. Los resultados se muestran en la Fig.10.12.

Esta manera tan simple y eficiente de tratar las discontinuidades es de hecho
la principal ventaja practica de los métodos de QSS.

10.9. Problemas Propuestos

[P10.1] Cota de Error en Sistemas Lineales
Dado el sistema Lineal y Estacionario:

Ta, = Zay
Tay = —2-Tqy — 3 Tay

con condiciones iniciales, x4, (0) = z4,(0) = 1.
1. Calcular la solucién analitica, x4, (t) v X, (£).

2. Obtener una solucién aproximada, x1(t) y x2(t), con el método de QSS
usando AQ = 0.05 en ambas variables.
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Figura 10.11: Simulacién con QSS2 de la pelotita rebotando.

3. Dibujar las trayectorias de error, e;(t) = x;(t) — x4, (t), y compararlas con
la cota tedrica de error dada por la Ec.(10.27).

[P10.2] Error de Cuantificacién de Entrada
Demostrar la validez de la Ec.(10.28).

[P10.3] Funcién Lineal Estatica en QSS2
Obtener el modelo DEVS (o PowerDEVS) de una funcién estética lineal:

l
fi(z) = Zai,j - Zj (P10.3a)
j=1
que tenga en cuenta los valores y sus pendientes.

[P10.4] Circuito Elevador con Diodos
Repetir el Problema [P7.5] utilizando el método de QSS2.

[P10.5] Neurona Pulsante
Repetir el Problema [P7.6] utilizando el método de QSS2.
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