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Resumen

Se presenta el algoritmo EMD (empirical mode decomposition, o descomposicion empirica de
modos) y la transformada de Hilbert-Huang, junto a sus aplicaciones para el procesamiento de sefiales,
como por ejemplo el filtrado robusto de ruido, la deteccion de componentes armoénicas y la
codificacion digital de audio. EI método EMD descompone cualquier sefial real en una secuencia de
funciones puramente oscilatorias moduladas en amplitud y frecuencia, llamadas IMF (intrinsic mode
functions, o funciones de modo intrinseco). Estas funciones permiten construir una representacion
gréfica de energia-tiempo-frecuencia de los datos de entrada, llamada transformada de Hilbert-Huang,
de mayor precision que otras herramientas clésicas. Estas herramientas fueron desarrolladas en el
Laboratorio de Acustica y ElectroacUstica de la Universidad Nacional de Rosario, Argentina.

PACS: 43.60.Ek; 43.60.Wy.
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1 Introduccién

Cualquier sefial temporal con modulaciéon de amplitud (AM) y frecuencia (FM) suave
puede describirse como una funcion de tipo c(t) = a(t)xcos[¢(t)], donde a(t) y ¢(t) son la
amplitud y la fase instantanea, respectivamente. De acuerdo con [Hahn, 1996], esa sefial
puede ser asociada a una funcion compleja del tipo z(t) = a(t)xexp[i ¢(t)], llamada sefal
analitica, manteniendo la misma informacion que la sefial original. La ventaja de la sefial
analitica es que permite calcular la amplitud y fase con mayor facilidad, pues a(t) = ||z(t)|| y
d(t) = Im{In[z(t)]}, donde Im{e} es el operador parte imaginaria.

El algoritmo EMD [Huang et al., 1998], [Rilling et al., 2003] es una herramienta de
procesamiento digital de sefiales que permite descomponer cualquier sefial temporal x(t) en
una serie de funciones puramente oscilatorias con modulacion AM-FM suave y facilmente
caracterizables. Estas funciones son llamadas IMF y pueden tener asociadas sus propias
sefiales analiticas.

El método EMD se define a traves del diagrama de flujo mostrado en la Figura 1. Este
proceso iterativo, conocido como tamizado, consiste en extraer las diferentes componentes
oscilatorias en forma recursiva, desde el detalle méas fino (mayor resolucién) hasta el detalle
mas grosero (menor resolucion). Para esta extraccion, se resta la media local m(t) a la sefial
analizada x(t). Esta media se calcula como el promedio de las envolventes superior emax(t) e
inferior emin(t), que son calculadas via interpolacion entre los méximos y minimos locales de
la sefial en cuestion, respectivamente. En realidad, este processo es iterativo porque el detalle
local d(t) extraido de la entrada puede no ser suficientemente simétrico en relacion al eje de
abcisas. Esta simetria es importante, pues de cumplirse se facilita el analisis matematico del
detalle.

Un ejemplo de analisis de sefiales con el método EMD se expone en la Figura 2 *. El
panel (a) muestra la sefial de entrada x(t), que consiste en la suma de una senoide de amplitud
0,5 y frecuencia 0,02 y dos sefiales de barrido espectral parabolicos de amplitud unitaria y
frecuencias contenidas en las bandas [0,05; 0,1] y [0,08; 0,2]. El panel (b) muestra, para un
pequefio intervalo temporal, la entrada junto a las envolventes superior emax(t) (color azul) e
inferior emin(t) (color rojo) como resultado de la interpolacion entre los maximos y minimos
locales de la entrada, respectivamente. En ese panel también se muestra en color magenta la
media local m(t) = %2 x [emax(t) + emin(t)]. Esta sefial restada a la secuencia de entrada permite
obtener el detalle local d(t) mostrado en el panel (c) en color negro. Esta sefial no es
completamente simétrica alrededor del eje horizontal, pues su media local (en color magenta)
es no nula. Por este motivo se realizan iteraciones sobre esta misma serie temporal tantas
veces como sea necesario hasta obtener una serie simétrica como la graficada en color negro
en el panel (d). En este punto, el detalle es considerado la primera funcion IMF.

El analisis de sefial con EMD continta de este modo iterando sobre el residuo, que es la
entrada sin el detalle anteriormente calculado (consistente en la primera IMF). El préximo
detalle extraido es entonces otra IMF de siguiente orden, que contiene informacion en escalas
temporales mas groseras, 0 sea con frecuencias menores. La extraccion de los sucesivos
detalles continda de esta forma hasta que el residuo: 1) es despreciable o bien 2) no contiene
mas extremos locales, o0 sea, es una funcién monotona Ilamada residuo final ry(t) (también
Ilamada residuo a secas).

! Este ejemplo fue analizado con el algoritmo de EMD presentado por [Rilling et al., 2003] y esta disponible en:
http://perso.ens-lyon.fr/patrick.flandrin/emd.html
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Figura 1. Algoritmo de EMD.

Como resultado final, se obtiene un conjunto de funciones IMF cy(t), ordenadas de
mayor a menor frecuencia media, que describen la entrada como:

X(t) = ch (t) + 1y (©). 1)

La Figura 3 muestra las cuatro funciones IMF para la sefial de la Figura 2 (a). Estas
sefiales estan ordenadas de mayor a menor frecuencia media. Notese que las IMF de ordenes 1
y 2 contienen las respectivas sefiales de barrido espectral que componen la entrada. Ademas,
como se observa en el panel inferior, la componente restante de la entrada (la sefial senoidal,
en color negro) estd contenida en la suma de la IMF de orden 4 y el residuo ry(t) (en color
rojo). En conclusion, el algoritmo EMD permite obtener funciones que representan
fendmenos fisicos contenidos en la sefial analizada.
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Figura 3. Funciones de modo intrinseco asociadas a la sefial de entrada. El
gréafico inferior ilustra la suma del residuo con la IMF de orden 4 (color
rojo), y la sefial senoidal contenida en la entrada (color negro, trazo
intermitente).

2  Aplicaciones

En la Figura 3 se observa que la cantidad de funciones IMF es reducida. Dicha cantidad
depende de la sefial analizada, y como maximo llega a ser #IMF = log,(K) —que se cumple
para el caso de ruido blanco—, donde K es la cantidad de muestras de la secuencia analizada
[Wu, Huang, 2004]. Esta propiedad de pocas IMF puede ser util para la codificacion de audio
[Marengo Rodriguez, Miyara, 2009] o de imagenes [Linderhed, 2002]. Finalmente, se observa
en la Figura 3 que el espectro de la IMF de orden 3 estd contenido entre una de las dos sefiales
de barredura y la senoidal pura de la entrada. En algunos casos, esta informacion irrelevante
puede suprimirse, y la senoide de entrada podria detectarse en una sola funcién. Esto puede
realizarse via el algoritmo EEMD (en inglés, EMD por conjuntos) [Wu, Huang, 2009]. De
esta manera, EMD y EEMD permiten descomponer la entrada en términos de sefiales
fisicamente relevantes de forma clara.

Otra aplicacion de EMD muy difundida es el filtrado robusto de ruido [Marengo
Rodriguez et al., 2007, 2008], [Marengo Rodriguez, 2008], [Neyra Astudillo et al., 2011]. En
estos casos, el ruido estd contenido en las IMF de primer y ultimo orden. Al sustraer esas
funciones de la entrada (en aplicaciones conocidas como denoising y detrending), se obtiene
la sefial con relacion sefial-ruido muy superior a la de entrada.
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3  Transformada de Hilbert-Huang

Ademas del método EEMD que permite agrupar mejor las funciones IMF en bandas
espectrales adyacentes, hay otras herramientas asociadas a EMD. Por ejemplo, al aplicar la
transformada de Hilbert H{e} a cada IMF a(t)xcos[¢(t)], se obtiene su componente en
cuadratura, es decir %

H { a(t) x cos[(t)] } = a(t) x sen[¢(D)]. )

Esta ultima componente multiplicada por la unidad imaginaria i permite obtener la sefial
analitica asociada a(t)xexp[i ¢(t)]. Esto se conoce como transformada de Hilbert-Huang o
HHT [Hahn, 1996], y permite obtener una representacion energia-tiempo-frecuencia de la
entrada con mayor precision. Dicha representacion esta dada por la siguiente expresion:

X(t) = Re{ZN: a, () xexpli [, (¥ dt)} o, (), @3)

k=1

donde [ oy (t) dt = ¢i(t) es la fase instantanea de la k-ésima IMF, dada por la frecuencia
angular instantanea w (t). En muchos casos, se puede ignorar el residuo por ser una funcion
monotona que no aporta informacion espectralmente relevante. La ecuacion (3) puede
compararse con la representacion en series de Fourier de la sefial en cuestion:

() - Re{iak <expli o, t)}. @

k=1

La Ecuacién (4) es muy similar a la Ecuacién (3), pero contiene una mayor cantidad de
términos pues en cada uno de ellos es constante tanto la amplitud como la frecuencia. En la
Ecuacion (4), en cambio, la amplitud y la frecuencia son variables en el tiempo. Por dicha
semejanza es que la transformada HHT se conoce también como la transformada de Fourier
generalizada. Como ejemplo de andlisis, se toma un tono de 2 kHz seguido de otro tono de
1 kHz. La transformada HHT y el espectrograma de esta secuencia se muestran en falsos
colores en la Figura 4. Por comparacion visual entre ambas distribuciones se evidencia la
mayor precision de la transformada HHT. En términos especificos, esta herramienta no posee
las limitaciones de resolucion tiempo-frecuencia que si posee el espectrograma, ya que HHT
analiza el comportamiento espectral de cada funcion monocomponente (IMF) por separado en
lugar analizar la secuencia de entrada que contiene todas las componentes presentes sin su
previa descomposicion.

2 La Ecuacion (2) se verifica siempre que se cumplan las condiciones establecidas por el teorema de Bedrosian
[Bedrosian, 1963] y de Nuttall [Nuttall, 1966].
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Figura 4. HHT (arriba) y espectrograma (abajo).

4 Conclusién

Este documento presenta los lineamientos basicos de las herramientas EMD y HHT y
sus aplicaciones y ventajas en el area de procesamiento digital de sefiales.
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