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Resumen

En esta Tesis se presentan los fundamentos y la teoria de una nueva forma de
aproximacién de ecuaciones diferenciales ordinarias aplicada a la integracién
numérica y al control digital.

Reemplazando la discretizaciéon del tiempo de los métodos cldsicos por la
cuantificacién de los estados —un enfoque de aproximacién previamente disponi-
ble en la literatura— dos nuevos métodos numéricos de integracién son obtenidos.
Debido a esta técnica de discretizacion, los modelos de simulacion resultantes son
sistemas de eventos discretos en lugar de ser de tiempo discreto como en todos
los métodos numéricos clasicos. Este hecho conlleva varias ventajas practicas,
entre las que se destacan una explotacion eficiente de la ralitud y una reduccién
importante del costo computacional en la simulacién de Sistemas Hibridos.

Desde el punto de vista tedrico, los métodos desarrollados pueden ser ana-
lizados como sistemas continuos en presencia de perturbaciones acotadas. En
base a esto se demuestran propiedades relacionadas a la estabilidad, conver-
gencia y cotas de error de global, observandose también aqui algunas nuevas
ventajas sobre los enfoques clasicos.

La aplicacién del nuevo método de primer orden en la discretizacion de
controladores continuos junto a un esquema de muestreo asincrénico permite
definir una metodologia novedosa de control digital donde se evita idealmente
la discretizacion del tiempo. En consecuencia, esta nueva técnica mejora consi-
derablemente la respuesta dinamica en sistemas de control digital reduciendo a
la vez los costos computacionales y el trafico de informacién entre la planta y el
controlador.
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Capitulo 1

Introduccion

El abordaje de la mayor parte de los problemas de ingenieria modernos es casi
inconcebible sin la utilizaciéon de técnicas de simulacién. Debido a cuestiones
de riesgo y costo, la experimentacion directa sobre sistemas reales estd dejando
su lugar a la experimentacién sobre modelos de simulacién (si bien hay excep-
ciones). Hoy en dia es muy dificil encontrar problemas de disefio que puedan
llevarse a cabo sin la ayuda de una computadora.

La creciente complejidad de los sistemas hechos por el hombre y la necesidad
de resultados cada vez mas precisos y rapidos estimularon el desarrollo de cientos
de nuevas técnicas de simulacién en los ultimos 40 anos.

Simultaneamente, la aparicién de las computadoras modernas y su sorpren-
dente evolucién brindé la herramienta necesaria que permite la implementacion
de los métodos de simulacién mas complejos de una manera simple y eficiente.

Debido a esto, la simulacién por computadoras constituye una disciplina en
sf misma. Como toda disciplina, estd dividida en muchas subdisciplinas que
tratan con diferentes problemas especificos.

Los problemas en ingenieria involucran siempre sistemas fisicos. Debido a
que la mayor parte de las leyes fisicas son descriptas por ecuaciones diferenciales,
la simulacién en ingenieria se relaciona con la resolucién numérica de ecuaciones
diferenciales. Este tema es también llamado Simulacion de Sistemas Continuos.

Sin embargo, los sistemas modernos de ingenieria muchas veces incluyen
dispositivos digitales —controladores digitales, por ejemplo— cuya descripcion
mediante ecuaciones diferenciales no es para nada apropiada. Este hecho agrega
mas complejidad al tema y conduce a la familia de los Sistemas Hibridos.

En muchas aplicaciones, las simulaciones deben realizarse en tiempo real.
Ejemplos tipicos son los sistemas llamados man—in-the-loop systems (simula-
dores de vuelo por ejemplo) y, mds generalmente, simulaciones que interactian
con sistemas del mundo real.

Los sistemas de control digital pueden ser considerados parte de esta ultima
categoria ya que deben interactuar con una planta real. Teniendo en cuenta
que las plantas se describen generalmente mediante ecuaciones diferenciales y
que consecuentemente la mayor parte de los controladores son disenados para
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satisfacer una ley continua, la implementacion digital de controladores continuos
puede verse como un problema de simulacién en tiempo real. Como tal, debe
llevarse a cabo a través de diferentes técnicas de discretizacion.

El objetivo de esta Tesis es el de desarrollar una familia completamente nueva
de métodos numéricos para ecuaciones diferenciales ordinarias —que puedan ser
también aplicados a sistemas hibridos y a sistemas de Ecuaciones Diferenciales
Algebraicas— y utilizar las mismas ideas para la implementacién de controladores
digitales.

La principal innovacién en los métodos numéricos es el hecho de evitar la
discretizacién temporal. Todos los métodos existentes para ecuaciones diferen-
ciales ordinarias se basan en el cdlculo de una solucién aproximada en ciertos
instantes discretos de tiempo. Aqui en cambio, se reemplaza esta discretizacion
por la cuantificacién de las variables de estado.

En consecuencia, el modelo de simulacion resulta de eventos discretos en
lugar de ser de tiempo discreto por un lado. Este hecho produce, en algunos
casos, una reduccién importante de los costos computacionales (especialmente
en sistemas hibridos).

Por otro lado, esta nueva aproximaciéon conlleva propiedades tedricas bas-
tante fuertes relacionadas con la estabilidad, convergencia y cotas de error.

Ambos tipos de ventajas —practicas y tedricas— son también verificadas en
la aplicacién de control digital mencionada.

1.1 Organizacion de la Tesis

Esta Tesis estd concebida como un trabajo autocontenido donde cada capitulo
estd basado en los anteriores aunque esto no siempre coincida con el orden
cronolégico en el que los temas fueron desarrollados.

Por un lado, se asume que todos los conceptos basicos —o sea los concep-
tos que se aprenden habitualmente a nivel de grado en Control y en Métodos
Numéricos— son ya conocidos. Por otro lado, los temas, herramientas y concep-
tos nuevos son introducidos solamente para su utilizacién en el contexto de esta
Tesis.

De esta forma, la Tesis no incluye ni una teoria completa ni una descripcion
del estado del arte sobre DEVS!, teoria de perturbaciones, integracién numéricas
y los otros conceptos involucrados.

Muchos resultados tedricos originales, incluyendo teoremas y demostracio-
nes, estan incluidos en la Tesis. Con el objeto de brindar al lector la posibilidad
de saltearlos, la mayor parte de los mismos estan concentrados en un capitulo.

En lo que se refiere a notacién, las denominaciones clasicas de las teorias
de control y de DEVS fueron utilizadas simultdneamente. Por esto, algunos
simbolos son redefinidos frecuentemente para su utilizacién en los distintos con-
textos. De esta forma, el significado de cada simbolo debe verse de acuerdo a
la tltima definicion efectuada.

Teniendo en cuenta todos estos principios, la Tesis se organiza como sigue:

1E] listado de las abreviaciones utilizadas en la Tesis se encuentra en el Apéndice A
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Este primer capitulo introductorio brinda una descripcién de la Tesis com-
pleta, no sélo enumerando los resultados sino también intentando relacionarlos
con el estado del arte actual.

El segundo capitulo presenta la semilla de las ideas principales en las que se
basa el resto del trabajo. Se introducen alli los conceptos originales sobre cuan-
tificacién y DEVS, comenzando con un ejemplo motivador en la Seccién 2.1.
Luego, las secciones 2.2 a 2.4 desarrollan una teoria ad—hoc sobre DEVS que
es luego utilizada en el resto de la Tesis. Tras esto, la Seccién 2.5 muestra
la relacién entre el primer ejemplo y DEVS presentando el concepto de Siste-
mas Cuantificados (QS, por Quantized Systems), que fue la primer idea para
aproximar ecuaciones diferenciales con modelos DEVS.

En ese punto se termina practicamente la descripcién del estado del arte y
luego, la Seccién 2.6 describe el principal problema —llamado ilegitimidad— que
exhiben los Sistemas Cuantificados. El descubrimiento de este problema y el ha-
ber encontrado la solucién fueron probablemente la motivacién mas importante
de este trabajo.

El tercer capitulo comienza describiendo la soluciéon al problema de ilegi-
timidad, que consiste en agregar histéresis a la cuantificacion. Basado en el
uso de funciones de cuantificacién con histéresis —definidas formalmente en la
Seccién 3.1- se presentan entonces en la Seccién 3.2 los Sistemas de Estados
Cuantificados (QSS, por Quantized State Systems) y el método de QSS. Este
método es el primer método general de eventos discretos para la integracion
numérica de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (ODEs, por Ordinary Diffe-
rential Equations).

En base al estudio de la forma de las trayectorias (Seccién 3.3), en la Sec-
cion 3.4 se deduce el modelo DEVS de un QSS. Este modelo muestra a su vez
la manera practica de implementar el método. Tras presentar la simulacién de
un ejemplo simple —donde se evidencian algunas cualidades tales como la ex-
plotacion de ralitud— las Secciones 3.5 y 3.6 explican algunos aspectos practicos
sobre el uso del método de QSS. Por tultimo, el capitulo termina concluyendo
sobre la necesidad de un andlisis tedrico méas profundo.

El Capitulo 4 esta dedicado al estudio de las principales propiedades tedricas
de la aproximacion. Tras explicar la relacién entre el método de QSS y la teoria
de sistemas perturbados, la propiedad de convergencia es demostrada en el teo-
rema incluido en la Seccién 4.2. Luego, se estudian las propiedades generales de
estabilidad mediante un enfoque de Lyapunov (Seccién 4.3). El principal resul-
tado en este punto (Teorema 4.2) concluye que —bajo ciertas condiciones— puede
asegurarse que las soluciones del QSS aproximado estan finalmente acotadas.

Pese a la importancia y la generalidad de este resultado de estabilidad, su
utilizacién préictica es bastante complicada y conservadora (principalmente de-
bido a la presencia de funciones de Lyapunov). Por esto, el anélisis se lleva luego
al drea de los sistemas Lineales Invariantes en el Tiempo (LTI por Linear Time
Invariant), donde se estudian habitualmente las propiedades de los métodos
numeéricos clasicos. Aqui, para evitar resultados conservadores, se presenta una
nueva forma de establecer una cota de los efectos de las perturbaciones. Este
nuevo resultado es luego comparado con el enfoque clasico de Lyapunov pa-
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ra sistemas LTI (introducido previamente en la Seccién 4.4), mostrandose la
conveniencia de utilizar el nuevo enfoque.

En base a este nuevo enfoque, en la Seccién 4.6 se demuestran no sélo las
propiedades de estabilidad sino también la cota de error global del método de
QSS en sistemas LTI. Estos resultados tedricos son entonces aplicados para la
eleccién de la cuantificacién e histéresis apropiadas de acuerdo a la precision
deseada. A pesar de las bondades de las propiedades demostradas, el estudio
tedrico también concluye en que no puede alcanzarse una buena precisién sin
aumentar significativamente el nimero de pasos. Por esto, se torna necesario
formular una aproximacién de orden superior.

El quinto capitulo presenta entonces los Sistemas de Estados Cuantificados
de Segundo Orden (QSS2) y el método QSS2 siguiendo un procedimiento simi-
lar al utilizado en la presentacion del método QSS. Tras estudiar la forma de
las trayectorias en la Seccién 5.2, se deduce el modelo DEVS correspondiente
(Seccién 5.3) y luego las propiedades tedricas estudiadas en el Capitulo 4 son
extendidas al nuevo método. Por dltimo, la simulacién de algunos ejemplos —
que muestra también varias ventajas practicas— es seguida con una comparacion
tedrica y empirica entre los dos métodos propuestos.

El Capitulo 6 estd dedicado a la extension de los métodos de QSS y QSS2
para ciertos casos especiales. Las Secciones 6.1 y 6.2 estudian el uso de di-
chos métodos en Sistemas de Ecuaciones Diferenciales Algebraicas (DAE, por
Differential Algebraic Equation) , brindandose una metodologia general para
el caso de indice 1. Ademds, se presenta una solucién alternativa bloqueorien-
tada que permite la simulacién directa en diagramas de bloque que contienen
lazos algebraicos. Los ejemplos simulados mediante ambas soluciones muestran
un ventaja: el método sélo debe iterar con la ecuacion algebraica implicita en
algunos pasos particulares.

La Seccién 6.3 muestra el uso de los métodos nuevos en la simulacién de
Sistemas Hibridos. Aqui, el conocimiento de las trayectorias completas en QSS y
QSS2 sumado al comportamiento asincrénico intrinseco de los métodos brindan
varias ventajas que se evidencian en la simulacién de dos ejemplos ilustrativos
en los que se incluye un andlisis comparativo con los métodos clasicos.

Este capitulo finaliza presentando la aplicacién del método de QSS en la
simulacién de Bond Graphs (BG). El esquema resultante —llamado Bond Grap-
hs cuantificados (QBG, por Quantized Bond Graphs)— brinda una forma muy
simple de realizar una simulacién directa del modelo Bond Graph de un sistema
fisico. En este caso, la Seccién 6.5 esboza también una nueva forma de tratar
los sistemas DAEs de indice superior resultantes de modelos BG, en la cual se
obtiene un comportamiento conmutado y se evitan los algoritmos iterativos.

El séptimo capitulo presenta el uso del método de QSS en aplicaciones de
control en tiempo real. La aproximacién por QSS de un controlador continuo
previamente disenado implementada junto a un método de muestreo asincrénico
definen un esquema nuevo de control digital en el cual teéricamente se evita
la discretizacién temporal. Este método de control asincrénico se denomina
Control de Estados Cuantificados (QSC, por Quantized State Control) y se
define formalmente en la Seccién 7.2.
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Anélogamente a los métodos de simulacion, QSC puede ser analizado como
una version perturbada del sistema de control original con el objetivo de deducir
sus propiedades tedricas. Utilizando este hecho, las Secciones 7.4 a 7.7 estudian
la estabilidad y cota final de sistemas QSC no lineales, comenzando por el caso
particular invariante en el tiempo (TI, por Time Invarying) y luego yendo a
los casos generales inestacionarios. En estos casos, basados en los teoremas de
estabilidad correspondientes, se desarrollan dos algoritmos practicos de diseno
cuyo uso es ilustrado mediante ejemplos de simulacién. Por ultimo, en la Sec-
cién 7.8 se demuestra la convergencia de las trayectorias del sistema QSC hacia
las trayectorias del sistema de control continuo (CCS, por Continuous Control
System) cuando la cuantificacién tiende a cero.

En el Capitulo 8, se estudia el caso particular de QSC aplicado a sistemas
LTT y se discuten algunos aspectos practicos de la metodologia. Tras presentar
el modelo QSC de un Sistema LTI, la Seccién 8.2 presenta los resultados de
estabilidad y cota final basados en las herramientas de andlisis no conservativas
desarrolladas en el Capitulo 4. Estos resultados son luego traducidos en reglas
de diseno précticas que son aplicadas en dos nuevos ejemplos en los cuales
también pueden observarse algunas ventajas con respecto a la utilizacién de
control digital clasico de tiempo discreto. Luego, en las Secciones 8.4 y 8.5 se
realizan los comentarios finales sobre problemas de implementacién y sobre las
ventajas practicas del esquema.

Finalmente, el iltimo capitulo de la Tesis estd dedicado a la discusion de
los problemas no resueltos, los temas abiertos, la investigacién futura y las
conclusiones generales.

1.2 Contribuciones Originales

Desde las ultimas péaginas del segundo capitulo hasta el final de la Tesis la mayor
parte de los resultados son originales.

La principal contribucién es el desarrollo de un camino formal novedoso
para aproximar ecuaciones diferenciales ordinarias, que no sélo incluye métodos
y aplicaciones sino también una amplia variedad de herramientas de anélisis.

Los primeros resultados originales fueron el descubrimiento de la ilegitimidad
de los Sistemas Cuantificados, el hallazgo de una solucién basada en la utiliza-
cion de histéresis y las definiciones de funciones de cuantificacién con histéresis
y Sistemas de Estados Cuantificados.

Todo el trabajo sobre QSS es también original. Alli, el estudio de la forma
de las trayectorias, la deduccién de los modelos DEVS, las cuestiones practicas
relacionadas con la incorporacién de senales de entrada, arranque e interpolacién
fueron todas desarrolladas como parte de este trabajo.

Otra contribucién fue el descubrimiento de la relacién entre QSS y los sis-
temas perturbados. En base a esto fue posible entonces realizar todo el estudio
teodrico de estabilidad y convergencia, convirtiendo asi al método de QSS en una
técnica de integracion bien establecida.

Una contribucién colateral resultante de este estudio tedrico es un nuevo y
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menos conservador camino para analizar la cota final de sistemas LTI pertur-
bados que puede utilizarse no sélo en el contexto de cuantificacién sino también
en problemas mas generales relacionados con perturbaciones. La utilizacién de
esta nueva herramienta de andlisis en el método de QSS permitié establecer una
cota practica para el error global.

Otro resultado original es la definicién del método de segundo orden QSS2 y
todo el trabajo hecho alrededor del mismo: deduccién de las formas de las tra-
yectorias, construccién del modelo DEVS y estudio de sus propiedades tedricas.

La extensiéon de los métodos para su uso en DAEs, Sistemas Hibridos y
Bond Graphs, asi como todo el andlisis tedrico y préactico realizado en torno a
los mismos es también original.

En lo que respecta a control, la definicién de QSC es el primer esquema de
control asincrénico que puede verse como la aproximacién de un controlador
continuo. A excepcién de la técnica de muestreo asincrénica, es original todo el
estudio sobre QSC (definiciones, propiedades tedricas y observaciones practicas).

1.3 Trabajos Relacionados y Relevancia de los
Resultados

Entre los trabajos que tienen cierta relaciéon con esta Tesis, hay dos casos dife-
rentes que deben distinguirse.

Por un lado, hay trabajos que utilizan una metodologia similar intentando
relacionar DEVS y ecuaciones diferenciales. Por otro lado, hay trabajos que,
basados en métodos y herramientas diferentes, intentan brindar soluciones a
problemas similares.

Con respecto al primer grupo, no hay ain una importante cantidad de tra-
bajos en la literatura.

Las primeras ideas y definiciones se deben a Bernard Zeigler. Tras definir
DEVS [68] en los setentas, el concepto de Sistemas Cuantificados tomé mds de
20 arfios en ser definido formalmente [66]. En el contexto de esta linea pueden
encontrarse algunas aplicaciones interesantes en [63].

Siguiendo una meta similar —i.e. relacionar DEVS y ODEs— Norbert Giam-
biasi trabajé sobre un enfoque propio de representacion de trayectorias por
eventos definiendo GDEVS [16], que también fue aplicado a Bond Graphs en
[48]. A pesar que la representacién de trayectorias seccionalmente lineales en
QSS2 mediante eventos fue hecha utilizando algunos conceptos desarrollados
alli, GDEVS se basa en el conocimiento previo de soluciones de la ODE y no
puede verse como un método general de simulacion.

Hay también cierto trabajo reciente de Jean—Sebastien Balduc [2], pero —
aunque la propuesta es bastante interesante — la investigacion no llegé aun a
resultados que vayan mucho mas alla que las ideas originales de Zeigler.

Esta Tesis puede ser vista en parte como una continuacién del trabajo de
Zeigler en el tema. Aqui, el problema principal (la ilegitimidad) es senalado
y solucionado y el método QSS resulta entonces el primer algoritmo general
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de integracién de ecuaciones diferenciales por eventos discretos. Sin embargo,
como ya fue mencionado, la resolucién del problema de ilegitimidad fue sélo el
comienzo. El trabajo fue luego extendido hacia una amplia variedad de campos
tedricos y practicos.

A pesar que el problema de simulaciéon de DEVS en tiempo real ha veni-
do siendo considerado desde hace 10 anos [64], no hay precedentes de su uso
en control continuo. De todas formas, habia una idea previa sobre el uso de
cuantificacion para aproximar controladores continuos utilizando autématas de
estados finitos [44]. Sin embargo, debido a que los autématas finitos no son tan
generales como DEVS, los modelos resultantes son no deterministas al menos
que se utilice una cuantificacién muy sofisticada.

En lo que respecta al segundo grupo —los trabajos relacionados que apuntan
a los mismos problemas con diferentes herramientas— encontramos aqui toda
la literatura sobre integracién numérica y el control digital. Sin embargo, los
problemas para los cuales este trabajo intenta brindar mejoras estan en realidad
mucho ma&s acotados.

Es imposible de todas formas conocer y mencionar todo lo que se esta rea-
lizando para resolver todos esos problemas. Por esto, los trabajos mencionados
aqui son sdlo los que estan mas relacionados con los resultados més importantes
de esta Tesis.

Una de las caracteristicas mas salientes de los métodos de QSS y QSS2 es
la manera en la que estos explotan la ralitud. En este campo se estan hacien-
do muchos esfuerzos para sacar ventajas de este tipo de estructuras. Una de
las herramientas mas eficientes para la integracién numérica de ODEs es Mat-
lab, cuyos algoritmos cuentan con rutinas especiales que intentan aprovechar la
estructura en cada multiplicacién e inversién de matrices [58].

Sin embargo, en QSS y QSS2 la explotacién de ralitud es simplemente debido
al comportamiento intrinseco de las metodologias. Por esto, no es necesario
utilizar ninguna rutina especial. Ma4as atin, cuando una parte del sistema no
realiza cambios (aqui cada integrador actia independientemente) esta no utiliza
tiempo computacional alguno ni causa ningun tipo de cédlculo en el resto del
modelo de simulacion.

Las cotas de error globales de los diferentes métodos son generalmente estu-
diadas para demostrar la convergencia cuando el paso de integracién tiende a
cero [17]. Ademads de estos casos, los métodos de paso variable estdn concebidos
para mantener este error acotado de acuerdo a la precisién requerida. En los
métodos aqui desarrollados —que no tienen ningun tipo de regla adaptiva— la
cota de error global en sistemas LTI puede ser calculada por una férmula cerra-
da que vale para cualquier instante de tiempo y para cualquier trayectoria de
entrada.

Otra area en la que QSS y QSS2 demuestran un muy buen desempernio es en
la simulaciéon de Sistemas Hibridos. Estos casos han sido siempre un problema
para los métodos clasicos de tiempo discreto. Aqui, uno de los aspectos més
dificiles es la deteccién de los eventos. De hecho, hay un nimero importante
de publicaciones recientes que intentan obtener soluciones eficientes para este
problema [52, 61, 57, 13].
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QSS y QSS2 muestran ventajas claras en estos casos. Por un lado, las
trayectorias del sistema son exactamente conocidas durante todo el tiempo entre
muestras. Ma4ds aun, estas son seccionalmente lineales o parabdlicas, por lo
que encontrar el tiempo exacto en el cual ocurren las discontinuidades es un
problema trivial. Por otro lado, los métodos son asincronos y aceptan eventos
en cualquier instante de tiempo. En consecuencia la implementacién es muy
simple y no requiere modificar nada para tener en cuenta los eventos en el
instante en que ocurren.

En lo que refiere a las aplicaciones en control, QSC se define como un esque-
ma de control digital asincrénico basado en cuantificacion y una de sus cualida-
des mas importantes es que toma en cuenta los efectos de cuantificacién de los
conversores durante el diseno.

Los efectos de cuantificacién en sistemas de control muestreado fueron es-
tudiados durante muchos anos por parte del grupo de Anthony Michel. Hay
entonces resultados en sistemas LTI [47, 46, 14], concluyendo sobre cotas fi-
nales y errores. También hay algunos trabajos con plantas no lineales [19] y
controladores multirate [20].

Algunos trabajos también intentan tratar con la cuantificacién en la etapa
de diseno siguiendo metas diversas. En [11] se estudia el problema de la estabili-
zacion de una planta lineal de tiempo discreto considerando la cuantificacion en
la medicién de los estados. Esta idea es también extendida a sistemas continuos
en [5].

Por ultimo, hay algunos resultados que utilizan cuantificacién para reducir
el monto de informacién transmitida entre sensores, controladores y actuadores
[12].

En todos estos problemas QSC también brinda nuevas soluciones. En lo que
concierne a efectos de cuantificacion, su estimacion es acotada por una férmula
muy simple en sistemas LTI mientras que en los casos no lineales la cota puede
establecerse mediante un analisis de Lyapunov. Todos estos conceptos pueden
ademads tenerse en cuenta con objetivos de diseno.

En el caso de reduccion de informacion, las ventajas son sorprendentes. QSC
puede funcionar transmitiendo solamente un tnico bit en cada muestreo.

1.4 Publicaciones de Apoyo

La mayor parte de los resultados incluidos en esta Tesis ya fueron publicados
en revistas y en memorias de conferencias, mientras que el resto estdn aun en
prensa o bajo revisién.

Los primeros resultados fueron el descubrimiento de la ilegitimidad de los
Sistemas Cuantificados, su resoluciéon con el agregado de histéresis y la definicién
de QSS, la deduccién de las formas de las trayectorias, la construccién del modelo
DEVS y la demostracion de las propiedades generales de estabilidad. Estos
resultados fueron publicados en primer lugar en una conferencia local [26] y
luego en una revista internacional [38], donde también fue incluida la propiedad
de convergencia (Secciones 2.6 a 4.3 de la Tesis).
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El segundo paso fue la extensién de QSS a modelos Bond Graphs y la de-
finicién de los Bond Graphs cuantificados, resultado presentado en una primer
versién en [25] y luego extendido para su publicacién en una conferencia inter-
nacional [39] (Secciones 6.4 y 6.5).

La comparacién entre el enfoque de QS (Zeigler) y el método de QSS junto
a las reglas para la eleccién de histéresis (Seccién 4.7) fueron incluidos en un
articulo presentado en un congreso internacional [40].

Luego, las propiedades de cota de error de QSS en sistemas LTI (Seccién 4.6)
fueron publicados en las memorias de una conferencia local [27].

Simultaneamente, los primeros resultados en QSC con plantas estacionarias
incluyendo el estudio de estabilidad, algoritmo de diseno, convergencia y con-
sideraciones préacticas fueron presentados con un articulo en dos partes [28, 29|
en un congreso local (Secciones 7.1-7.5, 7.8, y 8.4-8.5). Estos resultados estdn
también publicados en una revista internacional [36].

El siguiente paso fue la definicion del método de segundo orden QSS2 y el
estudio de sus propiedades (Capitulo 5). Estos resultados fueron publicados en
un articulo en una revista internacional [30], en el cual se incluy6 también el
andlisis de cotas de error en sistemas LTI (Seccién 4.6).

La estimacion no conservadora de cotas finales en sistemas LTI perturbados
y su comparacién con el andlisis cldsico de Lyapunov (Secciones 4.4-4.5) fue
presentado en una conferencia local de control [32] y luego enviado a una revista
(Automatica) como Technical Note (estd atin en revisién). La aplicacién de estos
resultados a QSC en sistemas LTI (Secciones 8.1 y 8.3) fue también publicada
en un congreso de control [34].

Un articulo sobre la aplicacién de QSS y QSS2 en DAEs (Secciones 6.1-6.2)
fue aceptado para publicacién en una revista internacional [33]. La extensién
de esos métodos a Sistemas Hibridos (Seccién 6.3) fue enviada a una revista
como articulo completo [31], estando ain en el proceso de revisién. En la misma
situacién se encuentra el articulo [35] que extiende QSC a plantas inestacionarias
(Secciones 7.6-7.7) y estudia sus propiedades en sistemas LTI (Secciones 8.1 y
8.3) .

Por tltimo, todos los resultados concernientes con simulacién (Capitulos 2
a 6) se encuentran incluidos en un libro de texto en coautoria [7] el cual se
encuentra aun en preparacion.
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Capitulo 2

Cuantificaciéon y DEVS

La literatura sobre métodos numéricos de integracion de ecuaciones diferenciales
—ver por ejemplo [54, 18, 17]— muestra una amplia variedad de técnicas.

Los métodos pueden ser explicitos, implicitos o linealmente implicitos (de
acuerdo a la formula del siguiente paso), de paso fijo o variable, de orden fijo o
variable, de uno o multiples pasos, etc.

A pesar de las diferencias, estos métodos tienen algo en comin: todos dis-
cretizan el tiempo. En otras palabras, el modelo de simulacién resultante (o
sea, el sistema implementado por el programa de computacién) es siempre un
Sistema de Tiempo Discreto. Aqui, la denominacién Tiempo Discreto se refie-
re a sistemas que cambian de manera sincrdénica solo en algunos determinados
instantes de tiempo.

El problema que tiene este tipo de comportamiento en la simulacién de sis-
temas continuos es la pérdida del control de la simulacién en medio de instantes
discretos sucesivos. Por esto, el error puede llegar a crecer a valores inadmisibles
y, en algunos casos, puede incluso producir inestabilidad. Es también posible
encontrar cambios en la entrada e incluso cambios estructurales en algunos ins-
tantes de tiempo que no coinciden con los mencionados instantes discretos.

Es sabido que el uso de métodos con control de paso y férmulas implicitas
permiten —en algunos casos— sobrellevar estos problemas. Sin embargo, todas es-
tas soluciones implican utilizar algoritmos cuya implementacién es relativamente
complicada —salvo que se tengan herramientas tales como Dymola u otros pa-
quetes de software comercial— y este tipo de soluciones ademas son totalmente
inapropiadas en algunos contextos (Simulacién en Tiempo Real por ejemplo).

Teniendo en cuenta esto hechos, es natural intentar buscar soluciones para
evitar la discretizacién temporal.

Sin embargo, el modelo de simulaciéon debe ser implementable en un dis-
positivo digital. Por esto resulta claro que la discretizacién es necesaria dado
que solamente un nimero finito de cambios del modelo pueden ser computa-
dos en cada intervalo finito de tiempo. Entonces, a primera vista, evitar la
discretizacién del tiempo parece una tarea imposible.

A pesar de esta observacién, en este capitulo se mostrard que hay otras

11
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variables que pueden ser discretizadas para evitar la discretizacién temporal.

2.1 Un Ejemplo Introductorio
Consideremos el siguiente sistema de primer orden':
#(t) = —x(t) + 10u(t — 1.76) (2.1a)

con la condicién inicial
xz(tp =0) =10 (2.1b)

Cualquier intento de simular este sistema mediante Euler o algiin otro método
clasico con un paso h = 0.1 —que es apropiado para la velocidad del sistema—
caera en el caso en el que la entrada cambia en un instante que no coincide con
ninguin instante discreto.

Veamos entonces que pasa con el siguiente Sistema de Tiempo Continuo:

#(t) = —floor(z(t)) + 10u(t — 1.76) (2.2a)

(t) = —q(t) + 10u(t — 1.76) (2.2b)

donde ¢(t) £ floor(z(t)).

Si bien el sistema definido por la Ec.(2.2) es no lineal y no satisface las pro-
piedades que se observan habitualmente en la integracién de ODEs (condiciones
de Lipschitz, continuidad, etc.), el mismo puede ser resuelto muy facilmente.

Cuando 0 < t < 1/9 tenemos ¢(t) =9y ©(t) = —9. Durante este intervalo
x(t) va desde 10 hasta 9 con una pendiente constante (-9). Luego, durante el
intervalo 1/9 < ¢t < 1/9 + 1/8 tenemos ¢(t) = 8 y @(t) = —8. Ahora, x(t) va
desde 9 hasta 8 (también con una pendiente constante).

Este analisis puede continuar de la misma forma y cuando ¢ = 1.329 resulta
que z(t) = 3. Sila entrada no cambiase, en ¢ = 1.829 tendriamos z (¢t = 1.829) =
2. Sin embargo, en el instante ¢ = 1.76 (cuando = = 2.138) la entrada cambia
y entonces la nueva pendiente es #(t) = 8. La derivada luego vuelve a cambiar
cuando z(t) = 3, o sea en el instante ¢t = 1.8678 (este tiempo puede calcularse
como 1.76 + (3 — 2.138)/8).

Los célculos contintan igual hasta que z(t) = ¢(t) = 10 y en ese momento la
derivada @(t) se hace cero y el sistema no cambia mas. La Figura 2.1 muestra
las trayectorias de z(t) y q(t).

Esta simulacion extrana fue completada en sélo 17 pasos y —sin considerar
los problemas de redondeo— se obtuvo la solucién exacta de (2.2).

Esta solucién y la solucién del sistema original (2.1) se comparan en la
Figura 2.2.

Las soluciones del sistema original y del modificado son claramente similares.
Aparentemente si se reemplaza la variable x en el lado derecho de una ecuacién

Lu(t) representa el escalén unitario
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Figura 2.2: Trayectorias de estado en los sistemas (2.1) y (2.2)

diferencial de primer orden por floor(z) , se obtiene un método para integrar
dicha ecuacién.

Luego, esta idea podria generalizarse para ser utilizada en sistemas de orden
n reemplazando todas las variables de estado por su parte entera en el lado
derecho de la ecuacién.

Sin embargo, es necesario indagar primero sobre la naturaleza discreta del
Sistema (2.2) e introducir algunas herramientas para su representacién y simu-
lacion.
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2.2 Sistemas de Eventos Discretos y DEVS

La simulacién de una ecuacién diferencial utilizando cualquier método existente
puede expresarse mediante una ecuacion en diferencias de la forma:

T(tptr) = fa(tr), tr) (2.3)

donde la diferencia tj41 —tx puede ser constante o variable y la funcién f puede
ser explicita o implicita. En consecuencia, el programa de simulacién tendra un
cédigo iterativo que avanza el tiempo de acuerdo al tamano del siguiente paso.
En virtud de esto se dice que tales métodos de simulacién producen modelos de
simulacion de tiempo discreto.

El Sistema (2.2) puede ser visto directamente como un modelo de simulacién
yva que puede simularse exactamente con sélo 17 pasos. Sin embargo, el mismo
no puede expresarse en la forma de la Ec. (2.3) debido a la manera asincrénica
en que este sistema trata el cambio de entrada en t = 1.76.

Evidentemente, se estd en frente a un sistema que es discreto en algtin sentido
pero pertenece a una categoria que no encaja en los sistemas de tiempo discreto.
Como se verda més adelante, este sistema extrano puede ser representado por un
Sistema de Fventos Discretos.

La frase Eventos Discretos esta generalmente asociada con algunos forma-
lismos muy populares como Autématas de Estado, Redes de Petri, Grafos de
Eventos (Event Graphs), Statecharts, etc. Desafortunadamente, ninguno de
ellos puede representar esta clase de sistemas extranos en una situacién general.
Estos lenguajes graficos se limitan a sistemas con un nimero finito de estados
posibles mientras que en este caso se requiere una herramienta més general. De
todas formas, tal formalismo general existe y se conoce como DEVS (Discrete
EVent System specification) .

El formalismo DEVS [68, 65] fue desarrollado por Bernard Zeigler a me-
diados de los setentas. El uso de DEVS en relacién con sistemas continuos no
estd aun muy difundido y es practicamente desconocido en las comunidades de
métodos numeéricos y control. Sin embargo, DEVS es ampliamente utilizado en
ciencias de la computacién donde ha recibido un muy importante desarrollo en
sus aspectos tedricos y practicos.

DEVS permite representar todos los sistemas cuyo comportamiento entrada
salida puede ser descripto por secuencias de eventos sujeto a que el estado tenga
un ndmero finito de cambios en cualquier intervalo finito de tiempo.

Un evento es la representacién de un cambio instantaneo en alguna parte de
un sistema. El mismo puede caracterizarse por un valor y un instante en el que
ocurre. El valor puede ser un nimero, un vector, una palabra o, en general, un
elemento cualquiera de un conjunto determinado.

La trayectoria definida por una secuencia de eventos adopta el valor ¢ (o
No Evento) para todo valor de tiempo, excepto en los instantes en los que hay
eventos. En estos instantes, la trayectoria toma el valor correspondiente al del
evento en cuestion. La Figura 2.3 muestra una trayectoria de eventos que toma
valores x1 en el tiempo t1, x5 en el tiempo ts, etc.
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Figura 2.3: Trayectoria de eventos

Un modelo DEVS procesa una trayectoria de eventos de entrada y, segin
esta trayectoria y sus propias condiciones iniciales, produce una trayectoria de
eventos de salida. Este comportamiento entrada/salida se representa en la Fi-
gura 2.4.

e Ly

——— DEVS —

Figura 2.4: Comportamiento Entrada/Salida de un modelo DEVS

El comportamiento de un modelo DEVS se expresa luego mediante una
forma que es muy comun en la teoria de autéomatas.
Un modelo DEVS atdomico queda entonces definido por la siguiente estruc-
tura:
M = (X, Y, S, 5inta 6exta /\, tCL)

donde:

e X es el conjunto de valores de eventos de entrada, es decir el conjunto de
todos los valores que un evento de entrada puede adoptar.

e Y es el conjunto de valores de eventos de salida.
e S es el conjunto de valores de estado.
® Jint, Oext, A ¥ ta son funciones que definen la dindmica del sistema.

Cada posible estado s (s € ) tiene asociado un Avance de Tiempo calculado
por la Funcion de Avance de Tiempo (Time Advance Function) ta(s) (ta(s) :
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S — Rg‘) . El Avance de Tiempo es un nuimero real no negativo que indica
cuanto tiempo el sistema permanecera en un estado determinado en ausencia
de eventos de entrada.

Luego, si el estado toma el valor s; en el tiempo t1, tras ta(s;) unidades de
tiempo (o sea, en tiempo ta(sy) + t1) el sistema realiza una transicion interna
yendo a un nuevo estado s,. El nuevo estado se calcula como sy = dint(s1). La
funcién ipt (ding : S — 5) se llama Funcién de Transicion Interna (Internal
Transition Function) .

Cuando el estado va de s; a sy se produce también un evento de salida con
valor y1 = A(s1). La funcién A (A : S — Y) se llama Funcion de Salida (Output
Function). Asi, las funciones ta, dint y A definen el comportamiento auténomo
de un modelo DEVS.

Cuando llega un evento de entrada el estado cambia instantdneamente. El
nuevo valor del estado depende no sélo del valor del evento de entrada sino
también del valor anterior de estado y del tiempo transcurrido desde la ultima
transicién. Si el sistema llega al estado s en el instante t5 y luego llega un evento
de entrada en el instante t3+ e con un valor z1, el nuevo estado se calcula como
84 = Oext(S3,€,x1) (notar que ta(sz) > e). En este caso se dice que el sistema
realiza una transicion externa. La funcion fexy (ext : S X RS‘ x X — 5) se llama
Funcion de Transicion Externa (External Transition Function) . Durante una
transicion externa no se produce ningun evento de salida.

Ejemplo 2.1. Modelo DEVS de una funcion escalar estdtica.

Consideremos un sistema que recibe una trayectoria seccionalmente constan-
te u(t) representada por una secuencia de eventos con sus valores consecutivos.
La salida es otra secuencia de eventos que representa la funcion y(t) = f(u(t))
donde f(u) es una funcidn real conocida.

Un modelo DEVS que corresponde a este comportamiento es el dado por la
stquiente estructura:

Ml = (X7 Y7 Sa 6inta 5€$t7 )\7 ta), donde

X=Y=R
S=RxR{
6m1‘(5) = 5int(u7 U) = (u, OO)

Notar que el estado estd compuesto por dos ntimeros reales. El primero (u)
contiene el dltimo valor de entrada y el segundo (o) guarda el avance de tiempo.
En la mayor parte de los modelos DEVS se utiliza esta variable o igual al tiempo
de avance como parte del estado para simplificar el modelado.

Este modelo DEVS tiene un comportamiento estdtico dado que solamente
realiza algo cuando llega un evento. Se mencioné anteriormente que durante las
transiciones externas no se producen eventos de salida. Sin embargo, en este
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ejemplo se utilizé un truco para producir el evento en tal instante: cuando llega
un evento de entrada el avance de tiempo se pone en cero. Luego, la transiciéon
interna ocurre inmediatamente produciendo el evento de salida.

2.3 Modelos DEVS Acoplados

Como ya fue mencionado, DEVS es un formalismo muy general y puede describir
sistemas muy complejos. Sin embargo, la representacion de un sistema complejo
basado solamente en funciones de transicion y de avance de tiempo es demasiado
dificil. La razdén es que todas las situaciones posibles en el sistema deben ser
pensadas y descriptas por dichas funciones.

Afortunadamente, los sistemas complejos pueden en general pensarse como
el acoplamiento de sistemas més simples. Mediante el acoplamiento, los eventos
de salida de algunos subsistemas se convierten en eventos de entrada de otros
subsistemas. La teoria garantiza que el acoplamiento de modelos DEVS defi-
ne un nuevo modelo DEVS (o sea, DEVS es cerrado frente al acoplamiento)
y los sistemas complejos pueden ser representados por DEVS de una manera
jerdrquica [65].

Hay basicamente dos formas diferentes de acoplar modelos DEVS. La prime-
ra es la méas general y utiliza funciones de traduccion ente los subsistemas. La
segunda en cambio se basa en la utilizacion de puertos de entrada y salida. Esta
iltima es la que serd utilizada en esta Tesis dado que es mas simple y adecuada
para la simulacién de sistemas continuos.

El uso de puertos requiere agregar un nuevo nimero, palabra o simbolo a los
eventos de entrada y salida que represente el puerto por el cual el evento entra
o sale. El siguiente ejemplo —que es una modificacion del Ejemplo 2.1- ilustra
esta idea.

Ejemplo 2.2. Modelo DEVS de una funcion estdtica

Consideremos el sistema del Ejemplo 2.1, pero supongamos ahora que el
mismo recibe n entradas seccionalmente constantes, ui(t),...,u,(t) y que la
salida y(t) se calcula entonces como y = f(uy, ..., uy,).

Luego, un modelo DEVS atémico con puertos que representa este comporta-
miento es el dado por la siguiente estructura:

My = (X,Y, 8, 0int, Ocat, A, ta), donde

X=Y=RxN

S=R"xR{

Oint(8) = Gint(ur, ..., upn,0) = (U1, ..., Up,00)

Ocxt(8,6,2) = Oemt((u1, ... un,0), €, (zy,p)) = (U1,...,Un,0)
A(s) = AMu, ..y un,0) = (f(ur, ... up), 1)

ta(s) = ta(uy,...,up,0) =0

donde

u;  otherwise

ﬁi:{ T, ifi=p
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Como puede verse, los eventos de entrada y salida de este Ultimo ejemplo
contienen un nimero natural que indica el puerto correspondiente.

Una vez introducidos los puertos, el acoplamiento entre distintos subsiste-
mas puede indicarse enumerando directamente las conexiones que lo componen.
Una conezion interna involucra un puerto de entrada y uno de salida corres-
pondientes a diferentes modelos. En el contexto de acoplamiento jerdrquico hay
también conexiones desde los puertos de salida de los subsistemas hacia los puer-
tos de salida del sistema acoplado —se llaman coneriones externas de salida— y
conexiones desde los puertos de entrada del sistema acoplado hacia los puertos
de entrada de los subsistemas (conexiones externas de entrada)

Figura 2.5: Modelo DEVS acoplado

La Figura 2.5 muestra un modelo DEVS acoplado N resultado del acopla-
miento de los modelos M, y M,. Alli, el puerto de salida 2 de M, se conecta
al puerto de entrada 1 de M,. Esta conexiéon puede representarse por el par
ordenado [(M,,2),(Mpy,1)]. Otras conexiones son entonces [(Mp,1), (M,,1)],
[(N,1),(M,,1)], [(My,1),(N,2)], etc. De acuerdo a la propiedad de clausura,
el modelo N puede ser utilizado también como si fuera un modelo atémico y
acoplado con otros modelos atémicos o acoplados.

La teoria de DEVS utiliza una estructura formal para representar modelos
DEVS acoplados mediante puertos. Esta estructura incluye los subsistemas,
las conexiones, los conjuntos de entrada y salida del sistema acoplado y una
funcién de desempate para tratar la presencia de eventos simultaneos. Las
conexiones estan divididas en tres conjuntos: uno compuesto por las conexiones
entre subsistemas (conexiones internas), otro con las conexiones desde el sistema
acoplado hacia los subsistemas (conexiones externas de entrada) y el ultimo
con las conexiones desde los subsistemas hacia el sistema acoplado (conexiones
externas de salida).

El uso de la funcién de desempate puede evitarse con la utilizacién de
Parallel-DEVS, que es una extensién del formalismo DEVS que permite tra-
tar con eventos simultdneos.

Estos ltimos conceptos —la estructura formal de DEVS acoplados y el for-



2.4. SIMULACION DE MODELOS DEVS 19

malismo Parallel-DEVS— no seran desarrollados aqui ya que no son necesarios
para utilizar DEVS como herramienta para la simulacién de sistemas continuos.
De todas formas, la teoria completa de DEVS puede encontrarse en la segunda
edicién del libro de Zeigler [65].

2.4 Simulacion de modelos DEVS

Una de las caracteristicas mas salientes de DEVS es que modelos muy complejos
pueden simularse de una manera muy simple y eficiente.

En los ultimos anos se han desarrollado muchas herramientas de software de-
dicadas a la simulacién de modelos DEVS. Algunas de esas herramientas cuentan
con librerias, interfaces graficas y muchas otras facilidades para el usuario. Mu-
chas son también gratuitas, y entre las mas populares se encuentran DEVS-Java
[67] y DEVSim++ [24].

Cabe mencionar aqui también una herramienta surgida del contexto de este
trabajo y que, ademés de ser un entorno de propdsito general de simulacién
DEVS, implementa las principales ideas que se veran en esta Tesis. Esta he-
rramienta se llama PowerDEVS [50] y fue desarrollada por Esteban Pagliero y
Marcelo Lapadula como Proyecto Final de Ingenieria en la Facultad de Ciencias
Exactas, Ingenierfa y Agrimensura de la UNR.

Mas alla de estas herramientas, los modelos DEVS pueden también simularse
mediante un programa ad-hoc muy sencillo escrito en cualquier lenguaje. De
hecho, la simulacién de un modelo DEVS no es mucho mas complicada que
la simulacién de un modelo de Tiempo Discreto. El tinico problema es que
hay modelos que estan compuestos por muchos subsistemas y la programaciéon
ad—hoc puede transformarse en una tarea muy tediosa.

La idea basica para la simulacién de un modelo DEVS acoplado puede des-
cribirse por los siguientes pasos:

1. Buscar el modelo atémico d* que, de acuerdo a su tiempo de avance y
tiempo transcurrido, sea el préoximo en realizar una transicién interna.

2. Sea tn el tiempo de la transicién mencionada. Avanzar entonces el tiempo
de la simulacién ¢ hasta ¢t = tn y ejecutar la funcién de transicién interna
de d*

3. Propagar el evento de salida producido por d* hacia todos los modelos
atémicos conectados a él ejecutando las transiciones externas correspon-
dientes. Luego, volver al paso 1

Una de las formas méas simples de implementar estos pasos es escribiendo un
programa con una estructura jerarquica equivalente a la estructura jerdrquica
del modelo a simular. De hecho, este es el método desarrollado en [65] donde una
rutina llamada DEVS-simulator se asocia a cada modelo DEVS atémico y otra
rutina llamada DEVS-coordinator se relaciona a cada modelo DEVS acoplado.
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coupleds |7°00t — coordinator |

coupled; | coordinators |
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Figura 2.6: Modelo jerdrquico y esquema de simulacion

En la cima de la estructura jerdrquica se coloca una rutina, llamada DEVS-
root-coordinator que se encarga de avanzar el tiempo global de la simulacién.
La Figura 2.6 ilustra esta idea sobre un modelo DEVS acoplado.

Los simuladores y coordinadores de capas consecutivas se comunican a través
de mensajes. Los coordinadores envian mensajes a sus hijos para que ejecuten
las funciones de transicién. Cuando un simulador ejecuta una transicién, calcula
su préximo estado y —cuando la transicion es interna— envia el valor de salida a
su coordinador padre. En todos los casos, el estado del simulador coincidira con
el estado de su modelo DEVS atémico asociado.

Cuando un coordinador ejecuta una transicion, envia mensajes a algunos de
sus hijos para que ejecuten sus funciones de transicién correspondientes. Cuando
un evento de salida producido por uno de sus hijos debe ser propagado fuera
del modelo acoplado, el coordinador envia un mensaje a su propio coordinador
padre con el valor de salida correspondiente.

Cada simulador o coordinador tiene una variable local tn que indica el tiempo
en el que ocurrird su proxima transicién interna. En los simuladores, esa va-
riable se calcula utilizando la funcién de avance de tiempo del modelo atémico
correspondiente. En los coordinadores, la misma se calcula como el minimo tn
de sus hijos. Luego, el tn del coordinador que estd por encima de todos es el
tiempo en el cual ocurrira el préximo evento considerando el sistema completo.
Asi, el root—coordinator sélo debe tener en cuenta este tiempo, avanzar el tiem-
po global ¢ hasta este valor y luego enviar un mensaje a su hijo para que realice
la siguiente transicién (y luego el root—coordinator repite este ciclo hasta el fin
de la simulacién).

Los detalles y los pseudo—c6digos asociados a los simuladores, coordinadores
y coordinadores raiz estan incluidos en el Apéndice B.

Una de las propiedades més interesantes mostradas por este tipo de simu-
lacion es la independencia entre los simuladores asociados a modelos atémicos
diferentes. De esta forma, cuando un modelo atémico tiene su avance de tiempo
muy grande (o infinito), éste no afecta para nada al resto de los modelos y la
simulacién no gasta ningun calculo con el mismo. Se verd mas adelante que este
hecho resultard en una ventaja importantisima para la simulaciéon de sistemas
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ralos.

Hay ademds muchas otras posibilidades para implementar la simulacion de
modelos DEVS. El principal problema con la metodologia descripta es que,
debido a la estructura jerarquica, puede haber un importante trafico de mensajes
entre las capas mas altas y las mas bajas. Todos estos mensajes y su tiempo
computacional correspondiente pueden evitarse con el uso de una estructura de
simulacion plana. La forma de transformar una simulacién jerarquica en una
plana es muy simple en el contexto de DEVS y agrega mucha eficiencia [23]. De
hecho, la mayor parte de las herramientas de software mencionadas implementan
la simulacién en base a un cédigo plano.

2.5 Sistemas Cuantificados y DEVS

En los Ejemplos 2.1 y 2.2 se mostrd que las trayectorias seccionalmente constante
pueden ser representadas mediante secuencias de eventos. Esta idea simple
constituye la base del uso de DEVS en la simulacién de sistemas continuos.

En esos ejemplos, también se mostré que un modelo DEVS puede repre-
sentar el comportamiento de una funcién estdtica con trayectoria de entrada
seccionalmente constante. El tinico problema es que en la mayor parte de los
sistemas continuos las trayectorias no son asi. Sin embargo, se podrian modifi-
car los sistemas para obtener tal clase de trayectorias. De hecho, esto es lo que
se hizo con el Sistema (2.1) utilizando la funcién “floor” para convertirlo en el
Sistema (2.2).

Volviendo a ese primer ejemplo, el Sistema (2.2) puede dividirse de la si-
guiente forma:

z(t) = dg(t) (2.4a)

q(t) = floor(x(t)) (2.4b)
y

dqy(t) = —q(t) + u(t) (2.5)

donde u(t) = 10u(t — 1.76).
El sistema puede entonces representarse mediante el Diagrama de Bloques
de la Figura 2.7.

Como se mencioné antes, el Subsistema (2.5) —que es simplemente una fun-
cién estdtica— puede representarse mediante el modelo DEVS M5 del Ejemplo 2.2
(pagina 17).

El Subsistema (2.4) es una ecuacién dindmica que tiene una trayectoria de
entrada seccionalmente constante d,(¢) y una trayectoria de salida también sec-
cionalmente constante ¢(t). El mismo puede representarse exactamente utili-
zando el modelo DEVS que sigue:
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Figura 2.7: Diagrama de Bloques de (2.4)-(2.5)

M3 = (X7KSa 6int7(sexta)\7ta), donde
X=Y=RxN
S=R?>xZxR"

1
§int(3) = 5int(l'a ds, Q70) = (IE +0-dy,de, g+ Sgn(dI)a m)
5ext(sae7x) = ext(m7dw7Q7 U,eal‘vam = ($+6 : dmaxva%&)
A(s) = Az, dz, q,0) = (¢ +sgn(ds), 1)

ta(s) = ta(fﬂ, dma q, U) =0
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=l amGred)
00 otherwise

El Subsistema (2.4) —que corresponde al integrador con el bloque escalera
en el Diagrama de Bloques de la Figura 2.7— es lo que Zeigler llamé Integrador
Cuantificado (Quantized Integrator [66, 65]. Aqui, la funcién “floor” cumple
el rol de una funcion de cuantificacion. Una funcion de cuantificacion mapea
todos los nimeros reales en un conjunto discreto de valores.

Un cuantificador es un sistema que vincula su entrada y su salida mediante
una funcién de cuantificacién. Luego, el bloque escalera viene a ser un caso
particular de un cuantificador. Aunque el modelo DEVS Mj3 representa un
Integrador Cuantificado en particular, el modelo DEVS correspondiente a uno
general —o sea, con un cuantificador cualquiera— no es muy distinto.

El sistema completo (2.2) es llamado Sistema Cuantificado (Quantized Sys-
tem) y puede ser representado exactamente por el modelo DEVS resultante del
acoplamiento de los modelos atémicos My y Ms.

Esta fue, en términos generales, la idea esbozada por Zeigler para aproximar
y simular sistemas continuos utilizando DEVS.

Como puede verse, una representacién en modelo DEVS de un Integrador
Cuantificado general puede obtenerse facilmente. Esta idea funcionard siempre
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y cuando las trayectorias que reciba el mismo sean seccionalmente constantes.
Por otro lado, estd también claro que el modelo DEVS de cualquier funcién
estatica puede ser obtenido (con la misma restriccién sobre las trayectorias de
entrada).

Teniendo también en cuenta que DEVS es cerrado frente al acoplamiento,
es natural pensar que un modelo DEVS acoplado representando un Sistema
Cuantificado general puede ser obtenido facilmente.

En este caso, un sistema general (estacionario) debe ser considerado:

‘r.l = fl(l'l,.TQ,"' sy Ty ULy ™ot ,Um)
Q:.2 = f2(1’1,$2,"' sy Ly ULy - aum)
(2.6)
Tp = fol®1,22, 0 Tn,ur, 0 Um)
Esta ultima ecuacion puede ser transformada en:
'7/:1 = fl(QlaQ2>"' yQqn, U1, " ,Um)
T2 = fQ(C]h(Z%'" yQn, U1, ,Um)
. (2.7)
x"ﬂ = fn(ChaQZ"" yQn, U1, " " >um)

donde cada ¢;(t) esta relacionada con z;(t) mediante alguna funcién de cuanti-
ficacién.

Si se considera que las funciones de entrada u;(t) son seccionalmente cons-
tantes, cada término en el lado derecho de (2.7) puede adoptar valores sélo en
un conjunto finito.

Las variables ¢; seran llamadas entonces variables cuantificadas. Este sis-
tema puede representarse mediante el Diagrama de Bloques de la Figure 2.8,
donde fueron definidos q y u como los vectores formados con las variables cuan-
tificadas y de entrada respectivamente.

Cada subsistema en la Figura 2.8 puede ser representado exactamente por
un modelo DEVS ya que estos estan compuestos por una funcién estética y un
integrador cuantificado. Estos modelos pueden ser entonces acoplados (como
muestra dicho Diagrama de Bloques) y, de acuerdo a la propiedad de clausura
frente a acoplamiento, el sistema completo definird un modelo DEVS.

Por esto, cuando un sistema se modifica con el agregado de cuantificadores
a la salida de los integradores, el modelo resultante puede ser exactamente
representado y simulado por un modelo DEVS.

Esta idea es la formalizacién de la primera aproximacién a un método de
integracién por eventos discretos. Con este método, ignorando los errores de
redondeo, el Sistema (2.7) puede ser simulado de manera exacta. Teniendo en
cuenta que este nuevo sistema parece ser una aproximacién del sistema original
(2.6), podria pensarse que finalmente se obtuvo un método numérico que evita
la discretizacion del tiempo.

Sin embargo, como se verd en la siguiente seccién, esta idea no funciona en
casos generales.
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Figura 2.8: Representaciéon en Diagrama de Bloques de (2.7)

2.6 Ilegitimidad de los Sistemas Cuantificados

Un modelo DEVS se dice legitimo cuando no puede realizar un nimero infinito
de transiciones en un intervalo finito de tiempo [65].

La legitimidad es la propiedad que asegura que un modelo DEVS pueda ser
simulado. De otra forma —cuando un ndmero infinito de transiciones pueden
ocurrir en un intervalo de tiempo finito— el sistema puede ser s6lo simulado
hasta que tal intervalo es alcanzado. En tal caso se dice que el modelo DEVS
es ilegitimo.

La teoria de DEVS distingue dos casos de ilegitimidad. El primero ocurre
cuando hay un nimero infinito de transiciones en el mismo instante de tiempo
(o sea, un bucle entre diferentes estados con avance de tiempo igual a cero).
Esta clase de ilegitimidad es también comtun en otros formalismos de eventos
discretos (Grafos de Eventos Temporizados, por ejemplo).

El segundo caso ocurre cuando el sistema pasa a través de una secuencia
infinita de estados en los cuales el avance de tiempo va decreciendo. En tal
caso, si la sumatoria de la serie definida por los avances de tiempo sucesivos
converge a un numero finito se tendrd también un ntmero infinito de eventos
en un intervalo de tiempo finito. Estos casos son también llamado sistemas de
Zenom en referencia a la paradoja de Zendn sobre Aquiles y la Tortuga.

Puede verificarse facilmente que los modelos atémicos DEVS Ms y M3 son
legitimos pero, desafortunadamente, la legitimidad es una propiedad que no es
cerrada frente al acoplamiento. En consecuencia, el acoplamiento de modelos
legitimos puede resultar en un modelo acoplado ilegitimo.

Este hecho abre la posibilidad de que un modelo DEVS como el mostrado
en la Fig.2.8 resulte ilegitimo. De hecho, esto es lo que ocurre en la mayor parte
de los casos con los sistemas cuantificados.
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Sin embargo, la ilegitimidad de los Sistemas Cuantificados no es un proble-
ma de DEVS sino que estd relacionado a las soluciones de (2.7). De hecho,
las trayectorias ¢;(t) no son necesariamente seccionalmente constantes pese a
que pueden adoptar valores s6lo en un conjunto finito de nimeros. A veces
estas pueden experimentar un nimero infinito de cambios en un intervalo finito
de tiempo, lo que produce un nimero infinito de eventos en el modelo DEVS
correspondiente.

Este problema puede observarse tomando w(t) = 10.5u(t — 1.76) en el Sis-
tema (2.5)—(2.4). Las trayectorias hasta t = 1.76 son exactamente las mismas
mostradas en la Figura 2.1. Cuando se aplica el escalén, la trayectoria comien-
za a crecer algo mas rapido que antes y cuando finalmente x(t) = ¢(¢t) = 10
la trayectoria continta creciendo con una pendiente &(t) = 0.5. Luego, tras 2
unidades de tiempo se tiene que z(t) = ¢(t) = 11 e inmediatamente la pendiente
se torna negativa (i(t) = —0.5). Luego, z(t) comienza a decrecer, ¢(t) vuelve a
valer 10 y la derivada se torna nuevamente positiva obteniéndose un comporta-
miento ciclico. El problema es que el ciclo tiene periodo igual a cero y hay un
numero infinito de cambios en ¢(¢) en el mismo instante de tiempo.

Este comportamiento anémalo puede también ser observado en el modelo
DEVS resultante. Cuando el modelo DEVS correspondiente al integrador realiza
una transicién interna también produce un evento de salida que representa el
cambio en ¢(t). Este evento es propagado por la realimentacién interna —ver
Figura 2.7- y produce una nueva transicién externa en el integrador que cambia
el avance de tiempo a cero. Luego, el integrador realiza otra transicién interna
y el ciclo continua por siempre.

Este caso pertenece al primer tipo de ilegitimidad mencionada. Aqui, el
sistema puede ser solamente simulado hasta que se alcance la condicién z(t) =
10.

Podria conjeturarse que la condicién de ilegitimidad sélo se alcanza cuando
el sistema se aproxima al punto de equilibrio. Si ese fuera el caso, la condicién
de ilegitimidad podria ser detectada finalizando la simulacién en ese instante.
Sin embargo, tal conjetura es valida solo en sistemas de primer orden.

En sistemas de orden superior este tipo de comportamiento puede observarse
también lejos de los puntos de equilibrio. Mas atin, en tales sistemas pueden
encontrarse también ilegitimidades del tipo de Zendén, como se muestra en el
siguiente contraejemplo:

Ejemplo 2.3. Aquiles y la Tortuga.
Sea el sistema de seqgundo orden:

1 = —-05-214+15 2 (2 8)
1:2 = —I1 ’
Si aplicamos la funcidn de cuantificacion (Figura 2.9):
i—1
q; =2 ~ﬂ00r(z )+1 (2.9)

en ambas variables, el espacio de estados queda dividido como se muestra en la
Fig.2.10.
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Figura 2.9: Funcién de cuantificaciéon tmpar

T2

Figura 2.10: Divisién del espacio de estados

Luego, el Sistema Cuantificado resultante es:

1 = —05-¢1+15 ¢

. 2.10
T2 = —q1 ( )

Analicemos entonces la solucion de (2.10) desde la condicion inicial x1 = 0,
To = 2.

La derivada del vector de estados de (2.10) en un punto queda definida por el
lado derecho de dicha ecuacidn, utilizando (2.9). Esta es igual a la derivada del
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sistema continuo (2.8) evaluado en la esquina inferior izquierda del cuadrado
que contiene el punto en cuestion. Por ejemplo, en el punto (0,2) la derivada
estd dada por el lado derecho de (2.8) en el punto (—1,1), o sea, es igual a
(2,1).

Luego, si la condicion inicial es (0,2) la trayectoria sequird la direccion (2,1)
hasta que alcance el préximo cuadrado (aqui habrd una transicion ya que hay
un cambio en la variable cuantificada g1 correspondiente a x1). La transicién
ocurrird en el instante t = 0.5 (la velocidad en 1 es 2 y la distancia al cuadrado
es 1). El punto en el cual la trayectoria alcanza el nuevo cuadrado es (1,2.5).

Tras esta transicidn, la derivada se calcula en el punto (1,1). La direccidn es
ahora (1,—1). Tras 1.5 unidades de tiempo el sistema alcanzard el punto (2.5,1)
llegando a un nuevo cuadrado. La nueva direccion es (—2,—1) (calculada en el
punto (1,—1)) y tras 0.75 unidades de tiempo el sistema alcanzard el punto
(1,0.25) en la frontera de un nuevo cuadrado. Luego, la direccion es (—1,1) y
tras 0.75 unidades de tiempo el sistema alcanza nuevamente el cuadrado inicial
en el punto (0.25,1). Luego, tras 0.375 unidades de tiempo el sistera vuelve al
segundo cuadrado, llegando al punto (1,1.375).

El tiempo transcurrido desde la primera vez que el sistema alcanza el sequndo
cuadrado hasta la seqgunda vez que llega al mismo es 3.375. Luego, puede verse
fdcilmente que el sistema segquird un ciclo similar pero comenzando desde la
nueva condicion inicial (1,1.375) tomando en total 3.375/4 = 0.84375 unidades
de tiempo. Cada ciclo posterior serd hecho cuatro veces mds rdpido que la
anterior. Luego, la suma de los tiempos de todos los ciclos convergerd a 4.5
unidades de tiempo. Dado que la primer transicion ocurre en tiempo 0.5, antes
de llegar a las 5 unidades de tiempo el sistema habrd realizado un numero infinito
de transiciones.

La Figura 2.11 muestra esta trayectoria en el espacio de estados mientras
que la Fig.2.12 muestra la evolucion temporal de la variable cuantificada q .

Como resultado de este comportamiento, la simulacion quedard trabada antes
de llegar a las 5 unidades de tiempo.

Este dltimo ejemplo no sélo exhibe ilegitimidad sino también muestra que a
veces la condicién de ilegitimidad no puede ser facilmente detectada. Es dificil
—cuando no imposible— escribir una rutina que distinga este caso de ilegitimidad
ya que las transiciones no ocurren todas en el mismo instante.

Desafortunadamente, los Sistemas Cuantificados ilegitimos son muy comu-
nes. Como ya se menciond, en la mayor parte de los sistemas continuos el uso
de este tipo de cuantificacién produce modelos DEVS ilegitimos. Consecuente-
mente, el enfoque presentado no puede constituir un método de simulacién ya
que el mismo no funciona en la mayoria de los casos.

2.7 DEVS y Simulacién de Sistemas Continuos

A pesar de los problemas de ilegitimidad, la idea de Zeigler de discretizar las
variables de estado es muy original y conlleva propiedades y cualidades muy
significativas.
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051 q

—05F 4

Figura 2.12: Trayectoria de una variable cuantificada con infinitas transiciones

De hecho, la misma fue el primer intento de desarrollar una transformacién
formal de un sistema continuo para obtener uno de eventos discretos.

Como ya se menciond, hubo también otra idea posterior. Siguiendo una
meta similar, Norbert Giambiasi propuso su propio enfoque basado en la repre-
sentacion por eventos de trayectorias seccionalmente polinomiales y la definicién
de GDEVS [16]. Sin embargo, esta aproximacién basada en soluciones requiere
conocer la respuesta del sistema continuo a algunas trayectorias de entrada en
particular, que en general no se encuentra disponible. Debido a esto y también a
la imposibilidad de formalizar tal enfoque, estas ideas no seran discutidas aqui.
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Volviendo al enfoque de Zeigler, la primer motivacién de esta Tesis fue el des-
cubrimiento de la ilegitimidad de los Sistemas Cuantificados y la meta original
fue el intento de resolver dicho problema.

Por esto, el siguiente capitulo estard completamente dedicado a describir
la solucion hallada y a desarrollar el algoritmo numérico resultante, que es el
primer método general de integracién de ODEs por eventos discretos.

Tras esto, las propiedades tedricas, extensiones y aplicaciones seréan introdu-
cidas en los capitulos subsiguientes.
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Capitulo 3

Sistemas de Estados
Cuantificados

El capitulo previo introdujo una especie de descripcion sobre la relacién entre
sistemas de eventos discretos y métodos numeéricos para ODEs.

Alli, se incluyeron dos contraejemplos que mostraban la imposibilidad de
simular sistemas continuos generales mediante simple cuantificaciéon debido a la
ilegitimidad.

A pesar de este problema, la idea de aproximar una ecuacién diferencial
mediante un sistema de eventos discretos es muy atractiva ya que esto puede
brindar muchas ventajas con respecto a los enfoques de tiempo discreto. Por
ejemplo, debido al comportamiento asincrénico, los modelos DEVS pueden im-
plementarse en paralelo de una manera muy simple y eficiente.

Muchos sistemas técnicos modernos estan descriptos por modelos que com-
binan partes continuas y discretas. La simulacién de estos Sistemas Hibridos
requiere del uso de técnicas especiales y una aproximaciéon de la parte conti-
nua mediante eventos discretos resultaria en un tinico modelo de simulacién de
eventos discretos. De hecho, esta idea —combinar simulacién discreta y con-
tinua en un unico método— fue la motivaciéon de la Tesis doctoral de Herbert
Prachofer [53]. Sin embargo, en los comienzos de los 90s no existian métodos
de aproximacién por eventos discretos y el trabajo de Praehofer se limito a ex-
presar en términos de DEVS algunos métodos de integracién de tiempo discreto
existentes.

Como se verd més adelante, el uso de aproximaciones de eventos discreto con-
lleva una reducciéon importante de los costos computacionales en la simulacion
de sistemas hibridos. Pero las ventajas de un método de integracién por eventos
discretos no terminan aqui. Ademds de otras ventajas practicas se demostrara
que algunas propiedades tedricas resultantes de este tipo de aproximacion son
completamente originales en el campo de la teoria de integracién numérica.

Este capitulo presenta la mayor parte de las ideas que permitieron la formu-
lacion del primer método general de integracion de ODEs por eventos discretos.
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3.1 Cuantificacion con Histéresis

Si se analizan las oscilaciones infinitamente rapidas del Sistema (2.4)—(2.5), pue-
de verse que las mismas se deben a los cambios en ¢(¢). Una variacién infinitesi-
mal en z(t) puede producir, debido a la cuantificacién, una oscilacién importante
con una frecuencia infinitamente rapida en g(t).

Una solucién posible consistiria en agregar algin retardo tras cada cambio de
q(t) para evitar que las oscilaciones sean tan rapidas. Sin embargo el agregado
de tales retardos es equivalente, en cierto sentido, a introducir discretizacion
temporal. Durante los retardos se pierde el control sobre la simulacién y se
vuelve asi a los problemas de los algoritmos de tiempo discreto.

Una solucién diferente consiste en el uso de histéresis en la cuantificacion.
Si se agrega una caracteristica histerética a la relacién entre z(t) y ¢(t), las
oscilaciones en ¢(t) podran ser producidas sélamente por oscilaciones grandes
en x(t), las que necesitardén de un minimo intervalo de tiempo para ocurrir
debido a la continuidad en las trayectorias de estado.

La existencia de un intervalo de tiempo minimo entre eventos es una con-
dicién suficiente para la legitimidad [65]. Luego, esta idea simple —agregar
histéresis a la cuantificacion— es una buena solucién para el problema de ile-
gitimidad.

La formalizacion de esta idea estd dada por la definicién de las funciones de
cuantificacion con histéresis

Definicién 3.1. Funcion de Cuantificacion con Histéresis.

Sea Q = {Qo,Q1, ..., Qr} un conjunto de nimeros reales donde Qr—1 < Qy
con 1 < k < r. Sea Q el conjunto de las trayectorias reales seccionalmente
continuas y sea x € £ una trayectoria continua. Sea b : Q — Q un mapeo y
supdngase que q¢ = b(x) donde la trayectoria q satisface:

Qm  sit=1
(t) = Qjt1 siz(t) =Qj1Nq(t7)=Q;Aj<r
q B Q]'_l six(t)sz—e/\q(t_):Qj/\j>O
q(t™) en otro caso

(3.1)

0 o2 (E(to) < QO
m=< r siz(ty) > Q»
kEoosiQr < x(to) < Qrt1

Luego, el mapeo b es una funcién de cuantificacion con histéresis.

Los valores discretos @); se llaman niveles de cuantificacion y la distancia
AQ =2 Qj+1— Q; se define como el quantum, que sera usualmente constante. El
ancho de la ventana de histéresis es . Los valores Qg y Q.- son los niveles inferior
y superior de saturacion. La Figura 3.1 muestra una funciéon de cuantificacién
tipica con intervalos de cuantificacién uniformes.

El uso de cuantificaciéon con histéresis en lugar de la cuantificacién simple
sin memoria permite la definicién del método de los Sistemas de Estados Cuan-
tificados (método de QSS) para la integracién de ODEs.
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7

QO Qr ZL’(t)

Figura 3.1: Funcién de Cuantificacién con Histéresis

3.2 Meétodo de QSS

El método de QSS sigue la idea de la generalizacién de los Sistemas Cuantificados
(Seccién 2.5). La tnica diferencia aqui es el uso de histéresis en la cuantificacién.
Luego, el método de QSS puede definirse como sigue:

Definicién 3.2. Método de QSS.
Dado un sistema de ecuaciones de estados invariante en el tiempo:

&(t) = f((t), u(t)) (3.2)

donde € R", u € R™ y f : R" — R", el método de QSS lo aproxima por el
sistemas:

@(t) = f(q(t), u(t)) (3.3)

donde q(t) y x(t) estdn relacionados componente a componente mediante fun-
ciones de cuantificacion con histéresis (o sea, cada variable cuantificada ¢;(t) se
relaciona con la variable de estado correspondiente x;(t) mediante una funcién
de cuantificacion con histéresis).

El sistema resultante (3.3) se llama Sistema de Estados Cuantificados (QSS).

La Figura 3.2 muestra una representaciéon en Diagrama de Bloques de un
QSS genérico.

El método de QSS requiere la eleccién de funciones de cuantificacién como
la mostrada en la Figura 3.1. Tras elegir una funcién de estas para cada variable
de estados se obtiene un QSS.
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e T =2 PR SN R 617
—» " | §

Figura 3.2: Representacién en Diagrama de Bloques de un QSS

En las secciones siguientes se demostrara que el QSS resultante es equiva-
lente a un modelo DEVS legitimo (es decir, que el QSS puede ser simulado
exactamente por un DEVS legitimo).

Sélo tras demostrar esto sera posible aclamar que el método QSS aprorima
un Sistema de FEcuaciones Diferenciales por un modelo DEVS legitimo.

3.3 Trayectorias en QSS

Dado que QSS intenta ser una aproximacion por eventos discretos de un sis-
tema continuo, sus trayectorias deben tener algunas propiedades en particular.
Dado que DEVS sélo procesa eventos, cada trayectoria de QSS debe tener una
trayectoria de eventos equivalente.

Luego, QSS debera contar con trayectorias seccionalmente constantes, sec-
cionalmente lineales o seccionalmente algo. De otra forma, sus segmentos nunca
podrian ser representados por una secuencia finita de valores.

El enfoque sin histéresis de los Sistemas Cuantificados fallé en esta meta.
Las trayectorias alli no eran siempre seccionalmente constantes o lineales como
se pudo ver en el contraejemplo de la Seccién 2.6.

Sin embargo, el uso de histéresis en QSS resuelve este problema. Cuando las
trayectorias de entrada son seccionalmente constantes y acotadas y la funcién f
es continua y acotada en cualquier dominio acotado las siguientes propiedades
son satisfechas:

e Las variables cuantificadas tienen trayectorias seccionalmente constantes

e Las derivadas de las variables de estado también tienen trayectorias sec-
cionalmente constantes
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e Las variables de estado tienen trayectorias seccionalmente lineales

Los siguientes teoremas brindan las condiciones necesarias y demuestran las
propiedades mencionadas.

Teorema 3.1. Trayectorias cuantificadas en QSS

Dado el QSS definido en (3.3) con f continua y acotada en cualquier dominio
cerrado y con u(t) acotada y seccionalmente constante, las trayectorias de q(t)
resultan seccionalmente constantes.

Demostracion. Sea ¢;(t) una componente arbitraria de ¢. Asumamos que la
misma estd relacionada con z;(t) por la funcién de cuantificacién con histéresis
dada por (3.1). De aquella definicién, sigue que:

Qo < qi(t) < Qr (3.4)

Dado que todas las variables cuantificadas se relacionan con las respectivas
variables de estado mediante funciones de cuantificacion con histéresis similares,
la desigualdad (3.4) también implica que ||q(t)|| estd acotada. Teniendo en
cuenta la hipdtesis formulada sobre f, existe un nimero positivo R tal que

—-R<a; <R (3.5)
Integrado la desigualdad anterior tenemos

La desigualdad (3.6) demuestra que las variables de estado tienen trayectorias
acotadas en cualquier intervalo finito de tiempo. Més atin, de (3.5) se puede ver
que dichas trayectorias son ademas continuas.

Supongamos que en un cierto tiempo ¢ hay un cambio en ¢;. Si tal cambio
se produjo porque x; estaba creciendo, resulta que:

zi(t) =aqi(t") =Q; (0<j<r)
Luego, de (3.5) y (3.1) sigue que:

Gt + At) # qi(th) = At > min(Q”;%_ € & At ppin (3.7)

Si asumimos en cambio que z; estaba decreciendo, tenemos
7i(t) = Q41— =qi(tT) —¢
i Jj+1 qi

de donde se llega nuevamente a (3.7).

Esto implica que la variable ¢; necesita un intervalo de tiempo mayor que
At para cambiar su valor dos veces. Dado que esta cota inferior es constante
(no depende del estado) resulta que g; tiene una trayectoria seccionalmente
constante.

Teniendo en cuenta que el andlisis se hizo para una componente genérica, se
puede concluir que ¢ es también seccionalmente constante. ]
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Teorema 3.2. Trayectorias de las Derivadas en QSS.
En un QSS que verifica las hipdtesis del Teorema 3.1 las trayectorias de las
derivadas de las variables de estado son seccionalmente constantes.

Demostracion. Es trivial teniendo en cuenta el Teorema 3.1 dado que ¢(t) y u(t)
son seccionalmente constantes y f es una funcién estatica. O

Teorema 3.3. Trayectorias de Estado en Q)SS.
En un QSS que satisface las hipdtesis del Teorema 3.1 las trayectorias de las
variables de estado son continuas y seccionalmente lineales.

Demostracion. Es trivial nuevamente teniendo en cuenta el Teorema 3.2. O

La definicién de At;, en (3.7) muestra el efecto de la histéresis sobre las
trayectorias del QSS. Cuando € es cero no se puede asegurar la existencia de un
tiempo minimo entre los cambios de g;.

La Figura 3.3 muestra las trayectorias tipicas de un QSS.

Qj-‘rl

Qjr1—¢
Qj

Qj—e¢

Qj+1

Q; e —

to t1 t

Figura 3.3: Trayectorias tipicas en QSS
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3.4 Modelo DEVS de un QSS

Teniendo en cuenta que los componentes de ¢(t) y @(t) son seccionalmente cons-
tantes, estos pueden ser representados por secuencias de eventos. Luego, si-
guiendo el procedimiento de la Seccion 2.5, el QSS de la Figura 3.2 puede di-
vidirse en funciones estdticas e integradores cuantificados (ahora integradores
cuantificados con histéresis ).

Las funciones estaticas pueden ser ain representadas por el modelo DEVS
My del Ejemplo 2.2 (pigina 17) pero el modelo DEVS Mj correspondiente
a los integradores cuantificados (pagina 22) debe ser modificado tomando en
consideracion la presencia de histéresis.

Con esta modificacién, un integrador cuantificado —que puede pensarse como
el sistema constituido por las Ecuaciones (2.4a) y (3.1)— puede representarse por
el modelo DEVS:

My = (X,Y, S, bint, Oext, A, ta), donde

X=Y=RxN

S=R?xZxR*"

Oint () = Oint(2,dg,j,0) = (x + 0 - dy,dy, j +sgn(dy), 01)
Oext (8, €, Ty) = Oext (X, dy, J, 0, €, T4, p) = (T + € - dy, Ty, j, 02)
A(s) = M@, ds, j, 0) = (Qj1sgn(d,) 1)

ta(s) = ta(z,dy, j,0) =0

con
Quep = (@t 0 dy) sid, >0
xr

o1 = (.13 + o - dw)|d_|(Qj_1 — E) si d’r < 0
00 sid; =0
Qj+1*(l%"+e'dz) si 2, >0
02 = (I+€'dx)—(Qj—8) siz, <0

|, |
00 sixz, =0

Luego, un QSS completo puede representarse mediante un DEVS acoplado
constituido por modelos atémicos My y My de acuerdo a la Figura 3.2. Si los
errores de redondeo son ignorados, ese modelo DEVS acoplado puede simular
exactamente el comportamiento de un QSS.

Ejemplo 3.1. Simulacion con QSS de un sistema de sequndo orden.
Consideremos el sistema de sequndo orden:

71 (1)

T (t)

wa(t)
1= 2y (t) — aa(t) (3.8)
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con la condicion inicial
x21(0) =0, 22(0) =0 (3.9)

Utilizando un quantum uniforme Qri1 — Qr = AQ = 0.05 y un ancho de
histéresis € = 0.05 en ambas variables de estado, el QSS resultante:

i (t) = q(t)
bt — -0 - o) (8.10)

puede simularse por un modelo DEVS acoplado compuesto por dos modelos
atomicos como My —correspondientes a los integradores cuantificados— y dos
modelos atdmicos como M, que calculan las funciones estaticas f1(q1,q2) = g2
y f2(q1,92) =1 —q1 — q2. Llamemos a dichos subsistemas QI1, QIs, F1 y Fy
respectivamente.

El  acoplamiento puede expresarse entonces mediante las conexio-
nes [(QI,1),(F1,1)], [(QI1,1), (F2, 1)), [(QL,1), (F1,2)], [(QI2,1), (F2,2)],
[(F27 1)’ (QIQ7 1)] Y [(Fla 1)7 (Q117 1)}

La Figura 3.4 representa el sistema acoplado.

QL
N / JDDDHT

QL
| B J JDDDDT

Figura 3.4: Representacién en Diagrama de Bloques de (3.10)

Notar que, debido al hecho que la funcion fi, no depende de la variable q1,
la conexion [(QI1,1), (F1,1)] no es necesaria. Mds ain, teniendo en cuenta que
f1(q1, g2) = q2 el subsistema Fy y las conexiones que involucra puede ser reem-
plazado por una conexion directa desde QI hasta QI,. Estas simplificaciones
pueden reducir considerablemente el costo computacional de la implementacion.

Los resultados de simulacion se muestran en la Figura 3.5. Esta primer si-
mulacion fue completada con 30 transiciones internas en cada integrador cuan-
tificado, lo que da un total de 60 pasos. En la figura pueden apreciarse las
trayectorias seccionalmente lineales de x1(t) y x2(t), asi como las trayectorias
seccionalmente constantes de q1(t) y q2(t).
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Figura 3.5: Trayectorias en el Sistema (3.10)

La presencia de la histéresis puede verse facilmente cuando las pendientes
de las variables de estado cambian de signo. Cerca de esos puntos, hay valores
distintos de q para el mismo x.

Las simplificaciones en las conexiones que fueron mencionadas pueden ser
aplicadas a sistemas generales en los que algunas funciones estaticas no dependen
de todas las variables de estado. De esa forma, el método de QSS puede explotar
las propiedades estructurales del sistema para reducir los costos computaciona-
les. Cuando el sistema es ralo la simulacién por QSS resulta particularmente
eficiente ya que cada paso involucra cédlculos en muy pocos integradores.

Los algoritmos de tiempo discreto pueden también aprovechar las propie-
dades de ralitud. Sin embargo, estos requieren de la utilizacién de técnicas
especificas para la manipulacién de matrices. En el método de QSS esto es
simplemente una propiedad intrinseca.

3.5 Senales de entrada en el método de QSS

Cuando se introdujo el método de QSS, se mencioné que el mismo permitia
la simulacién de sistemas estacionarios con senales de entrada seccionalmente
constantes. Sin embargo, no se dijo cémo estas senales pueden incorporarse al
modelo de simulacién

En el modelo de simulacién DEVS, cada evento representa un cambio en
una trayectoria seccionalmente constante. Luego, las trayectorias de entrada
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deben ser incorporadas como secuencias de eventos. En el Diagrama de Bloques
de la Figura 3.2, las senales de entrada u(t) parecen venir del mundo exterior
y no queda claro donde las correspondientes secuencias de eventos deben ser
generadas.

En el contexto de la simulacién DEVS, todos los eventos deben provenir de
un modelo DEVS atémico. Por esto, es evidente que se debe construir algin
nuevo modelo DEVS que pueda generar tales secuencias de eventos y que pueda
acoplarse con el resto del sistema para su simulacion.

Supongamos entonces que hay una trayectoria de entrada seccionalmente
constante u(t) que toma valores vy, va, ..., v;, ... en los instantes i, ta,

.., tj, ... respectivamente. Luego, un modelo DEVS que produce los eventos
correspondientes a esta senal —o sea, un DEVS generador de eventos— puede
construirse como sigue:

M5 = (Xa Y, S, (Sinta 6ext7 A, t(l), donde

X=9

Y=RxN

S =NxR"

5int(3) = bint(j,0) = (] + 1,141 — tj)
A(s) = A(j,0) = (v5,1)

ta(s) = ta(j,o) =0

Notar que en este modelo la funcién de transicién externa dexy no esté definida
dado que la misma no puede ser invocada nunca porque el sistema no recibe
eventos de entrada.

Una ventaja interesante del método de QSS es que el mismo trata los cambios
en las trayectorias de entrada de una manera asincrénica. El evento que indica
un cambio en la senal es procesado siempre en el instante de tiempo correcto,
produciendo cambios instantdaneos en las pendientes de las trayectorias de las
variables de estado que resultan afectadas directamente.

Este es el comportamiento intrinseco del método y es obtenido sin tener que
modificar los modelos DEVS correspondientes a los integradores cuantificados
ni a las funciones estaticas. Los métodos de tiempo discreto, en cambio, re-
quieren un tratamiento especial para poder realizar un paso en el instante de
tiempo exacto en el que ocurre un cambio en la entrada. Este tema sera tratado
mas adelante en profundidad para mostrar las ventajas del método de QSS en
sistemas discontinuos.

Hasta aqui se consideraron sélamente trayectorias de entrada seccionalmente
constantes. Sin embargo, en muchas aplicaciones las trayectorias de entrada
tienen formas mas generales. En estos casos, las mismas pueden aproximarse
por trayectorias seccionalmente constantes mediante el agregado de funciones de
cuantificacion y asi pueden ser representadas por modelos DEVS. Por ejemplo,
el siguiente modelo DEV'S general una trayectoria de eventos que sigue la forma
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de una funcién senoidal con frecuencia angular w y amplitud A utilizando un
quantum AAu.

M6 = (X7 va 57 5int7 5ext7 )\7 ta), donde

X=¢
Y=RxN
S=RxR"

Oint (8) = Oint (T, 0) = (7,5)
A(s) = A(1,0) = (Asin(wT), 1)

ta(s) = ta(r,0) = o

con
arcsm[sm&w) + Au] 7 si (sin(wr) + Au < 1 A cos(wr) > 0)
5= Vsin(wr) — Au < =1
sgn(7)m — arcsin[sin(wr) — Au] 7 en otro caso
w
y
~ T+& si wit+ad)<m
T = ~ 27
TH+o - en otro caso

La trayectoria generada por este modelo con parametros A = 2, w =3y AAu =
0.2 se muestra en la Figura 3.6.

Figura 3.6: Trayectoria senoidal seccionalmente constante.
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Una trayectoria seccionalmente constante puede también obtenerse utilizan-
do un paso temporal constante. Sin embargo, la aproximacién anterior es mejor
en el método de QSS ya que la cuantificacién en los valores asegura que la di-
ferencia entre la senal continua y la senal seccionalmente constante sea siempre
menor que el quantum. Este hecho se nota claramente en la Figura 3.6, don-
de si se hubiera utilizado una aproximacion de paso constante el maximo error
dependeria de la relacién entre dicho paso temporal y la frecuencia de la senal.

3.6 Arranque e Interpolacion de Salidas

El arranque en el método de QSS consiste en brindar condiciones iniciales apro-
piadas a los modelos DEVS atémicos que realizan la simulacién.

El estado del integrador cuantificado puede escribirse como s = (z,d,, k, o)
(ver el modelo My en la pdgina 37) donde z es la variable de estado, d, es su
derivada, k es el indice correspondiente a la variables cuantificada g y o es el
avance de tiempo.

Es claro que la variable que representa el estado debe ser inicialmente elegida
como x = x;(ty) y j debe ser tomada tal que @Q; < z;(t) < Q;j+1. Con respecto
a d, y o, estos podrian calcularse de acuerdo a f;(g,u). Sin embargo hay una
soluciéon mucho mas simple.

Si se toma o = 0, todos los integradores cuantificados realizaran transicio-
nes internas al comienzo de la simulacién y luego, los modelos asociados a las
funciones estéaticas f; calcularan las derivadas produciendo —instantaneamente—
eventos de salida. Luego, los integradores cuantificados recibirdan los valores
correctos de d, y podran calcular el o correspondiente durante la transiciéon
externa.

Sin embargo, este comportamiento se observard sélo si los integradores cuan-
tificados reciben los eventos de entrada provenientes de las funciones estaticas
después de haber realizado la transicion interna. El problema es que después
que el primer integrador cuantificado realiza una transicién, no sélo los otros
integradores cuantificados sino también algunos modelos estaticos tendran su o
igual a 0 (ya que habrdn recibido el evento proveniente del primer integrador
cuantificado).

Por esto, es necesario establecer prioridades entre los componentes para ase-
gurar que cuando algunos modelos planean hacer su préxima transicién en el
mismo instante sean los integradores cuantificados los primeros en realizarla.
Esto puede lograrse facilmente utilizando la funciéon de desempate mencionada
en la Seccién 2.3.

Estas consideraciones también solucionan el problema de la eleccién de con-
diciones iniciales de los modelos estaticos. Estas pueden ser elegidas arbitra-
riamente ya que los modelos recibirdan eventos de entrada provenientes de los
integradores cuantificados al comienzo de la simulacién y asi las funciones de
transicion externa calcularan los estados adecuados.

Por 1ltimo, los modelos generadores de senales de entrada deberan comenzar
con su o igual a cero y el resto del estado debe elegirse de manera tal que el
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primer evento de salida corresponda al valor inicial de la senal.

Una propiedad muy importante del método de QSS tiene que ver con el
hecho que las trayectorias de estado tienen una forma muy particular. Ya fue
mencionado en la Seccién 3.3 que las trayectorias de estado en un QSS son
seccionalmente lineales y continuas.

Luego, si se conocen los valores que adopta la variable x; en los instantes
en que hay eventos, los mismos pueden ser interpolados con segmentos para
obtener la evolucién exacta de (3.3) en cualquier instante de tiempo. Mds aun,
para hacer eso sélo hace falta conocer los valores que adopta dicha variable tras
cada transicién externa porque en las transiciones internas las pendientes no
cambian.

Teniendo en cuenta esto, el problema de la interpolacion de salida tiene una
solucién trivial en el método de QSS.

3.7 Cuantificacién, Histéresis y Errores

Tras la definicién del método de QSS en la Seccién 3.2 las observaciones subsi-
guientes estuvieron enfocadas en la implementacién de los Sistemas de Estados
Cuantificados mediante DEVS. Teniendo en cuenta las consideraciones de las
Secciones 3.4 a 3.6, queda claro como debe construirse y simular el modelo
DEVS correspondiente a un QSS cualquiera.

Luego, dado un sistema continuo como (3.2) y sabiendo cual es el quantum
y la histéresis que debe utilizarse en cada variable, la simulacién DEVS puede
realizarse facilmente.

Sin embargo, no se dijo nada sobre el problema clave del método: la eleccion
de la cuantificacion y la histéresis a aplicar en cada variable de estado.

En los métodos clasicos de tiempo discreto, los parametros de simulacién
(paso de integracién, tolerancia de error, etc.) se eligen de acuerdo a considera-
ciones de estabilidad y precisién requerida.

Hasta aqui no se dijo nada sobre estos temas —estabilidad, error, etc.— en
relacion al método de QSS.

Dado que la meta es simular el Sistema (3.2), la precisién de la simulacién
estard conectada con la similitud entre este sistema y (3.3).

Teniendo en cuenta que la Unica diferencia entre ambos sistemas es la pre-
sencia de funciones de cuantificacion, es natural esperar que el error dependa
del tamano de los intervalos de cuantificacion. Sin embargo, esta aseveracion
requiere un estudio mas profundo sobre los efectos de la cuantificacién.

Todos estos asuntos tedricos seran dejados para el préximo capitulo. De to-
das formas, anticipamos aqui que —bajo ciertas condiciones— habra una relacién
lineal entre el quantum y el error y este hecho brindard la regla bésica para la
eleccién de la cuantificacion y la histéresis.
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Capitulo 4

Propiedades Teodricas de

QSS

En el capitulo previo se afirmé que el método de QSS era un método general para
la simulaciéon de ODEs estacionarias. Aunque se demostré que el mismo puede
aplicarse a ODEs invariantes en el tiempo generales, no se presenté ninguna
propiedad que diga que las soluciones de un QSS son similares a las exactas en
algtin sentido.

Las propiedades que se estudian tipicamente en analisis numérico son consis-
tencia, convergencia, estabilidad y cotas de error. Estas permiten estimar bajo
que condiciones las soluciones aproximadas son en realidad una buena aproxi-
macién a las trayectorias continuas. Las mismas también brindan ayuda en la
eleccién de los pardmetros de simulacién (paso de integracién, tolerancia, etc.)
de acuerdo a la precisién buscada.

El error local —error en un paso— se obtiene usualmente a partir de una
expansion en serie de Taylor mientras que el error global —error tras muchos
pasos— es sélo estimado de forma tedrica a partir de condiciones de Lipschitz
(ver [17] por ejemplo). La propiedad de convergencia (o sea, la propiedad por
la cual el error tiende a cero cuando el paso de integracién tiende a cero) es
entonces obtenida como el caso limite de la cota de error global.

Dado que todos los métodos existentes son de tiempo discreto, sus propieda-
des de estabilidad se estudian generalmente en base a la teoria de ecuaciones en
diferencias. La clave de este estudio es encontrar la relacion entre los autova-
lores de la ODE original y las raices de la ecuacién en diferencias (desde luego
este procedimiento estd limitado al andlisis de sistemas lineales!).

En el caso del método de QSS esta iltima idea es completamente initil. Ya
se menciond que los Sistemas de Estados Cuantificados no encajan en la forma
de una ecuacién en diferencias. Similarmente, el uso de expansiones de Taylor
no produce ningun resultado interesante.

IExisten otras formas de estudiar las propiedades que se aplican también a sistemas no
lineales. Nos referimos aqui sélamente a las herramientas habituales del anélisis numérico.

45
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Sin embargo, hay una herramienta mucho més poderosa que puede ser uti-
lizada aqui: la teoria de perturbaciones. En base a esta, serd posible no sélo
obtener resultados similares a los clasicos sino también calcular cotas de error
practicas y establecer condiciones de estabilidad que incluyan los casos no linea-
les.

Haciendo uso de esas condiciones de estabilidad y cota de error, y tras ciertas
consideraciones adicionales, se podrd resolver finalmente el problema que se
abrié al final del capitulo anterior, esto es, la eleccién de la cuantificacién y el
ancho de histéresis apropiados.

4.1 QSS y Teoria de Perturbaciones

Como se menciond, las herramientas usuales para el andlisis de estabilidad
numérica se basan en la teoria de sistemas de tiempo discreto. La idea bésica es
obtener la ecuacién en diferencias correspondiente a un método dado aplicado
a una ecuacion diferencial y relacionar los autovalores de ambos sistemas.

Esta idea, que es muy 1util en los métodos de tiempo discreto, no puede
aplicarse a QSS porque el modelo de simulacién resultante es un sistema de
eventos discretos que no puede representarse mediante ecuaciones en diferencias.

Un primer intento por resolver este problema consistiria en buscar una teoria
de sistemas de eventos discretos que permita tal tipo de analisis de estabilidad.
De hecho, existe una teoria matematica muy elegante basada en el uso de dlgebra
maz—plus que permite expresar sistemas de eventos discretos mediante ecuacio-
nes en diferencias en el contexto de dicha dlgebra [1].

Esta teorfa llega también a resultados de estabilidad basados en el estudio
de los autovalores y es completamente analoga a la teoria de sistemas de tiempo
discreto. Sin embargo, la misma puede ser sélo aplicada a sistemas represen-
tables por Redes de Petri y, desafortunadamente, el método de QSS produce
modelos DEVS que no tienen equivalentes en ese formalismo gréfico.

Un modo diferente de estudiar la dindmica de QSS es utilizando la represen-
tacién (3.2) para la ecuacién diferencial original y (3.3) para su aproximacién
QSS.

Definiendo Az (t) £ ¢(t) —x(t), esta tiltima ecuacién puede reescribirse como

#(t) = f(x(t) + Ax(t), u(t)) (4.1)

y ahora, el modelo de simulacién (3.3) puede verse como una versién perturbada
del sistema original (3.2).

Las funciones de cuantificacion con histéresis tienen una propiedad funda-
mental. Si dos variables ¢;(t) y x;(t) estdn relacionadas por una funcién de
cuantificacién como (3.1), entonces:

Qo < x;(t) < Qr = |qi(t) — z:(t)| < max(AQ,¢) (4.2)

donde AQ £ max(Qj+1 — Qj), 0 < j < 7, es el quantum méximo (ya se
mencioné que de todas formas este es en general constante)
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La propiedad dada por (4.2) implica que cada componente de la perturbacién
Ax estd acotada por los correspondientes ancho de histéresis y quantum. Luego,
el andlisis de precisién y estabilidad se puede basar en el estudio de los efectos
de perturbaciones acotadas.

Como se dijo, el estudio de la estabilidad numérica se restringe usualmente a
los sistemas lineales ya que su estudio en sistemas no lineales es bastante dificil.
Se verd que este problema desaparece en el método de QSS ya que el analisis
de perturbaciones puede aplicarse facilmente a sistemas no lineales. Més aun,
cuando el método se utiliza con un sistema lineal serd también posible establecer
una cota de error global y el problema de la precisién de la aproximaciéon podra
ser tratado no sélo localmente.

Mas allé de estas ventajas, un problema nuevo aparece en el método de QSS.
Veamos el mismo en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 4.1. Oscilaciones en el método de @QSS.
Consideremos el sistema de primer orden:

#(t) = —a(t) + 9.5 (4.3)

con la condicion inicial x(0) = 0.
La simulacion utilizando el método de QSS con quantum AQ = 1 y ancho
de histéresis € = 1 se muestra en la Figura 4.1

10

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

t
Figura 4.1: Simulacién por QSS de (4.3)

Aunque el sistema (4.3) es asintGticamente estable, la simulacién por QSS
termina en un ciclo limite. El punto de equilibrio z = 9.5 no es mas un punto
de equilibrio en el QSS resultante y no puede decirse entonces que el método
conserva la estabilidad.
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Sin embargo, la solucién del QSS nunca se aleja de la solucién exacta y de
hecho termina con una oscilacién cercana al punto de equilibrio. Teniendo en
cuenta que el objetivo era simplemente simular el sistema, este resultado no es
malo.

La trayectoria dada por el método de QSS en este caso se denomina final-
mente acotada (ultimately bounded) [22]. En general, el método de QSS no
puede asegurar estabilidad segun la definicién clasica. Por eso, en el contexto
de este método, la palabra estabilidad se referird en realidad a la garantia de
soluciones finalmente acotadas.

4.2 Convergencia del Método de QSS

La propiedad de convergencia dice que las soluciones de (4.1) tienden a las
soluciones de (3.2) cuando el quantum méximo AQ y el ancho de histéresis &
de todas las variables tienden conjuntamente a cero.

La importancia de esta propiedad radica en el hecho que puede alcanzarse
un error de simulacién arbitrariamente pequeno mediante el uso de una cuanti-
ficacién suficientemente pequena.

El siguiente teorema brinda las condiciones suficientes para la convergencia
del método de QSS.

Teorema 4.1. Convergencia del Método de ()SS.
Sea el Sistema (3.2) y su QSS asociado (3.3). Sea D la regién de no-
saturacion definida por

D= {l‘ = (xl, 71'71)/@01 <x; < Q”} (44)

Asumamos que la entrada u(t) € D,, siendo D,, una regién acotada y suponga-
mos que la funcion f(x,u) es Lipschitz local sobre D x D,,. Sea ¢(t) la solucidn
de (3.2) desde la condicidn inicial x(0) = xg y sea ¢1(t) una solucidn del QSS
asociado (3.3) comenzando desde la misma condicion inicial xo. Supongamos
que ¢(t) € Dy donde Dy C D (la solucion del sistema continuo estd en la region
de no saturacion). Luego, ¢1(t) — &(t) cuando los intervalos de cuantificacion
tienden a 0.2

Demostracion. Sea S el conjunto R® — D y F' una constante definida segin

F £ sup (sup || f(z,u)]])
ueD, €D

Sea d el nimero positivo definido como

2 inf (inf - 4.
d = inf( dnf [lo() —=[) (4.5)

2Sin modificar los limites de saturacién (o sea, el nimero de niveles de cuantificacién tiende
a 00).
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Teniendo en cuenta las hipdtesis sobre f y ¢(t), una constante positiva ¢, puede

encontrarse tal que satisfaga

d

Puede verse facilmente que durante el intervalo [0,¢1] la trayectoria de ¢1(¢)
permanecera en el conjunto D.

Utilizando la notacién perturbada (4.1) en lugar de (3.3) y teniendo en cuen-
ta que cuando 0 < t < t; las trayectorias estan en la regiéon de no—saturacion,
la propiedad fundamental (4.2) es valida para todos los componentes y luego
Az (t) satisface

lA)l <A, (0<t<h) (4.7)

siendo A, una constante determinada por los intervalos de cuantificacion.
Sea t € [0,t1]. De (4.1), (3.2) y del hecho que phi; (0) = ¢(0) sigue que

P1(t) — o(t) = /0 (f(or(7) + Az(t), u(7)) — f(&(7), u(7)))dT
Luego, aplicando la norma euclidea se obtiene
[¢1(t) — p(t)]l = II/0 (f(¢1(7) + Az(7),u(r)) — f(o(T), u(T)))dr||
y luego,

[61(t) — o()]| < /0 1£(61(7) + Az(7), u(r)) = f(¢(7), ul(r))lldr  (4.8)

Sea M la constante de Lipschitz de la funciéon f en D x D,. Dado que el
argumento de la funcién f en (4.8) esta dentro de dicha regién, se tiene que:

A\

ler(t) =Dl < /0M||¢1(T)+Ax(7)—¢(7)||d7

= [l¢1(t) — 2@

IN

/0 M([|¢1(7) = o(7)I| + [|Az (7)) dr

A

= ll91(t) =0 < /OM(||¢1(T)—¢(T)|I+Am)dT

= ll6u(t) — o) < / M|g1(7) — o(r)dr + MtA,

Las funciones ¢ y ¢; son continuas al igual que el término MtA,. Dado
que M es positiva, se puede aplicar la Desigualdad de Gronwall-Bellman [22],
lo que resulta en

t
l¢2(t) — 2@ < MtAﬁ/ M2sA el M7 ds
0

= l91(t) — (@) (M —1)A,

IN
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Luego, dado que M y t; no dependen de A, para 0 <t < t; tenemos que
Jim [l61(6) = o(6)] =0 (19)

De (4.5) sabemos que
4 < ik (l6(1) ) (4.10)

Teniendo en cuenta (4.6), (4.9) y (4.10), es posible encontrar una cuantificacién
suficientemente pequena tal que

infyes(||o1(t1) — )
F

Esta desigualdad implica que la solucién ¢4 (¢) no abandona la regién D durante
el intervalo [tq, 2t1]. Luego, la validez de las Ecuaciones (4.7) a (4.9) se mantiene
para el intervalo [0, 2t;]. Repitiendo este argumento resulta que (4.9) vale para
todo t. |

t1 <

4.3 Propiedades Generales de Estabilidad de
QSS

Si bien la convergencia constituye una propiedad tedrica importante, esta no
brinda ninguna informacién cuantitativa sobre la relacién entre el quantum y el
error y no establece ninguna condicién para el dominio de estabilidad.

El principal resultado de esta seccién —Teorema 4.2— sigue esta ultima meta
brindando condiciones suficientes para encontrar la cuantificacién que conserva®
las propiedades de estabilidad del sistema continuo original.

Para el andlisis de estabilidad serd considerado un sistema auténomo (que
eventualmente podré representar un sistema no auténomo con una trayectoria
de entrada constante tras desplazar los ejes apropiadamente):

©(t) = f(z(t)) (4.11)
El QSS correspondiente estd dado por

@(t) = f(q(t)) (4.12)
donde ¢(t) y z(t) estdn relacionados componente a componente por funciones

de cuantificacién con histéresis.
Una primer propiedad de esta aproximacién estd dada por el siguiente lema:

Lema 4.1. Puntos de Equilibrio en QSS.

Sean el sistema continuo auténomo (4.11) y su Sistema de Estados Cuanti-
ficados asociado (4.12).

Luego, el punto x = T es un punto de equilibrio de (4.11) si y sdlo si el punto
q =T es un punto de equilibrio de (4.12).

3Como se mencioné antes, el término estabilidad se refiere en realidad a la garantia de cota
final de las soluciones
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La demostracion de este lema es trivial y, como ya fue mencionado, el mismo
vale también para sistemas con entradas constantes.

El lema 4.1 implica que las variables cuantificadas del QSS tienen los mismos
valores posibles en el equilibrio que las variables de estado del sistema original.
Sin embargo, esto no implica que las variables de estado del sistema cuantifi-
cado tendran tales valores o que las variables cuantificadas puedan alcanzar los
mismos.

De todas formas, teniendo en cuenta que la diferencia entre ¢(t) y x(t) esta
acotada el valor de las variables de estado en una situacién eventual de equilibrio
sera cercano al correcto.

La Ecuacién (4.12) puede reescribirse utilizando la notacién perturbada:

#(t) = fz(t) + Az(t)) (4.13)

con Az(t) 2 q(t) — z(t).

Ahora, el teorema que relaciona la estabilidad de los Sistemas (4.11) y (4.12)
puede introducirse.

Como antes, este teorema asume que el sistema es auténomo y estudia las
trayectorias alrededor de un punto de equilibrio en el origen pero puede ser
facilmente extendido a sistemas con entradas constantes y con otros puntos de
equilibrio.

Teorema 4.2. FEstabilidad de QSS.

Sea un sistema como el definido en (4.11) que tiene un punto de equilibrio
en el origen y donde la funcion f es continuamente diferenciable.

Asumamos que eziste una funcion de Lyapunov V (x) continua en una region
abierta D que incluye al origen y que tiene una derivada temporal definida
negativa a lo largo de las trayectorias de (4.11). Sea D1 C D una regién limitada
por una superficie de nivel de V. Luego, dada una region abierta arbitraria
Dy C Dy también limitada por una superficie de nivel de V serd siempre posible
encontrar una cuantificacion tal que cualquier trayectoria del QSS resultante
que comience en D1 finalice en el interior de Ds.

Demostracién. Sea Ds la regién definida por Ds £ D; — Dy. Dado que V(z) es
definida negativa, existe un nimero positivo s tal que:

V(x) < —s,Yz € D3 (4.14)
Sea entonces
alz,Azx) 2 VV(2)T - f(z + Ax) (4.15)

Esta es una funcién continua en Az dado que es el producto escalar de un vector
constante y una funcién continua. También se cumple que:

a(z,0) = V(z) (4.16)

Definamos entonces la siguiente funcién:

ay(Az) 2 xseug (a(z, Ax)) (4.17)
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Puede verse facilmente que esta nueva funcién es continua y verifica
ap(0) < —s (4.18)

Luego, dada una constante s; (0 < s; < ), puede encontrarse un nimero
positivo p tal que
aym(Az) < —s1 <0 (4.19)

si

lAz] < p (4.20)

La condicién dada por (4.20) puede ser satisfecha con la eleccién de una cuan-
tificacién adecuada teniendo en cuenta (4.2).

Sea ¢(t) una solucién de (4.13) comenzando de la condicién inicial ¢(t = 0) =
g € D3. Supongamos ademas que la cuantificacién fue elegida para satisfacer
la condicién dada por (4.20). De (4.13) y (4.15) resulta que:

(¢, Ax) = VV ()T - ¢
Usando (4.17) y (4.19) en la ecuacién anterior puede verse que

av

oy (0) 0 <=5 (4.21)

Esta condicién serd satisfecha al menos durante un cierto tiempo mientras ¢(t)
permanezca en D3 (la existencia de este tiempo queda garantizada por la con-
tinuidad de ¢(¢)).

Tras integrar ambos lados de la Desigualdad (4.21), se tiene

tav . t
[ Ge@)d-dt < /O—sl-dt

V(o(t) = VI(e(0)) < —si-t
V(o(t) < Vi(wg)—s1-t

Esto implica que V' evaluada sobre las soluciones del QSS esta acotada por una
funcién estrictamente decreciente mientras esta soluciéon se mantiene dentro de
Ds. Dado que el valor V(z) es menor que el valor que toma V en el borde de
D1, es claro que la trayectoria nunca podra abandonar la regiéon D;.

Sea V; el valor que V' toma en el borde de la region Dy. Luego, puede verse
facilmente que la trayectoria alcanzard la regién Ds en un tiempo finito ¢; con:

V(l’o) — Vvl
51

t; <

completandose asi la demostracién. O

Una primera observacién es que la demostracién requiere de la eleccion de
los intervalos de cuantificacién satisfaciendo (4.20). Para conseguir esto, es
necesario dejar la regiéon de saturacion fuera de la regién Ds.
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Luego, considerando el mismo quantum constante AQ y ancho de histéresis
€ para todas las variables cuantificadas, cada componente de Az serd menor
que max(AQ,e). Luego, ||Az| serd menor que y/n veces tal valor, siendo n la
dimensién del espacio de estados. Por esto, la condicién dada por (4.20) puede

conseguirse tomando:
P

max(AQ,¢e) < NG

En lugar de asegurar estabilidad, el Teorema 4.2 muestra que el método de
QSS puede implementarse alcanzando una cota de error final dada. Como se
mencioné antes, el método sélo garantiza la cota final de las soluciones. Este
hecho puede ser entendido muy ficilmente teniendo en cuenta que el término
de perturbacién Az(t) no desaparece cuando el tiempo tiende a co. Estas per-
turbaciones son conocidas como perturbaciones no evanescentes (non—vanishing
perturbations) [22].

Cuando la funcién de Lyapunov V es conocida, la funciéon « puede ser eva-
luada para obtener p. De esta forma, este resultado también muestra el modo
de efectuar la cuantificacién para obtener un error final acotado a algtin valor
arbitrario (dado por la eleccién de la regién Ds).

A pesar de la importancia tedrica de este resultado, la relacién entre cuan-
tificacién, estabilidad y cota de error no puede deducirse facilmente del Teore-
ma 4.2.

Por un lado, la eleccién de la cuantificacion requiere del conocimiento de
una funcién de Lyapunov para el sistema continuo. Hay teoremas conversos que
aseguran la existencia de tales funciones en sistemas asintéticamente estables
[22]. Sin embargo, el modo de obtener tales funciones es generalmente muy
dificil cuando no imposible. Por esto, el resultado no es tan 1til desde el punto
de vista préctico.

Por otro lado, se obtuvo sélo una cota para la cota de error final. Hasta
aqui, no hay informacién sobre la relacién entre el quantum y el error en un
instante de tiempo arbitrario.

La principal razén de estos problemas radica en el hecho que se estd traba-
jando con sistemas no lineales generales. Para obtener resultados mas préacticos
y con mayores implicancias es necesario tratar con casos mas particulares.

Como en todos los métodos numéricos existentes, las propiedades mas inte-
resantes de QSS resultan del estudio de los sistemas LTI.

Teniendo en cuenta lo que ya se hizo hasta aqui, un primer intento de es-
tudiar las propiedades de QSS en sistemas LTI consistiria en tomar el teorema
basado en Lyapunov y modificarlo utilizando las propiedades particulares de los
sistemas lineales.

Sin embargo, esa clase de estudio es un problema de estimacion de cota final
y el uso de enfoques basados en Lyapunov generalmente conlleva resultados
muy conservadores. Esto se debe principalmente al hecho que las estructuras
del sistema y de la perturbacion se pierden durante la realizacion del anélisis de
Lyapunov.

Por esto, antes de estudiar las propiedades del método de QSS en sistemas
LTT seria deseable desarrollar algunas herramientas nuevas que permitan anali-
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zar de manera no conservadora el comportamiento de tales sistemas en presencia
de perturbaciones no evanescentes.

La préxima seccién se dedica al analisis particular de Lyapunov para com-
parar luego este enfoque con el de una nueva metodologia que se introducira
en la Seccién 4.5. Tras esto, se volverd a la aplicacién de dichos resultados al
estudio de las propiedades de QSS.

4.4 Sistemas LTI Perturbados: Enfoque de Lya-
punov

Consideraremos un sistema LTT nominal:
z(t) = f(t,z) = Az(t) + Bu(t) (4.22)

donde A € R™ ™ es una matriz Hurwitz, u € R™ y B € R™**™,

Como se vio en las secciones previas, el método de QSS introduce perturba-
ciones acotadas en las variables de estado. Similarmente, cuando las senales de
entrada son aproximadas por sus versiones cuantificadas el efecto puede repre-
sentarse por la presencia de perturbaciones en las variables de entrada.

De esta forma, la meta de esta seccion es estudiar los efectos de perturba-
ciones acotadas en los estados y entradas del Sistema (4.22).

Ya se menciond que una de las consecuencias més importantes de la presencia
de perturbaciones no evanescentes es la desaparicion de la estabilidad asintética
dejando lugar a la acotacién final (ultimately boundedness) de las soluciones.

El problema principal es entonces estimar una relacién cuantitativa entre la
cota de las perturbaciones y la cota final resultante. En este problema particular
—el método QSS— dichas cotas son respectivamente el quantum y el error final.

Teniendo en cuenta el problema estudiado —encontrar la cota final de un
sistema perturbado— debe asumirse que el sistema no perturbado (4.22) es
asintéticamente estable y tiene una entrada constante.

Debido a la linealidad y sin pérdida de generalidad puede suponerse que
u(t) = 0. Luego, en presencia de perturbaciones generales de entrada y de
estado, el Sistema (4.22) puede escribirse como

z(t) = A(z(t) + Ax(t)) + BAu(t) (4.23)
Se asumird que las componentes de la perturbacién satisfacen:

|Azi(t)] € Aoz, 1<i<n (4.24)

|Auj(t)] < Aoz, 1<j<m (4.25)

donde AZyaz; Y Almaz,; son constantes no negativas (que en el método de QSS
representan el quantum).
Para simplificar las ecuaciones que siguen, se introducird una nueva notacion:
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El simbolo | - | indicard el médulo por componentes de una matriz o vector.
Si T es una matriz con componentes 171, ..., Ty m, luego |T| serd una nueva
matriz de la misma dimensién que T con componentes |17 11, ..., |Tnm]-

Para vectores de la misma dimension, la desigualdad vectorial x < y implica
que z; < y; para cada componente de = e y.

De acuerdo a estas definiciones, la siguiente propiedad serd satisfecha:

T - 2| <|T|- ||

Utilizando entonces la notacién recién definida, las inecuaciones (4.24) y (4.25)
pueden reescribirse como

|Az(t)] < AZpas (4.26)

|Au(t)] < Aupas (4.27)

De acuerdo a esto, el problema es encontrar una cota final para el sistema
(4.23) donde las perturbaciones satisfacen (4.26) y (4.27).

En la Seccién 4.3 se realizé un estudio general no lineal utilizando una técnica
basada en Lyapunov.

De hecho, la forma clasica de estudiar este problema en sistemas LTI es sim-
plemente siguiendo esa técnica y mejorandola con las propiedades particulares
resultantes de la linealidad del sistema.

Para justificar el uso de un enfoque nuevo, se obtendra primero la cota final
del Sistema (4.23) siguiendo el mencionado andlisis de Lyapunov y luego se
comparara el mismo con el nuevo en la siguiente seccion.

El estudio serd hecho para las normas 2 e co. A pesar que la cota en nor-
ma oo puede obtenerse de la norma 2 —utilizando el hecho que la primera es
siempre menor o igual que la segunda— esta cota podria resultar incluso mas
conservadora.

Sea entonces U(z) = 27 Px donde P = PT > 0 satisface

ATP+ PA=-Q (4.28)
con @ = QT > 0. Luego
U) = iTPr+a2TPi
= [A(z + Az) + BAu|T Pz + 2T P[A(z 4+ Az) + BAu]

' Uz) = —2TQx + 22T PAAz + 22T PBAu (4.29)
Es sabido que
20" PAAx < 2|z - | PA] - || Az
< 2l - [[PA] - Az | (4.30)

y similarmente

2¢T PBAu 2||z|| - | PB]| - || Aull

2)jz[l- [PB] - [ Atmaz|| (4.31)

IN A
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Hasta aqui el anélisis es el mismo para ambas normas. Ahora el estudio conti-
nuara utilizando las propiedades particulares de cada una de las normas.
En norma 2 sabemos que

27 Qx> ||z 3Amin(Q) (4.32)
Luego, si

2

resulta de (4.30) y (4.31) que

(IPAll2 - [[A%mazll2 + [[PBllz - [|Atmaz|2) (4-33)

zll2 = p

2T Qx> ||z 3 Amin(Q) > 20T PAAz + 20T PBAw

y de (4.29) se tiene
U(z) <0

Sea
c2 max U(z) = p*Mnax(P) (4.34)

lzll2=p

Luego, puede asegurarse que las trayectorias finalizaran dentro de la superficie
de nivel dada por

U(J?) =c= pQAma;c(P)

v la cota final serd pso tal que

min U(l’) = Hg/\m'm(P) =cC

lzll2=pe

esto es
c

Utilizando (4.34) y (4.33) en la ultima ecuacién se llega a la cota final

Amas(P) 2

(I1PAllz - |Azmazllo + [|PBll2 - | Atmaz|l2) (4-35)

El andlisis en norma oo es casi idéntico al de la norma 2. La tnica diferencia
es que la cota inferior dada por (4.32) no vale en norma oo. Para obtener una
desigualdad similar, se utilizara el siguiente resultado:

Lema 4.2. Cuadrdtica Restringida (Constrained Cuadratic) [43].
Sea U(x) = 2'Qx, donde Q = QT > 0, y sea C un vector fila en R™ y r un

escalar no nulo. Luego, el minimo de U(-) sobre el hiperplano {x|Cx = r} estd
dado por: r*/CQ-1CT.
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Utilizando este lema, el minimo de una funcién cuadratica cuando la com-
ponente x; =1 es 12 /e;Q el =1?/(Q71); . Luego, resulta que

2

. T
min ' Qr=—"6#—/#4#¥—#/¥/—/—
oo =r max;(Q )i

y la Ecuacién (4.32) puede ser reemplazada por

Qs — N7l (4.36)
~ max;(Q )i
Entonces, siguiendo una idea similar a la del anélisis en norma 2, la cota obtenida
es:

Poo = 2bg \/ bp”PHoo “(IPAllso AT mazlloo + [[PBloo | Atmaz 0o )(4.37)

donde
bq é max (Qil)i’i

4.5 Sistemas LTI Perturbados: Enfoque No
Conservador

Para obtener un resultado menos conservador es necesario explotar la estructura
del sistema. Por esto, deberd seguirse una idea completamente diferente a la del
analisis de Lyapunov.

Para aprovechar la estructura, se estudiara primero el sistema desacoplado
(Lema 4.3 y Corolario 4.1). Luego, los resultados seran llevados de vuelta al
sistema original en el Teorema 4.3.

Esta forma de trabajar permitira utilizar las propiedades geométricas del
sistema y de las perturbaciones. Como se vera mas adelante, esto resultara en
una estimacién menos conservadora de la cota final.

Lema 4.3. Sistema Fscalar Perturbado.
Sea la siguiente ecuacion de primer orden con coeficiente complejo:

& =a(x + Az) + BAu (4.38)

donde a, x, Ax € C, Au € CF y B € C'*F,

Asumamos también que Re(a) < 0, |Az| < AZpmaz ¥ [Au] < Atpay.

Sea x(t) una solucion de (4.38) desde la condicion inicial x(ty) = 0. Luego,
para todo t > tg resulta que

Aum(l’l‘

2(t)] < ‘

Aznlam + ‘

Re(a) Re(a)
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Demostracion. Sea x = p-e’? con p, € R. Con esto la Ecuacién (4.38) queda
p-e?’ +jp-e?? 0=a(p- e + Az)+ BAu

Luego, ] _ _
p+ijp-0=alp+Az-e 9% + BAu-e7?

Tomando la parte real de la iltima ecuacién, resulta que
p=Re(a)p + Re(aAz - e%) + Re(BAu - e777)

y
[3 < Re(a)p + |a|A-Tmax + |B|Aumaz
Entonces, cuando

|a| Az oz + | Bl Atmaz
p=lz) =
[Re(a)]

resulta que p < 0y |z(t)| no puede superar la cota dada. O

Aplicando el Lema 4.3 a cada componente de un sistema desacoplado se
obtiene el siguiente corolario:

Corolario 4.1. Sistema Perturbado Desacoplado.

Sea el Sistema (4.23) donde v, Az € C", A € C"*", Au € C¥ y B ¢
C™*. Supdngase también que A es una matriz diagonal con Re(4;;) < 0y
considérense las desigualdades (4.26) y (4.27). Sea x(t) una solucion de (4.23)
desde x(ty) = 0. Luego, para todo t > ty resulta

lz(t)] < |Re(A) P A|AZ oz + |[Re(A) ™ Bl Atz
En base a este corolario, el siguiente teorema puede derivarse:

Teorema 4.3. Cota de las Trayectorias Iniciadas en el Origen.

Sea el Sistema (4.23) donde x, Az € R", A € R™", Au € R¥ and B ¢
R™¥F . Supéngase que A es una matriz Hurwitz diagonalizable y que los términos
de perturbacion satisfacen (4.26) y (4.27). Sea x(t) una solucion del sistema
comenzando desde x(tyg) = 0. Luego, para todo t > to resulta

()] < V] (Re(A) " AV | Aias + [Re(A) VLBl Atimgs)  (4.39)

donde A es una matriz diagonal de autovalores de A y V' es una matriz asociada
de autovectores, o sea
VTIAV = A (4.40)

Demostracion. Sea x = Vz. De (4.23) sigue que
Vi=A(\Vz+ Az)+ BAu

Luego,
i=Az+V tAz) + V'BAu (4.41)
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Teniendo en cuenta las restricciones en |Az| y |Aul, se tiene que

V7 Az < |[VTHAZmae

[V IBAu| < |V B|Atmas

Dado que A es una matriz diagonal con Re(A;;) < 0 (ya que A es Hurwitz)
y teniendo en cuenta las tltimas desigualdades, el Sistema (4.41) satisface las
hipotesis del Corolario 4.1.

Luego, para todo t > t(y se puede asegurar que

|2(t)] < |Re(A) AV AZpar + [Re(A) ™'V Bl Aty
y finalmente se tiene que

()]

Vz(t)] < [V][2(0)] <
[VI(IRe(A) AV AZ e + [Re(A) ™'V Bl Atnas)

IN

lo que completa la demostracion. O

El Teorema 4.3 calcula una cota para las trayectorias de un sistema LTI
perturbado asumiendo que las trayectorias comienzan en el origen.

Ahora, basado en este ltimo resultado, el Teorema 4.4 brinda una estima-
cién de la cota final por componentes y en términos de la norma p para sistemas
LTT perturbados con condiciones iniciales arbitrarias.

Teorema 4.4. Cota Final de Sistemas LTI Perturbados.
El Sistema (4.23), bajo las hipdtesis del Teorema 4.3 es global y finalmente
acotado con cota final

p=[[V]- ([Re(A)T'Al - [V AZ oo + [Re(A) T VT B|Aupas)||  (4.42)

Mas ain, existe un tiempo finito t1 = t1(c,zo) tal que para cada constante
positiva ¢ las soluciones satisfacen

lz()] < (14 )|V ([Re(A) A [V HAZ e + [Re(A) 'V Bl Ata, 4.43)
para todo t > t1 y para cualquier condicion inicial xg.

Demostracion. Sea x(t) una solucién de (4.23) comenzando desde una condicién
inicial arbitraria x(0) = zo, y sea Z(t) una solucién del sistema nominal

i= Az (4.44)

comenzando desde la misma condicién inicial.

Sea e(t) = z(t) — Z(¢t). Luego, resulta que e(0) = 0 y e(t) satisface la Ecua-
ci6én (4.23), lo que implica que también satisface las hipdtesis del Teorema 4.3.
Luego,

le(®)| < |V]- (|Re(A)*Al - [V AZ paw + [Re(A) 'V B|Atmas)  (4.45)
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Dado que A es Hurwitz, el sistema nominal (4.44) es exponencialmente estable.
Luego, para cada constante positiva ¢ existe un tiempo finito ¢; tal que para
todo t > t1 se tiene

1Z(t)| < V|- (|Re(A)*Al - [V AZ oz + [Re(A) 'V B|Atygs)  (4.46)
Luego, para t > tq,

a(t)
|(#)]

IA I
™ 2
- =
~
— o+
ISU
-
e
—
-
Pt

y reemplazando con (4.45) y (4.46) se llega a (4.43), lo que completa la demos-
tracion, 0O

Los resultados, el Teorema 4.4 y la Eq.(4.42), brindan una alternativa a las
cotas dadas por (4.35) y (4.37).
Los ejemplos siguientes ilustran las ventajas de este nuevo enfoque.

Ejemplo 4.2. Cota Final de un Sistema Stiff Perturbado
Sea el sistema perturbado

&(t) = { 1o 10001 ] [e(t) + Az ()]

donde los componentes de la perturbacion estin acotados por
|Azy(t)] <0.01; |Azs(t)] < 0.0001
La férmula basada en Lyapunov (4.35) se minimiza tomando®

0= 1 —1.4631
| —1.4631 197.568

obteniéndose la cota final po = 20.1861. Similarmente, el minimo de (4.37) se

obtiene para
Q- 1 —1.448
| —1.448 196.124

lo que da poo = 14.45.

Para el mismo ejemplo, el enfoque nuevo —el Teorema 4.4 y la Ecua-
cion (4.42)— dan fiz = 0.0100085 (cota en norma 2) y fico = 0.01. La estima es
aproximadamente 2000 veces menos conservadora en norma 2 y 1400 veces en
norma oo.

Mas ain, el Teorema 4.4 concluye que, de acuerdo a (4.43), tras un cierto
tiempo t1 se tendrd que

[z1(t)] < (14 ¢)0.01; |z2(t)] < (1 + ¢)0.0003

4El minimo fue obtenido con el Nelder-Mead simplex method (funcién ’fminsearch’ de
Matlab).
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para cualquier constante positiva c. Si el objetivo fuera conocer sobre la cota de
la sequnda componente, este resultado es aun mucho mejor que el obtenido con
(4.42).

Los cdlculos fueron hechos utilizando las matrices de autovalores y autovec-
tores obtenidos con la funcion ‘eig’ de Matlab.

1 —0.01 -1 0
V= { —0.01 1 } A= [ 0 —10000 }

La razén del pobre desempeno del andlisis de Lyapunov es, en parte, debido
a la gran diferencia entre los autovalores del sistema (el sistema es rigido o stiff).
En virtud de esto, los autovalores de la matriz P son también muy diferentes lo
que implica que las superficies de nivel de U(x) sean elipses muy achatadas. En
consecuencia, el radio p que define la bola donde la derivada de la funcién de
Lyapunov es negativa difiere significativamente del radio po, que define la bola
que contiene todas las superficies de nivel que pasan por la bola de radio p (ver
Figura 4.2).

Figura 4.2: Cota de Lyapunov en Norma 2

Sin embargo, el mal desempeno también se debe a la pérdida de la estructura
del problema al utilizar la funcién de Lyapunov. De esta forma, el andlisis no
puede obtener ningiin beneficio del hecho que el término de perturbacion actia
con diferente amplitud en cada direccién.

Ejemplo 4.3. Un Sistema Stiff con Perturbaciones de Entrada.
Consideremos ahora el mismo sistema que antes con una perturbacion de

entrada.
0 100 1

B =1 100 —10001 ] () + [ 0 } ()
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donde |d(t)| < 1.
El minimo de la cota de Lyapunov dado por (4.35) se obtiene con:

0= 1 —2.2822
T | —2.2822  266.581

resultando en una estimacion de o = 26.7327.
Similarmente, (4.37) tiene un minimo para

0= 1 —1.7681
| —1.7681 195.484

brindando poo = 21.593.
Ahora, el uso de (4.42) da fiz = 1.00015 y fic = 1.0001. Con esto, los
resultados del nuevo enfoque son mds de 20 veces mejores.
El Teorema 4.4 también asegura que, de acuerdo a (4.43), tras algin tiempo
se tendrd que
|z1(t)] < 1.0001; |z2(t)] < (14 ¢)0.01

y la estima de la cota en la segunda componente se torna 2000 veces mejor que
la brindada por el andlisis de Lyapunov.

Las ventajas del nuevo enfoque en sistemas stiff es bastante clara teniendo
en cuenta lo que se ilustra en la Figura 4.2.

El dltimo ejemplo de esta seccion ilustrara el uso de la nueva metodologia en
un ejemplo muy simple (no stiff) de segundo orden con autovalores complejos
en presencia de perturbaciones de entrada. Este no es el caso de la Figura 4.2
y entonces la ventaja del método aqui es sélo debido a la conservacién de la
estructura del problema.

Ejemplo 4.4. Un Sistema No Stiff Perturbado
Sea el sistema

i(t) = [ ot } Ca(t) + [ ; } (1)

donde |d(t)] < 1.
Las cotas obtenidas con el andlisis de Lyapunov son ps = 5.1098 y peo =
3.7535 obtenidas con las matrices optimas

0, = 1 —0.0421
27| —0.0421 11177
Y
Qo = 1 —0.475
| —0.475 1.0703
respectivamente.

Por otro lado, las cotas obtenidas con el enfoque nuevo son fis = 3.266 y
foo = 2.3094, que siguen siendo menos conservadoras.
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Las matrices de autovectores y autovalores utilizadas fueron nuevamente las
obtenidas con Matlab:

Vo [ 0.612 — 50.354 0.612 4+ 50.354 }

50.707 50.707
y
A [ —0:5+,0.866 0
= 0 —0.5 — j0.866

Aunque este nuevo enfoque fue desarrollado para estudiar las propiedades
del método de QSS, el mismo puede ser aplicado en un contexto mucho més
general.

De hecho, estos resultados seran reutilizados en la aproximacién de segundo
orden y en la metodologia de control asincrénico. Pero los mismos pueden
utilizarse también en muchos otros problemas que requieren la estimacién de
cotas finales en presencia de perturbaciones acotadas no evanescentes.

Estas perturbaciones pueden también representar los efectos de senales de
ruido desconocidas (ver [41] por ejemplo), dindmicas no modeladas [42] y erro-
res en sistemas de control distribuido en red [62]. Por esto, la metodologia
desarrollada puede brindar también una herramienta 1til en aplicaciones co-
rrespondientes a todos estos casos.

4.6 Método de QSS en Sistemas LTI

La estabilidad de los métodos numéricos se estudia siempre en sistemas lineales.
Como ya se explicd, la idea es relacionar los autovalores del sistema continuo
original con los de la ecuacion en diferencias resultante. De esa forma, el analisis
llega a establecer condiciones —generalmente sobre el paso de integracién— tales
que los autovalores estables del sistema continuo (en el semiplano izquierdo)
sean mapeados en autovalores estables (en el circulo unitario) de la ecuacién en
diferencias.

Como ya fue dicho, esta idea no puede aplicarse al método de QSS porque
no hay aqui ninguna ecuacién en diferencias para estudiar.

En la Seccién 4.3 fueron establecidas algunas condiciones generales para
asegurar la existencia de una cota final para las soluciones de un QSS. Alli, una
funcién de Lyapunov era requerida para el andlisis por lo que el resultado no
era realmente muy préctico. Si bien las consecuencias tedricas de ese resultado
son muy importantes, es necesario estudiar el caso particular de los sistemas
LTT para llegar a condiciones mas précticas.

Consideremos entonces el siguiente sistema LTI:

#(t) = A-x(t) + B - u(t) (4.47)

con las mismas definiciones hechas en (4.22).
El uso del método de QSS transforma este sistema en:

@(t) = A-q(t) + B ug(t) (4.48)
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donde ¢(t) y z(t) estdn relacionados componente a componente por funciones
de cuantificacién con histéresis. Aqui, se considera que u,(t) es la versién cuan-
tificada de u(t) (en caso que esta no sea seccionalmente constante).

Luego, definiendo Az(t) £ q(t) — 2(t) y Au(t) £ u,(t) — u(t) la Ec.(4.48)
puede reescribirse como

#(t) = A(z(t) + Az(t)) + B(u(t) + Au(t)) (4.49)

donde cada componente de los términos de perturbacién Az y Aq estd acotado
por el quantum correspondiente (de acuerdo a Ec.(4.2)). Luego, siempre y
cuando las trayectorias no alcancen los limites de saturacién, se tiene que Az (t)
y Au(t) satisfacen (4.26) y (4.27) respectivamente.

En base a esta ultima observacién y haciendo uso de los resultados de la
seccién anterior, el siguiente teorema brinda la propiedad fundamental de la
cota de error global del método de QSS en sistemas LTT.

Teorema 4.5. Cota de Error Global del Método de QSS

Sea el sistema LTI (4.47) donde la matriz A es Hurwitz y diagonalizable.
Sea ¢(t) una solucidn de ese sistema y sea ¢1(t) una solucion calculada con el
método QSS desde la misma condicion inicial utilizando una cuantificacion tal
que (4.26) y (4.27) sean satisfechas.

Luego, el error e(t) = ¢1(t) — d(t) estd siempre acotado por:

le(®)] < V|- ([Re(A) AV THAZ ae + [Re(A) "'V B|Atpae)  (4.50)

donde A es una matriz diagonal de autovalores de A y V' es una matriz de
autovectores asociada (se verifica Ec.(4.40)).

Demostracion. De la definicién de e(t), usando (4.47) y (4.49) resulta que
é(t)=A-e(t)+ B - Au(t) (4.51)

Dado que ambas soluciones comienzan desde la misma condicién inicial, resulta
e(to) = 0y luego, el Sistema (4.51) verifica todas las hipdtesis del Teorema 4.3.
Luego, la Desigualdad (4.39) toma la forma de (4.50) completando la demostra-
cién. O

El Teorema 4.5 brinda una relacién entre la cuantificacién y el error. La
Desigualdad (4.50) puede verse también como una férmula cerrada para elegir
la cuantificaciéon de acuerdo al error deseado.

Un hecho remarcable es que la férmula no depende ni de la trayectoria de
entrada ni de la condicién inicial. Esto, ademéas de ser una propiedad tedrica
sorprendente, brinda al método ventajas practicas muy importantes.

Puede verse facilmente que la cota de error es proporcional al quantum y,
para cualquier cuantificaciéon adoptada, el error estara siempre acotado. Luego,
el método es siempre estable. De esta forma, el método de QSS utilizando sélo
férmulas explicitas comparte algunas propiedades con los métodos implicitos de
tiempo discreto.
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Es importante también notar que la Desigualdad (4.50) es una expresién
analitica del méaximo error global. Como ya se mencioné los métodos de tiempo
discreto carecen de férmulas similares.

Por tltimo, un hecho interesante es que en los algoritmos explicitos de tiempo
discreto la estabilidad depende de la relacién entre la ubicacién de los autovalores
—la wvelocidad del sistema— y el paso de integracion.

Aqui, si se considera una entrada seccionalmente constante, resulta que
Aupar = 0y luego el error depende sélo de las propiedades geométricas del
sistema: los autovectores y los dngulos de los autovalores (notar que el produc-
to |[Re(A)~tA| es una matriz diagonal donde cada elemento en la diagonal es la
inversa del coseno del dngulo de un autovalor). Esto es coherente con el hecho
que el método discretiza las variables de estado.

4.7 Eleccion del Quantum y la Histéresis

El método de QSS requiere de la eleccion apropiada del quantum y el ancho
de histéresis en cada variable de estado. Aunque se mencioné que el error
estd siempre acotado —al menos en sistemas LTI estables— debe elegirse una
cuantificacién apropiada para obtener un resultado de simulacién decente.

Ya se mencioné que la Desigualdad (4.50) puede utilizarse para disenar la
cuantificacién. Dado una cota de error deseada, no es dificil encontrar los va-
lores apropiados de Axpaz v Atmaz tal que dicha desigualdad se satisfaga. El
siguiente ejemplo ilustra este hecho.

Ejemplo 4.5. Eleccion del Quantum.
Sea el sistema:
i‘l = X2

. 4.52
To = —x1—x2+ u(t) (4.52)

Un conjunto de matrices de autovalores y autovectores (calculadas con Matlab)
es

A— —0.5 + 0.8661 0
- 0 —0.5 — 0.8661
Y
V= 0.6124 — 0.3536¢: 0.6124 4 0.3536¢
a 0.7071z —0.7071:
Luego

2.3094 2.3094 (4.53)

2.3094 2.3094
72 VRe() AV = | }
Supongamos que la meta es simular (4.52) para una condicion inicial arbitraria
y para cualquier trayectoria de entrada Seccionalmente constante con un error

menor o igual que 0.1 en cada variable. Luego, un quantum

0.05/2.3094 } _ [ 0.0217 } (4.54)

AQ= [ 0.05/2.3094 | ~ | 0.0217
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es suficientemente pequeno para asegurar que el error no puede resultar mayor
que la cota propuesta.

Aunque la Desigualdad (4.50) brinda una idea sobre la relacién entre el quan-
tum, la histéresis y la cota de error, ésta puede resultar a veces algo conservadora
(aunque es menos conservadora que las férmulas basadas en Lyapunov).

De hecho, utilizando un quantum e histéresis igual a 0.05 en cada variable
del Sistema (4.52) y tomando u(t) = 1, se obtiene la simulacién mostrada en la
Figura 3.5 (pagina 39). La cota de error predicha en cada variable es 0.23094 .
Sin embargo, el error méximo resulta bastante menor en la simulacién.

Hasta aqui, el ancho de histéresis fue elegido siempre igual al quantum. Sin
embargo, no se dio ninguna razén para esta eleccion.

Por un lado, la Desigualdad (4.2) dice que la perturbacién en cada variable
estd acotada por el maximo entre el quantum y el ancho de histéresis. Luego,
no deberia utilizarse un ancho de histéresis mayor que el quantum ya que esto
incrementaria el error.

Por otro lado, el minimo tiempo entre transiciones internas sucesivas en un
integrador cuantificador —dado por la Ec.(3.7) en la pdgina 35— depende del
minimo entre el quantum y el ancho de histéresis. Por esto, el uso de un ancho
de histéresis menor que el quantum incrementaria el nimero de calculos.

El ejemplo siguiente ilustra estas ideas.

Ejemplo 4.6. FEleccion de la Histéresis.
Sea el Sistema de primer orden (4.3).

10

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

t

Figura 4.3: Simulacién de (4.3) con diferentes valores de histéresis

La Figura 4.3 muestra los resultados de simulacion con un quantum Aqg =1
y anchos de histéresis e = 1, e = 0.6 y € = 0.1. En todos los casos el error
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mdzimo estd acotado por el mismo valor. En teoria esta cota es igual a 1 pero
en las simulaciones se puede observar que el error mdximo es siempre 0.5.

Sin embargo, la frecuencia de las oscilaciones finales se incrementa a medida
que la histéresis se reduce. De hecho, esta frecuencia puede calcularse como

Luego, es claro que si se elige la histéresis igual al quantum la frecuencia se
reduce sin incrementar el error. El resultado de la reduccion de la frecuencia
de oscilacion es una reduccion del numero de pasos realizados por el algoritmo
y una consecuente reduccion de los costos computacionales.

4.8 Limitaciones del método de QSS

A lo largo de este capitulo fueron estudiadas muchas propiedades tedricas que
concluyen sobre las buenas cualidades de la aproximaciéon por QSS. Particular-
mente, los resultados de la Seccién 4.6 muestran que el método tiene propiedades
muy fuertes que estan a la altura de los métodos de tiempo discreto implicitos
y de paso variable.

Sin embargo hay un problema que no fue mencionado atin. Por un lado, la
Desigualdad (4.50) dice que la cota de error es proporcional al quantum. Por
otro lado, el modelo My en la pagina 37 muestra que el avance de tiempo o
es inversamente proporcional al quantum. Luego, el nimero de pasos resultara
aproximadamente proporcional a la precision requerida.

Esto significa que cualquier intento por incrementar la precision en 10 veces
resultard en un incremento de alrededor de 10 veces en el nimero de célculos.

Este hecho puede comprenderse facilmente teniendo en cuenta que QSS rea-
liza s6lo una aproximacion de primer orden y en consecuencia no debe esperarse
obtener una buena precisién sin un incremento significativo del costo computa-
cional.

Esta limitacién serd resuelta, parcialmente, en el préximo capitulo con el
desarrollo de una aproximacién de segundo orden.

Hay, por supuesto, mas limitaciones. La més importante es probablemente
la relacionada la los sistemas rigidos (stiff). Estos casos serdn estudiados al final
de la Tesis (anticipamos ahora que, aunque hay algunos resultados alentadores,
el problema estd aun abierto).

El ultimo problema estd relacionado, nuevamente, con la eleccién de la cuan-
tificacién. Sibien la Desigualdad (4.50) puede resultar 1itil, nadie querra calcular
matrices de autovalores y autovectores antes de simular. La tinica solucién buena
a esto seria el uso de cuantificaciéon adaptiva, que ain no ha sido desarrollada.
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Capitulo 5

QSS de Segundo Orden

El capitulo previo finalizé con un pequerio analisis de las limitaciones del método
de QSS. El primer problema mencionado alli estaba relacionado al hecho que el
método realiza sélo una aproximacién de primer orden.

Como resultado, habia una relacién aproximadamente lineal entre la inversa
de la cota del error global y el niimero de pasos. Por esto, cualquier intento de
reducir el error resulta en un incremento proporcional del costo computacional
tornandose muy costosa la obtencion de resultados precisos.

En este capitulo se desarrollard una aproximacion de segundo orden que
permite obtener resultados maés precisos sin incrementar tanto el ntimero de
calculos.

En QSS, los cuantificadores aproximan las trayectorias continuas mediante
trayectorias seccionalmente constantes. Debido a esto se pierde la informacién
de las derivadas de orden superior de las variables de estado. Ahora, la idea prin-
cipal es utilizar trayectorias seccionalmente lineales en lugar de seccionalmente
constantes para aprovechar las derivadas segundas.

Esta nueva aproximacion numérica serd planteada también de una forma que
permita asegurar que se cumplan la mayor parte de las propiedades practicas y
tedricas del método de QSS.

Por un lado, el esquema de acoplamiento del modelo DEVS resultante serd
el mismo que antes, explotando asi la ralitud y aprovechando las caracteristicas
asincrénicas. Por otro lado, el modelo de simulacién podra ser visto también
como una versién perturbada del sistema original y de esta forma se obtendran
propiedades tedricas similares a las mostradas por el método de QSS.

5.1 Meétodo de QSS2

La idea basica del método de segundo orden es el uso de cuantificadores de
primer orden reemplazando los cuantificadores con histéresis basicos utilizados
para definir QSS.

Un cuantificador con histéresis cuyos quantum y ancho de histéresis son

69
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iguales entre si —ya se menciondé que esta es la mejor eleccién— puede ser visto
como un sistema que produce una trayectoria de salida seccionalmente constante
que sélo cambia cuando la diferencia entre dicha salida y la entrada alcanza un
umbral (el quantum).

Siguiendo esta idea, un cuantificador de primer orden se define como un
sistema que produce una trayectoria de salida seccionalmente lineal que tie-
ne discontinuidades sélo cuando su diferencia con la entrada se torna igual al
quantum. Este comportamiento se muestra en la Figura 5.1.

Figura 5.1: Trayectorias Entrada/Salida en un cuantificador de primer orden

Esta idea puede formalizarse como sigue:

Definicién 5.1. Funcion de Cuantificacion de Primer Orden.
Dos trayectorias x;(t) y ¢;(t) estdn relacionadas por una funcion de cuanti-
ficacion de primer orden si las mismas satisfacen:

oy () si t=toVl]q(t™)—ai(t7) =Aq
ailt) = { qi(t;) +m;(t —t;) en otro caso (5-1)
con la secuencia to, ..., t;,... definida como

tjiv1 = min(t|t >t A |Ii(tj) + mj(t - tj) — xz(t)| = AQ)
y donde las pendientes son
m():(), mJ:(El(t]_) jil,,k, (52)

La constante AQ serd llamada nuevamente quantum y las variables x;(t) y
qi(t) satisfacen ademds

4:(t) — 2i(0)] < AQs Vi (5.3)
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Notar que esta desigualdad es un caso particular de (4.2) con quantum constante
e igual al ancho de histéresis.

Teniendo en cuenta que la diferencia entre la nueva aproximacion y el método
de QSS es el uso de cuantificadores de primer orden en lugar de funciones de
cuantificacion con histéresis, el método de QSS2 puede definirse como sigue:

Definicion 5.2. Método de QQSS2.

Dado un sistema de ecuaciones de estados estacionario (3.2), el método de
QSS2 lo aprozima por un sistema como (3.3) donde los componentes de q(t) y
x(t) estan relacionados componente a componente por funciones de cuantifica-
cion de primer orden.

El sistema resultante (3.3) se denominara Sistema de Estados Cuantificados
de Segundo Orden (QSS2). La Figura 5.2 muestra el Diagrama de Bloques
correspondiente.

W - ;
i H : xl :
] E fi : :; f | F.O.Q E q1
—-—» é i, o 0,
; fo [T / — F.0.Q. |
@ | B ’

Figura 5.2: Diagrama de Bloques de un QSS2

Como antes, los componentes de ¢(t) se llamaran variables cuantificadas.

En QSS fue necesario agregar histéresis para asegurar que las trayectorias de
las variables cuantificadas sean seccionalmente constantes y evitar la ilegitimi-
dad. En la definicién de QSS2 la histéresis parece no existir. Sin embargo, estd
presente de manera implicita en la definicién de la funcién de cuantificacién de
primer orden. Alli, el simbolo de valor absoluto en la Ecuacién (5.1) expresa el
comportamiento histerético.

5.2 Trayectorias en QSS2

Resulta casi obvio que las salidas de una funcién de cuantificacién de primer
orden tengan trayectorias seccionalmente lineales. De hecho, esta fue definida
para obtener tales trayectorias y entonces es légico esperar que las variables
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cuantificadas de un QSS2 sean seccionalmente lineales (més adelante se demos-
trard esto formalmente).

En QSS no sélo las variables cuantificadas sino también las derivadas de
las variables de estado eran seccionalmente constantes. Por eso, se podia afir-
mar que las variables de estado tenian trayectorias seccionalmente lineales vy,
utilizando estas caracteristicas, se pudo construir el modelo DEVS.

Sin embargo, en QSS2 no encontramos toda esta suerte de trayectorias par-
ticulares. Aunque las variables cuantificadas y las entradas sean seccionalmente
lineales esto no implicard necesariamente que las derivadas de las variables de
estado tengan tal forma. El motivo de esto es que una funcién no lineal aplicada
a una trayectoria seccionalmente lineal no da como resultado otra trayectoria
seccionalmente lineal.

El tnico caso en el que puede decirse que las derivadas de las variables de
estado son seccionalmente lineales es en los sistemas LTI y luego, en ese caso,
las variables de estado tendran trayectorias seccionalmente parabdlicas.

Los siguientes teoremas demuestran estos hechos.

Teorema 5.1. Trayectorias Cuantificadas en QSS2

Dado el QSS2 definido en (3.3) con f continua y acotada en cualquier do-
minio acotado y siendo u(t) acotada, las trayectorias de q(t) son seccionalmente
lineales mientras permanecen en una region acotada.

Demostracion. Supéngase que ¢;(t) v x;(t) denotan la trayectoria de la i-ésima
componente de ¢(t) y x(t) respectivamente. Dado que z;(t) y ¢;(t) estan relacio-
nadas por una funcién de cuantificacién de primer orden, la dltima trayectoria
puede escribirse como

W0={ o) tmgti—ty  not a6
con la secuencia to, ..., t;,... definida de acuerdo a
tirr = min(tlt > t; A |zi(t;) +m;(t — ;) — 2:(t)| = Agi) (5.5)
y donde, de acuerdo a (5.2), se tiene que
mo =0, m; =2;(t;) j=1,...,k, ... (5.6)

Aunque la Ecuacién (5.4) implica que ¢;(t) estd formada por secciones de
rectas, para asegurar que es seccionalmente lineal debe asegurarse antes que la
secuencia tg, ..., %;,..., no contiene un nimero infinito de componentes en un
intervalo finito de tiempo.

Dado que se asumié que ¢(t) estd acotada en un cierto intervalo de tiempo
[to,tf], y teniendo en cuenta las hipétesis formulada sobre f y el hecho que u(t),
resulta

[fila(t),ut)| < Fi to <t <ty (5.7)
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De (5.6) tenemos que
Im;| < [filg(t), u(®))] < Fi (5-8)

Luego, la pendiente resulta siempre acotada por una constante F;. De (5.5)
sigue que

Ag; lzi(t;) +my(tjr1 —t;) — zi(tjg1)]
|zi(tj+1) — xi(tj)|(

ti+1 =1t

ti1 —t5) + [myl (i1 — 1)

< myal (e — ) + [myl(t 1 — 1))
< 2F(tj41 — t5)
Y finalmente,
byt — 1 > 20
j+1 J = 2FZ
Esta tltima desigualdad implica que la secuencia tg, . .., t;, ..., tiene un minimo

tiempo entre componentes sucesivos y luego es imposible tener un nimero in-
finito de componentes en un intervalo finito de tiempo. En consecuencia, las
trayectorias de ¢(t) son seccionalmente lineales. O

Teorema 5.2. Trayectoria de las Derivadas de Estado en QSS2.

En un QSS2 asociado a un sistema LTI con trayectorias de entrada seccio-
nalmente lineales y acotadas las derivadas de las variables de estado son sec-
cionalmente lineales mientras las variables cuantificadas permanecen una region
acotada.

Demostracion. En sistemas LTI se tiene que f = Az + Bu y luego, las hipétesis
sobre continuidad y acotacién de f formuladas en el Teorema 5.1 se satisfacen.
Teniendo en cuenta también que lo asumido alli sobre las trayectorias cuantifi-
cadas y de entrada se cumple también resulta que el teorema mencionado vale
v luego, las variables cuantificadas tienen trayectorias seccionalmente lineales.

Un sistema LTI puede expresarse por la Eq.(4.47) (pagina 63) y su QSS2
asociado toma la forma de (4.48).

Dado que ¢(t) y u(t) son seccionalmente lineales, queda claro que las trayec-
torias de &(t) serdn también seccionalmente lineales O

Un corolario de este teorema es que en el caso de un QSS2 asociado a un
sistema LTT las trayectorias de las variables de estado son seccionalmente pa-
rabdlicas como ya fue mencionado.

Las trayectorias seccionalmente lineales y constantes de QSS permitieron
encontrar la representacién DEVS. De manera similar, las trayectorias seccio-
nalmente lineales y parabdlicas permitiran construir un modelo DEVS que re-
presente exactamente el comportamiento de un QSS2 asociado a un sistema
LTI.

Sin embargo, teniendo en cuenta que las formas de las trayectorias no se
conservan en sistemas no lineales, sélo serd posible simular exactamente las
aproximaciones QSS2 de sistemas LTI.
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De todas formas, como se verd en la proxima seccién, el método de QSS2
puede también aplicarse en sistemas no lineales generales pero en ese caso los
resultados de simulacién no coincidirdn exactamente con las soluciones de (3.3).

5.3 Representacion DEVS de QSS2

El modelo DEVS de QSS construido en la Seccién 3.4 se basaba en el uso de
eventos para representar los cambios en los valores de las variables seccional-
mente constantes.

Aqui, de una forma similar, los cambios en las pendientes y valores de tra-
yectorias seccionalmente lineales se representaran mediante eventos que lleven
los nuevos valores y pendientes de las variables correspondientes.

En este punto, el trabajo de Giambiasi debe ser mencionado nuevamente, ya
que su definicién de GDEVS [16] brinda una forma de representar trayectorias
seccionalmente polinomiales mediante segmentos de eventos.

Comenzaremos considerando los sistemas LTI donde, siempre y cuando las
entradas sean seccionalmente lineales, las derivadas de las variables de estado
resultan seccionalmente lineales y las variables de estado tienen trayectorias
seccionalmente parabdlicas.

Utilizando estos hechos, se seguird el mismo procedimiento utilizado en la
Seccién 3.4 para construir el modelo DEVS de un QSS. Alli, la idea principal
era dividir el modelo en integradores cuantificados y funciones estaticas.

A pesar de la similitud entre QSS y QSS2, los modelos atémicos en la tltima
aproximacién resultardn bastante distintos ya que estos deben calcular y tener
en cuenta no so6lo los valores sino también las pendientes de las trayectorias.
Mas aun, los eventos llevaran tanto el valor como la pendiente.

Como antes, los integradores cuantificados en QSS2 estaran formados por
un integrador y un cuantificador de primer orden. Estos serdn llamados ahora
integradores cuantificados de sequndo orden. La razon para este nombre es que
los mismos calculan las trayectorias de estado utilizando la primera y la segunda
derivada.

La siguiente estructura define un modelo DEVS que representa el compor-
tamiento de un integrador cuantificado de segundo orden.

M7 = (X7 57 Y, 6i1’1t7 6ext7 /\, tCL>7 donde:

X=R?xN
S =R’ xRt
Y=R>xN

6int(ua muax7q>mq70) = (’LL + My + 0, My, G, ¢, U + My * Oy Ul)
5ext(U,muax7Q7mq707eavamvvp) = (v,mv,i,q +myg - e,mq702)

A(uamu7xaQamQ7U) = (Z“FU'U‘F%UQ,U;—FTTZU'U,I)

ta(u, my,z,q,mg,0) =0
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con
. My o - My o
q:x—I—u-a—l—TU; x:x+u~e+76
2Aq .
o1 = My, S1 My, 7£ 0 (59)
00 en otro caso

y o9 se calcula como la menor solucién positiva de

My
—O0.

5 05 = (q+mg-etmgo)| =Ag  (5.10)

|z +u-e+ %62+U'O’2+

Puede verse facilmente que el modelo M7 brinda una representacion exacta
de un integrador cuantificado de segundo orden con trayectorias de entrada
seccionalmente lineales.

Las Ecuaciones (5.9) y (5.10) calculan el avance de tiempo, esto es, el tiempo
en el cual la diferencia entre la trayectoria seccionalmente parabdlica de estado
(z(t)) y la trayectoria cuantificada seccionalmente lineal (¢(t)) se hace igual al
quantum (Agq).

Es claro que en una simulaciéon por QSS2 los integradores deben represen-
tarse con modelos como M; en lugar de M,. Para representar las funciones
estdticas en el método de QSS se utilizaba el modelo Ms. Sin embargo este
no tiene en cuenta las pendientes. Luego, la representacién de las funciones
estaticas en QSS2 requiere utilizar un modelo DEVS diferente.

Antes de construir este nuevo modelo DEVS es necesario tener en cuenta la
posible presencia de relaciones no lineales.

Cada componente f; de una funcién estética f(g,u) recibird las trayectorias
seccionalmente lineales de las variables de entrada y de estado cuantificadas.

Definamos z £ [T, uT]T. Luego, cada componente de z tiene una trayectoria
seccionalmente lineal:

2i(t) = zi(te) + me, (t) - (£ — ti)
Entonces, la salida de la funcién estatica puede escribirse como
z(t) = fi(2(t)) = fi(z1(tr) +mz, (te) - (E = tr), - - 21te) + mz (k) - (8 = tk))

A ,
donde I = n 4+ m es el niimero de componentes de z(t).
. A 214 .z e
Definiendo m, = [m,,, ..., m.,]T la dltima ecuacién puede reescribirse como

ij(t) = fi(2(t) = fi(z(tk) + mz(te) - (t — tx))

que puede expandirse en serie de Taylor como sigue

of;

T
ER (z(tk))} cms(ty) - (E—tk) +... (5.11)

By() = F(2(0) = F5(=(t) + [

Luego, puede obtenerse una aproximacion seccionalmente lineal de la salida
tomando los dos primeros términos de (5.11).
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Esta idea requiere una estimacién de las derivadas parciales de la funcién
fj, que deberan recalcularse en todos los cambios de las trayectorias de entrada
de dicha funcion.

Teniendo en cuenta estas consideraciones, un modelo DEVS que puede aso-
ciarse a una funcién estdtica genérica f;(z) = f;(21,...,2) teniendo en cuenta
los valores y pendientes de entrada y salida puede escribirse como sigue:

M8 = (Xv Sv Y—a 5int; 5ext; /\7 ta), donde:

X=R>xN
S =R x RT
Y =R?xN

5int(z,mz,cva) = (ZamZ;C7OO)
5ext(z7mzvca O',e,v,mv,p) = (2?m2a670)
ANz, mez,c,0) = (fi(2),myg,1)
ta(z,m;,c,0) =0

Aqui z=(z1,...,21) y 2= (Z1,..., %) son los valores de entrada.
Similarmente, m, = (m,,...,my) y M, = (My,,..., My, ) representan las
pendientes de entrada.
Los coeficientes ¢ = (¢1,...,¢) y é = (é1,...,¢) estiman las derivadas par-
ciales g—’;ﬁ que se utilizan para calcula la pendiente de salida como

n
my = g My,

i=1

Tras la transiciéon externa, las componentes de Z, m, y ¢ se calculan como

sl si p=1
' zi +my,e en otro caso

. _{mv siop=i

Mz my, en otro caso
filz+mze)— f;(2) . . -
& = T r— si p=iAzi+mye—2Z;#0 (5.12)
c; en otro caso

Si la funcién f(z) es lineal, este modelo DEVS representa exactamente su
comportamiento si las componentes de z(t) son seccionalmente lineales.

En el caso no lineal, el modelo DEVS aproxima la expansién de Taylor (5.11).

Luego, a través del acoplamiento de modelos DEVS como M7 y Mg como
se muestra en la Figura 5.2, el método de QSS2 puede usarse para simular
cualquier ODE estacionaria.
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5.4 Propiedades del Método de QSS2

Ya se anticip6 que el método de QSS2 comparte varias propiedades con el método
de QSS. El motivo de esto puede ser entendido facilmente ya que si dos variables,
z;(t) y ¢;(t) estdn relacionadas mediante una funcién de cuantificacién de primer
orden las mismas satisfacen (5.3).

Esta desigualdad es simplemente un caso particular de (4.2) con un quantum
constante igual al ancho de histéresis. Las propiedades de QSS se dedujeron en
base a esta desigualdad —que implica que el método sélo introduce perturbacio-
nes acotadas—y a la representacién dada por (4.1). Teniendo en cuenta que esta
representacién es también correcta en QSS2, la conclusién es que el método de
QSS2 satisface las mismas propiedades de convergencia, estabilidad y cota de
error que el método de QSS.

Sin embargo, en sistemas no lineales, la definiciéon de QSS2 y lo que el modelo
DEVS simula no coincide. Luego, el analisis sélo asegura que estas propiedades
valen en la simulacién de sistemas LTI. Aunque hay muchas razones que permi-
ten conjeturar que la convergencia y la estabilidad se satisfacen también en la
simulacion de sistemas no lineales, no hay atin una demostracién formal de este
hecho.

En lo que respecta a la cota de error, la Desigualdad (4.50) se verifica en el
método de QSS2 ya que la misma se dedujo para sistemas LTI

Ademsés de las propiedades tedricas deducidas en base al anélisis de per-
turbaciones, el método de QSS también exhibe algunas ventajas practicas re-
lacionadas a la incorporaciéon de senales de entrada y a la explotacién de la
ralitud. Como es simple de ver, estas ventajas practicas son también inherentes
al método de QSS2.

La explotacién de ralitud es trivial. La estructura de la simulacién es idéntica
a la de QSS y luego, cada transicién sélo involucra cdlculos en los integrado-
res y funciones estaticas directamente conectados al integrador que realizé la
transicion mencionada.

En lo que respecta a las senales de entrada , la situaciéon es mejor que an-
tes. No sé6lo puede asegurarse que las entradas son procesadas apenas cambian
sino que también es posible representar exactamente trayectorias de entrada
seccionalmente lineales en lugar de seccionalmente constantes.

El ejemplo que sigue ilustra las ventajas mencionadas:

Ejemplo 5.1. Simulacion de una Linea de Transmision.

El circuito de la Figura 5.3 representa una linea de transmision RLC. Este
modelo puede utilizarse para estudiar el desempeno de circuitos integrados trans-
mitiendo datos a una frecuencia muy rapida. Aunque la longitud de los cables es
de unos pocos centimetros, la alta frecuencia de la senal provoca que los retardos
introducidos por dichos cables no puedan ser ignorados y en consecuencia deba
aplicarse la teoria de lineas de transmision.

Los modelos de lineas de transmision se describen mediante sistemas de ecua-
ciones diferenciales parciales. Sin embargo, estos pueden ser aprorimados por
modelos concentrados donde los efectos distribuidos de capacidad, inductancia y
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resistencia se representan por una cascada de capacitores, inductores y resisto-
res como se muestra en la Figura 5.3. Para realizar una buena aprozximacion,

R L R L R L

o ek e oL,

Figura 5.3: Linea de Transmisién RLC

el modelo RLC debe estar formado por muchas secciones. En consecuencia, el
esquema resulta en una ecuacion diferencial ordinaria rala de orden grande.

En [21] se presenta un ejemplo compuesto por cinco secciones de circuito
RLC. Los valores de resistencia, inductancia y capacitancia utilizados alli co-
rresponden a pardmetros reales. FEl modelo obtenido es un sistema lineal de
orden 10, cuya matriz de evolucion puede escribirse como sigue:

[ —R/L —1/L 0 0 0 000 0 0
¢ o0 -1/)C 0 0 000 0 0

0 1)L -R/L 1)L 0 0 00 0 0

A= 0 0 1/C 0 -1/C 000 0 0
|0 0 0 0 0 00 0 1/C 0]

Una forma tipica de trayectoria en estos sistemas digitales es una onda trape-
zotdal representando los niveles “0” y “17 asi como los tiempos de subida y de
bajada. Dado que una onda trapezoidal es seccionalmente lineal, la misma puede
ser generada exactamente por un modelo DEVS como el que sigue:

My = (Xa S, Y, Sint, Oty A, ta), donde:

X =¢
S=NxR"
Y =R?xN

6int(k70) = (l‘;‘l?t];;)
Ak, o) = (ug, muj, 1)
ta(k,o0) =0

Aqui k= (k+1 mod 4) es el indice siguiente del ciclo, que tiene 4 fases: La
del nivel bajo (indice 0), la fase creciente (1), la del nivel alto (2) y la fase
decreciente (3). La duracidn de cada fase estd dada por ty.

Durante el nivel bajo, la salida es ug y durante el nivel alto esta vale us.
Luego, las pendientes mug y mus son cero. Durante el periodo de crecimiento
se tiene uy = ug y la pendiente es muy = (ug — ug)/t1. Similarmente, durante
la fase decreciente tenemos uz = us y mus = (up — uz)/ts.
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Luego, el modelo generador DEVS que representa la trayectoria de entrada
produce solo 4 eventos en cada ciclo. Esta es una ventaja importante ya que
la presencia de la onda de entrada sélo agrega unos pocos cdlculos adicionales.
Mads aun, dado que la representacion es exacta, la entrada no introduce ningin
error, o sea, se puede estimar la cota de error mediante la Desigualdad (4.50)
con Ayee = 0.

La simulacion fue entonces realizada con pardmetros R = 8092, C' = 0.2pF
y L = 20nH. (Estos pardmetros corresponden a una linea de transmision de
un centimetro dividida en cinco secciones, donde la resistencia, capacitancia e
inductancia son 400Q/em, 1pF/em y 100nH /cm respectivamente)

La entrada trapezoidal tiene tiempos de subida y decrecimiento iguales t1 =
ts = 10ps, mientras que los tiempos en el nivel alto y bajo son ty = to = Ins.
Los niveles bajo y alto son OV y 2.5V respectivamente.

La cuantificacion adoptada fue de Av = 4mV en las variables de estado que
representan voltajes y Ai = 10uA en las variables de estado que representan co-
rrientes. Esta cuantificacidn, de acuerdo a (4.50), asequra que el error mdrimo
es menor que 250mV en la variable V.

Las trayectorias de entrada y salida se muestran en la Figura 5.4. La simu-

3.5

— Vin

— out

x107°

Figura 5.4: Simulaciéon con QSS2 de una linea de transmision RLC

lacion tomd un total de 2536 pasos (entre 198 y 319 transiciones internas en
cada integrador) para obtener los primeros 3.2ns de la trayectoria del sistema.
El experimento se repitio utilizando una cuantificacion 100 veces menor, que
asequra tener un error mdximo en Vi de 2.5mV . Esta nueva simulacion tomd
un total de 26883 transiciones internas.
La comparacion de los resultados de ambos experimentos (Figura 5.5) mues-
tra que la diferencia entre las trayectorias nunca sobrepasa los 14.5mV lo que
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implica que el error en la primera no era mayor que 17mV . En este caso, la
prediccion tedrica del error (la cota era 250mV') fue bastante conservadora (es-
to puede comprenderse simplemente teniendo en cuenta que la cota tedrica vale
para cualquier trayectoria de entrada y para cualquier condicidn inicial).

0.015

0.005 r

—0.005

—0.01

—0.015
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
x107°

Figura 5.5: Diferencia en V,,,; para dos cuantificaciones distintas

Aunque el nimero de pasos (2536) parece bastante grande, es importante
tener en cuenta que cada paso sélo involucra cdlculos en tres integradores (el
que realiza la transicion interna y los dos que estdn directamente conectados a
su salida). Esto se debe a la ralitud de la matriz A.

Es importante mencionar que cualquier método de paso fijo deberd utilizar
un paso de alrededor de 1ps para obtener una buena representacion de la senal de
entrada ya que su tiempo de crecimiento es muy corto (sobre todo si interesa el
comportamiento del sistema durante tal periodo). En consecuencia, el nimero
de pasos serd 3200 o mds con cada paso involucrando cdlculos en todas las
variables de estado. Aunque se utilicen herramientas para tratar con matrices
ralas, todas las variables de estado cambiardn en cada paso.

Ya se mencioné que las propiedades del método de QSS2 sélo valen en siste-
mas LTI aunque se conjetur6 que en los sistemas no lineales estas deberian ser
similares. La razon de esta conjetura tiene que ver con la validez de los modelos
linealizados, que puede ser justificada en los problemas de simulacién generales
teniendo en cuenta que las variables sélo experimentan pequenios cambios entre
pasos sucesivos. Por esto, tras cada paso, las trayectorias se mantienen dentro
de la regién donde el modelo linealizado constituye una buena aproximacion.

El siguiente ejemplo ilustra estas ideas a través del uso del método de QSS2
en un sistema no lineal.

Ejemplo 5.2. Modelo de Lotka—Volterra.
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El famoso modelo de seqgundo orden de Lotka—Volterra es un sistema no lineal
que intenta representar la evolucion de las poblaciones de dos especies, presa y
depredador, en un hdbitat comin.

El siguiente conjunto de ecuaciones de estado constituye una representacion
posible del sistema mencionado.

T4 = €x1+ ar1re — Ul’%
Ty = —mxo + ﬁ.’L‘ll‘Q

donde las variables x1 y xo representan la poblacion de presas y depredadores
respectivamente.

El sistema se simuld mediante QSS2 con una cuantificacion Aqy = Age =
0.001. Los pardmetros tomados fueron ¢ = 0.1, a« = 0.01, 0 = 0.01, m = 0.4,
8 = 0.5 y se adoptd la condicidon inicial x1(0) = x2(0) = 10. Los resultados se
muestran en las Figuras 5.6 y 5.7.

x1

t

Figura 5.6: Ntimero de presas en el modelo de Lotka—Volterra.

La simulacion tomd 211 transiciones internas en el primer integrador y 264
en el sequndo, lo que da un total de 475 pasos. FEstos resultados se compararon
luego con las trayectorias obtenidas con el método de Heun (el método cldsico de
segundo orden con paso fijo). En este método se utilizé un paso de 0.63 tal que el
mismo realice el mismo numero de pasos que QSS2. La Figura 5.8 muestra una
parte de las trayectorias junto a la trayectoria “exacta”. La trayectoria “eracta”
se obtuvo en realidad mediante el método de Dormand-Prince de quinto orden
con un paso de 0.1.

El error absoluto de los métodos de QSS2 y Heun en esta simulacion se
comparan en la Figura 5.9. Como puede verse, el uso de QSS2 permite reducir
considerablemente el error mdzimo. Sin embargo, el error no converge a cero
como en el método de Heun.
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12

10 10.5 11 11.5 12 12.5 13 13.5

t

Figura 5.8: Ntmero de presas segin el método de Heun y el de QSS2.

A pesar de la falta de convergencia, el resultado obtenido con QSS2 es mu-
cho mds confiable ya que el error estd acotado durante toda la simulacion. Aqui
puede apreciarse que esta propiedad deducida para los sistemas LTI en la Sec-
cion 4.6 se sigue verificando en este ejemplo no lineal



5.5. QSS VS. QSS2 83

x1073

t

Figura 5.9: Error en Heun y en QSS2 en la simulacién del modelo de Lotka—
Volterra.

5.5 QSS vs. QSS2

Como se menciond anteriormente, la cota de error (4.50) vale tanto para QSS
como para QSS2. Luego, si se utiliza el mismo quantum en ambos métodos
deberia esperarse obtener el mismo error.

Esta tltima observacion abre una pregunta sobre cual es la ventaja de utilizar
el método de QSS2 si este comete el mismo error que QSS.

La respuesta es que la simulacién utilizando QSS2 requiere mucho menos
pasos que la simulacién con QSS para la misma cuantificacién (o sea, para la
misma cota de error)

La causa de la reduccién del niimero de pasos puede encontrarse en la com-
paracion de las Figuras 5.1 y 5.10. El ntimero de pasos utilizado por un QSS
para representar la misma trayectoria con el mismo quantum (Ag) es mucho
mayor que el utilizado por QSS2. La explicacién de esto es que al utilizarse la
informacion de la pendiente en QSS2, el tiempo que se requiere para obtener
una diferencia igual a Agq entre la entrada y la salida de un cuantificador se
torna mucho mayor.

En el ejemplo de Lotka-Volterra la simulacién con QSS y el mismo quantum
hubiera tomado mas de 10000 transiciones internas en cada integrador!. Este
valor, comparado con los 264 y los 211 pasos del método de QSS2 muestra
claramente las ventajas del nuevo método.

La diferencia entre el desempeno de QSS y QSS2 se torna mayor a medida

IEste niimero puede obtenerse dividiendo la amplitud de las trayectorias y el quantum de
0.001
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Figura 5.10: Entrada y Salida de un cuantificador de Orden Cero

que la cuantificacion es menor. De hecho, el nimero de transiciones internas
en QSS es aproximadamente proporcional a la inversa del quantum mientras
que en QSS2 es aproximadamente proporcional a la raiz cuadrada del mismo
(ver Ecuacién (5.9)). Esta relacién puede verificarse en el ejemplo de la linea
de transmisién donde el uso de una cuantificacién 100 veces més chica resulté
en un incremente de alrededor de 10 veces en el niimero de pasos.

Sin embargo, por otro lado cada transicién en el método de QSS2 involucra
mas calculos que en el de QSS. Por esto, si no se necesita obtener una precision
muy buena, el método de QSS podria resultar més eficiente.

El ejemplo siguiente ilustra estos hechos.

Ejemplo 5.3. Q5SS vs. Q552
Consideremos el sistema LTI de seqgundo orden:

.’Ifl B )
.1:2 :1—33‘1—332

Este sistema se simulo utilizando ambos métodos variando el quantum. En todos
los casos se tomd Aqy = Aqs.

La Figura 5.11 compara el tiempo total de procesamiento tomado por ambos
métodos. QSS muestra un mejor desempeno cuando el quantum es grande, pero
a medida que este se reduce el método de QSS2 mejora significativamente en
relacion al anterior. De hecho, cuando Aq = 0.0001 el método de sequndo
orden es 40 veces mas rdpido que QSS.
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Figura 5.11: Tiempo de CPU vs. quantum en QSS y QSS2
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Capitulo 6

Extensiones de QSS y QSS2

Hasta aqui, la Tesis intenté desarrollar una suerte de teoria sobre la aproxima-
cién por eventos discretos de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Sin embargo, las ODEs constituyen sélo una fraccién dentro de los sistemas
continuos. Dejando a un lado los problemas de derivadas parciales, hay ain
muchos sistemas continuos que no pueden representarse mediante ODEs.

Muchos sistemas fisicos y de ingenieria producen modelos que, a pesar de te-
ner la naturaleza de las ecuaciones diferenciales, poseen funciones involucradas
en la ODE correspondiente que no estan definidas explicitamente. Estos pro-
blemas se denominan de Ecuaciones Diferenciales Algebraicas (DAEs) y consti-
tuyen una clase mas general que las ODEs.

En otros casos -muy comunes en los sistemas técnicos modernos— un simple
conjunto de ODEs o DAEs no es suficiente para representar el comportamiento
completo. Estos problemas generalmente tienen algunos componentes que deben
describirse mediante Ecuaciones en Diferencias o mediante Sistemas de Eventos
Discretos (dispositivos digitales por ejemplo). Dado que estos componentes
discretos interactian con la parte continua del sistema —que estad tipicamente
descripta por ODEs o DAEs— estas ODEs o DAEs muestran caracteristicas
discontinuas.

Estos ultimos casos se denominan Sistemas Hibridos y, como en el caso de
las DAEs, su integracion numérica agrega nuevos problemas y dificultades.

Este capitulo se enfoca en la aplicacién de los métodos de QSS y QSS2 para
simular Ecuaciones Diferenciales Algebraicas y Sistemas Hibridos, tendiendo
también en cuenta el caso particular de los sistemas fisicos modelados por Bond
Graphs.

En todos los casos se encontraran algunas ventajas interesantes sobre las
aproximaciones clasicas.

Como se anticipd, estas ventajas resultaran particularmente significativas en
el caso particular de los Sistemas Hibridos debido a la naturaleza de eventos
discretos del enfoque. Alli se observara una reduccién importante de los costos
computacionales con un incremento notable de precisién y simplicidad.

87
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6.1 QSS y QSS2 en Sistemas DAE

Hay muchos sistemas continuos en los cuales una formulacién de ODE explicita
no puede obtenerse facilmente [10]. Mé&s atin, hay casos en que tal representa-
cién no existe. Estos sistemas, en los cuales sélo pueden escribirse ecuaciones
de estado definidas implicitamente, se denominan Ecuaciones Diferenciales Al-
gebraicas.

La dificultad que conlleva la simulacién de DAEs es que requiere utilizar
algunas técnicas especiales —que incluyen iteraciones o manipulacién simbdlica—
para resolver las ecuaciones implicitas involucradas.

Una DAE estacionaria puede escribirse como

fQ@(t), (1), u(t)) = 0 (6.1)

El problema aqui con QSS y QSS2 es que los integradores cuantificados nece-
sitan el valor de &, el que sélo puede ser obtenido aproximadamente mediante
iteraciones.

Uno de los resultados méas importantes del area surge de la idea de combi-
nar las reglas del algoritmo numérico con las ecuaciones implicitas de la DAE
para resolver todo junto (mediante iteraciones o manipulacién simbdlica). Esta
idea, debida a Gear [15], establecié las bases de todos los métodos modernos de
simulacion de DAEs.

Luego, si usamos aqui las reglas de los métodos de QSS y QSS2, la variable
x(t) debe reemplazarse por su versién cuantificada ¢(t). Entonces, la Ecua-
cién (6.1) queda 3

FG(0), q(t), u(t)) = 0 (6.2)

Tras esto, pueden utilizarse reglas de iteracién —como Newton—Raphson— para
obtener z en (6.2). En este trabajo se asume que el indice es 1. Si este es mayor,
se puede utilizar el algoritmo de Pantelides [51] para reducirlo a 1.

Una vez que se calculan las derivadas del estado, estas pueden enviarse a los
integradores cuantificados para que hagan el resto del trabajo, o sea, calcular
las trayectorias de las variables cuantificadas. Cada vez que una variable cuan-
tificada cambia, un nuevo proceso de iteracion debe realizarse para recalcular
z.

Ya se explic que los métodos QSS y QSS2 explotan la ralitud de los sistemas
para reducir los costos computacionales. Veremos entonces como mantener esta
caracteristica en los problemas DAE.

La Ecuacién (6.1) puede reescribirse como

w(t) = fa(t),ult), 2(t)) (6.32)
0 = g(@r(t),ur(t), 2(t)) (6.3b)

donde z(t) es un vector de variables auxiliares cuya dimensién es igual o menor
que n y los vectores x, y u, son versiones reducidas de x y u respectivamente’.

!Una manera trivial de hacer el pasaje de (6.1) a (6.3) es definiendo z(t) = @(t), z,(t) =
z(t), ur(t) = u(t), g(z,u,2) = f(z,2,u) y flx,u,2) = 2.
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La Ecuacién (6.3b) expresa el hecho que algunas variables de entrada y de
salida pueden no actuar directamente en los lazos algebraicos.
Luego, el uso de los métodos de QSS é QSS2 transforma (6.3) en

@(t) = fla(t),u(®), 2(t)) (6.4a)
0 = g(Qr(t)aurvz(t)) (64b)

y ahora, las iteraciones deberdn ser realizadas solamente para resolver Ec.(6.4b)
cuando cambian las componentes de ¢, 0 u,. Sila dimensién de x, es signifi-
cativamente menor que la de x, o sea, cuando hay muchas variables de estado
que no influyen directamente en el lazo, este hecho representa una ventaja muy
importante.

Cuando la Ecuacién (6.4b) define el valor de z, (6.4) define un sistema que
se comporta como un QSS o un QSS2. De hecho, puede verse facilmente que
las trayectorias de las variables de estado y cuantificadas se corresponden con
la de un QSS y un QSS2. Mds aun, la variable auxiliar z tiene trayectorias
seccionalmente constantes y lineales en QSS y QSS2 respectivamente.

Luego, se dice que el Sistema (6.4) es un QSS o QSS2 implicitamente definido.
Lo que debe resolverse entonces es la forma en que un QSS o un QSS2 implicito
como éste se traduce en un modelo DEVS.

Es claro que (6.4a) puede representarse mediante integradores cuantificados
y funciones estaticas como se hizo antes. La tnica diferencia ahora es la presen-
cia de la variable auxiliar z que actiia de forma similar a la entrada u(t). Sin
embargo, mientras las componentes de u(t) son conocidas y se producen en mo-
delos DEVS generadores de senales, las variables auxiliares deben ser calculadas
resolviendo la restriccién (6.4b).

Entonces, debe construirse un nuevo modelo DEVS que reciba los eventos
con los valores de ¢, y u, y luego calcule z. La Figura 6.1 muestra entonces el
nuevo esquema de acoplamiento en el cual se agregé este nuevo modelo DEVS.

Un modelo DEVS que resuelve una ecuacién implicita general como

g(v,2) = g(v1,...,Um, 21, -, 2k) =0 (6.5)
para el caso de QSS puede escribirse como sigue:

My = (X, Y, S, dint; dext A, ta), donde

X=RxN
Y =RF x N
S:Rm+ka+

5ext(sa e, ZC) = 5ext(va z,0,¢€, xlnp) = (ﬁa h(ﬁ7 Z), 0)
6int(5) = 5int(vaza 0) = (Ua Z, OO)
(s) = A(v, z,0) = (z,1)

t

ta(s) =ta(v,z,0) =0

>

con
- N\T. =~ T, Sl p=1
v; en otro caso
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Figura 6.1: Esquema acoplado para la simulacién de (6.3) con QSS o QSS2

donde la funcién h(v, z) devuelve el resultado de aplicar la iteracién de Newton
o algun otro método iterativo para encontrar la solucién de (6.5) utilizando un
valor inicial z.

Cuando la dimensién de z (o sea k) es mayor que 1, los eventos de salida
del modelo Mjy contienen un vector. Luego, estos no pueden ser enviados a
funciones estaticas como Ms. En tal caso, podra usarse un modelo DEVS que
demultiplexe una entrada vectorial en sus componentes escalares.

La idea para el método de QSS2 es similar, pero ahora la ecuaciéon implicita
debe reescribirse:

g(v(t), 2(t)) = g(vo + myAt, zo + m At) =0 (6.6)

y esta puede dividirse en
9(vo,20) =0 (6.7a)

y la aproximacién de primer orden

dg

5 m, =0 (6.7b)

(v0,20)

(vo,zo0)

Luego, el algoritmo debe iterar usando la Ec.(6.7a) para obtener zg y luego debe
usar este valor en (6.7b) para calcular m,.

El célculo de m, puede realizarse mediante manipulacién simbdélica (inver-
sién matricial) o mediante un nuevo proceso de iteraciones que terminard tras
dos pasos (la ecuacién es lineal). Si no se conocen las derivadas parciales, estas
pueden estimarse utilizando los coeficientes como se hizo en la Ecuacién (5.12).
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Cuando z y g¢(v,z) son escalares, la Ecuacién (6.7b) puede resolverse
facilmente. En este caso se tiene

o]

v My

m, = _7@(%%) (6.8)
oz

(vo,20)

y luego, el modelo DEVS puede construirse como sigue

Mll =< X, Sa Y; 5intyéexta )‘ata/ >, con:

X=R?>xN
S =R3MHD x R oo
Y=R?>xN

Oint (U1, My s €1)5 ey (Umy My, s Cm )y (2, Mgy C2),0) =

= (1, My, 1) ooy Uy Moy, s Cm), (2, Mz, €2 ), 00)
Oext (U1, My 5 €1)5 evs (V) Moy, s Cm )y (2, Mz €2), 0, €, 4, MU, p) =

= (01, My, C1)y ery Oy Moy, s Em), (2,102, €2), 0)
A(v1, My 1)y eey (V) My, s Cm )y (2,02, ¢2),0) = (2,m, 1)

ta((vlamvlvcl)a ey ('Uma mv7n7cm)’ (Za My, Cz)v U) =0

donde
54U si p=1
YT v+ mye en otro caso
y
Z=h(",z)

donde & es el resultado de las iteraciones que resuelven la Ecuacién (6.7a) co-
menzando desde el valor inicial z.

Los coeficientes que estiman las derivadas parciales pueden recalcularse
segun:

v; + My, e — ;

i = g +mye,2) si p=iAv;+mye—0; #0
=
C; en otro caso

Cy, = Z+m,e—z

i g ztmee) & L e 540
C, en otro caso

y finalmente, las pendientes nuevas son

- my, Si p=1
Ty, =
vi { My, en otro caso



92 CAPITULO 6. EXTENSIONES DE QSS Y QSS2

Si m es grande, es decir si v tiene muchos componentes, la nueva pendiente de
salida m, puede recalcularse con la férmula equivalente:

~ C, ~ -
M, = —m, + E—(mvpcp — My, Cp)
z zZ

Este dltimo modelo es una posible alternativa para resolver una restriccién
implicita como (6.6) teniendo en cuenta las pendientes. Hay, por supuesto,
otras alternativas. Cuando la funcién g es lineal este modelo DEVS produce los
valores de salida exactos de z y m,. En otro caso, el mismo brinda sélo una
aproximacién de primer orden.

Ejemplo 6.1. Linea de Transmision con Proteccion de Sobretension.

La Figura 6.2 muestra el modelo de la linea de transmision de la Figura 5.3,
modificado con el agregado de una carga.

Linea ! Carga

Figura 6.2: Linea de Trasmisién RLC con proteccién de sobretensién

La carga se compone de una resistencia Ry —que puede representar la com-
puerta de algun componente electronico— y un circuito de proteccion formado
por un diodo zener y un resistor IR,,. Se considerard que el diodo zener satisface
la siguiente caracteristica no lineal entre la corriente y la tension:

Iy

=TT (0 Jo)™

(6.9)

donde m,vy,. e Iy son pardmetros que dependen de diferentes caracteristicas
fisicas.

Si la linea de transmision se divide en § secciones —como se hizo antes— se
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obtienen las siguientes ecuaciones:

d, 1 R 1
7 A A
du1 o 1 1

a oo

di, 1 R 1
7 A A T
dUQ _ 1 . 1 .

a oo

dis _ 1 R 1
7 A A
dus 1. _L(u — )
dt — C° R,C " 7

Aqui, las variables de estado u; e i; representan el voltaje y la corriente en
los capacitores e inductancias respectivamente y el voltaje de salida v, es una
variable algebraica que debe cumplir

1 1 1 I
—us— [ —+— v, ———— =0 6.10
R:Du5 <Rp * Rl) b 1 — (vz/vpe)™ ( )

Luego, se tiene una DAFE que no puede convertirse en una ODE mediante ma-
nipulacion simbdlica. Aqui, la simulacion utilizando cualquier método cldsico
debe iterar en cada paso para resolver la ecuacion implicita (6.10).

Sin embargo, como puede deducirse de (6.4), el método de QSS (o QSS2)
solo iterard cuando haya cambios en las versiones cuantificadas de us. En el
resto de los pasos —cuando cambien las otras 9 variables cuantificadas o cuando
cambie la entrada— no tendrd que realizarse minguna iteracion.

Utilizando estas ideas, se modifico la simulacion de la pdagina 79 con el agre-
gado de un modelo DEVS como M que resuelve (6.10) teniendo en cuenta las
pendientes.

Tomando R; = 100MS2, Iy = 0.1uA, vy, = 2.5V, m = 4 y sin modificar
los parametros restantes, se obtuvieron los resultados que se muestran en la
Figura 6.5.

Los primeros 3.2ns de la simulacion se completaron con 2640 pasos (entre
200 y 316 pasos en cada integrador). El modelo implicito (My1) realizé un total
de 485 iteraciones con el método de la secante. El motivo de esto es que el
integrador cuantificado que calcula us sélo realizé 200 transiciones internas y
luego el modelo implicito recibié 200 eventos externos. El método de las secantes
necesita entre dos y tres iteraciones para hallar la solucion de la Ec.(6.10) con
la tolerancia requerida (se tomd tol = 1 x 1078) lo que explica el hecho que el
nimero total de iteraciones fue de 485 (entre 400 y 600).

Las ventajas del método de QSS2 son evidentes en este dltimo ejemplo.
En un algoritmo de tiempo discreto, el método de las secantes hubiera sido
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Figura 6.3: Simulacién de una linea de transmisiéon RLC con proteccién de
sobretension

invocado en todos los pasos mientras que QSS2 sélo lo utilizé tras los cambios
en us (aproximadamente en 1 de cada 13 pasos). Asi, la presencia de la ecuacién
implicita s6lo agregd unos pocos cédlculos que no afectaron significativamente el
costo computacional.

6.2 Simulacién DEVS Bloqueorientada de
DAEs

Los sistemas DAEs de indice 1 se representan muchas veces mediante Diagramas
de Bloques conteniendo lazos algebraicos.

El circuito de la Figura 6.4, por ejemplo, puede modelizarse mediante el
diagrama de bloques de la Figura 6.5. Las lineas gruesas en este diagrama
indican la presencia de un lazo algebraico..

El método de QSS puede implementarse transformando los integradores en
modelos DEVS como M, (integradores cuantificados) y las funciones estaticas
en su representacion DEVS (modelos como Mj). Luego, estos modelos DEVS
pueden acoplarse de acuerdo al esquema de la Figura 6.5.

De hecho, esto es lo que se hizo para convertir el Sistema (3.2) en la repre-
sentacién DEVS de (3.3) (ver la Figura 3.2 en la pdgina 34).

Aunque la traduccién bloque por bloque de un sistema continuo en un mo-
delo DEVS puede resultar en una simulacién ineficiente (desde el punto de vista
de los costos computacionales), es muy simple y no requiere de ningin tipo de
manipulacién simbdlica.
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Figura 6.4: Circuito RLC
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Figura 6.5: Diagrama de Bloques del circuito RLC

Los Diagramas de Bloques son una herramienta muy habitual para la repre-
sentacion de ecuaciones y programas para simular DEVS no brindan herramien-
tas para traducir estos en sistemas de ecuaciones como (3.2). Por esto, si no se
desea hacer la traducciéon a mano y no se cuenta con otro tipo de herramientas
automaticas para generar un sistema de ecuaciones, la traducciéon bloque por
bloque es la tinica posibilidad de aplicar el método de QSS.

Sin embargo, si se hace esto con el Diagrama de Bloques de la Figura 6.5
aparecerd un problema. Debido al lazo algebraico, el modelo DEVS resultarad
ilegitimo y cuando un evento entre al lazo se propagara por siempre a través de
las funciones estaticas.

Evidentemente, es necesario agregar un nuevo modelo DEVS dentro del lazo
tal que resuelva la ecuacién implicita. Este nuevo modelo se llamara DEVS
rompe—lazo.

En el ejemplo de la Figura 6.5, este modelo DEVS rompe-lazo puede colo-
carse, por ejemplo, antes de la ganancia Ry como se muestra en la Figura 6.6.

Luego, el modelo rompe-lazo recibird los valores de i y deberd enviar ic.
Cada vez que este modelo DEVS envie un evento, recibird un nuevo evento con
el valor i¢ calculado por las funciones estaticas pertenecientes al lazo. Cuando
este valor coincida con el valor de i que el modelo habfa enviado previamente
esto querrd decir que la ecuacién implicita se ha resuelto y no serd necesario
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Figura 6.6: Agregado de un modelo rompe-lazo al Diagrama de Bloques de la
Fig.6.5

enviar un nuevo valor de ic. De esta forma, la simulacién continda fuera del
lazo hasta que un nuevo valor de i llegue al modelo rompe—lazo y el proceso
se repita.

Esta idea puede resolver el problema. Sin embargo, no se dijo ain como
debe calcularse el valor de ic.

Antes de contestar esto es necesario plantear el problema de una manera
mas formal y general.

Llamemos entonces z a la variable enviada por el modelo rompe-lazo. Luego,
cuando este modelo envia un evento con el valor z; este recibe inmediatamente
un nuevo evento con un valor h(z;) calculado por las funciones estaticas del
lazo.

Luego, el modelo debe calcular un nuevo valor para z, que llamaremos zo, y
que debe satisfacer

h(z2) — 22 = g(22) = 0 (6.11)

Si esto no se verifica, el proceso debe repetirse enviando un nuevo valor zs.
Queda claro entonces que z;41 debera calcularse mediante algiin algoritmo
iterativo para encontrar la solucién de g(z) = 0. Teniendo en cuenta que la
derivada de ¢g(z) no es conocida, una buena alternativa a la iteracién de Newton
es utilizar el método de las secantes.
Con este método, el modelo DEVS rompe-lazo puede representarse como
sigue:

M12 = (X7 Y7 57 6int; 6ext, /\7 ta), donde

X=RxN

Y=RxN

S =R3xR"

Oext (5, €, ) = dext (21, 22, h1,0,€,2,,p) =8
)

int(5) = Oint (21, 22, h1,0) = (21, 22, h1, 00)
A(s) = A(z1, 22, h1,0) = (22,1)
t

a(s) =ta(z1,22,h1,0) =0

~~
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con
5o (21,22, h1,00) si |z, — 22| < tol
(22, 2, 2,,0) en otro caso

21Ty — 221

zZ= 6.12

Ty — hl + 21— 29 ( )
El pardmetro tol es el error maximo permitido entre z y h. La Ecuacién (6.12) es
el resultado de aplicar el método de las secantes para aproximar g(z) = 0 donde
g(z) estd definido de acuerdo a (6.11). El algoritmo iterativo puede entonces

cambiarse modificando (6.12).

Ejemplo 6.2. Simulacion Bloqueorientada de un Circuito RLC.

Para el ejemplo del circuito, se construyd un modelo DEVS segin la Fi-
gura 6.6 y se simulo hasta un tiempo final de 30 seqgundos. Los pardmetros
utilizados fueron Ry = Ry = L = C =1 y ugy se eligid igual a un escalon
unitario. El quantum e histéresis fue 0.01 en ambas variables de estado y la
tolerancia de error tol se tomd igual a 0.001.

La simulacion —cuyos resultados se muestran en la Figura 6.7- se completd
tras 118 y 72 transiciones en cada integrador cuantificado y un total de 377
iteraciones en el modelo DEVS rompe—lazos.

uc

0 5 10 15 20 25 30

t
Figura 6.7: Simulacién de un circuito RLC con QSS usando un DEVS rompe—
lazos

En este caso, debido a la linealidad del sistema, el método de las secantes
obtiene la solucion exacta de g(z) = 0 en sdlo dos iteraciones. Esto explica el
hecho que el numero total de iteraciones sea aproximadamente el doble del total
de pasos.
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Una observacion interesante es que el efecto del error en el cédlculo de i¢
puede verse como una perturbacién adicional. Si se puede asegurar que este
error es acotado, la perturbacién es también acotada y puede ser vista como
algo equivalente a tener un quantum mas grande, lo que sélo afectara la cota de
error pero no modificard las propiedades de estabilidad. Esta misma observacion
es valida para el ejemplo de la linea de transmisién.

Por dltimo, debe también mencionarse que puede obtenerse un modelo
DEVS rompe-lazo como M;js para el caso del método de QSS2 siguiendo las
mismas ideas que antes.

6.3 QSS y QSS2 en la Simulacion de Sistemas
Hibridos

La complejidad de muchos sistemas técnicos produce modelos que frecuentemen-
te combinan una parte continua (descripta por ODEs o DAEs) y componentes
discretos. La interaccion entre estos subsistemas puede provocar cambios re-
pentinos (discontinuidades) en la parte continua que deben ser tratados por los
algoritmos de integracién.

Estas discontinuidades provocan dificultades importantes en el contexto de
los métodos clésicos de tiempo discreto. El problema es que los algoritmos de
integracién numérica en uso son incompatibles con la concepcién de funciones
discontinuas [49] y un paso de integracién que salte sobre una discontinuidad
puede provocar un error inaceptable.

Para evitar esto, los métodos deben realizar pasos en los instantes de tiempo
en los cuales tienen lugar las discontinuidades. En consecuencia, los algorit-
mos para integrar sistemas hibridos deben tener herramientas para detectar la
ocurrencia de discontinuidades (que generalmente incluyen iteraciones y costos
computacionales adicionales), para adaptar el paso de integracién de forma tal
que se realicen pasos en los instantes detectados, y por supuesto, para represen-
tar y simular la parte discreta del sistema (que puede ser bastante complicada
en si misma) en interaccién con la parte continua.

Aunque hay varios métodos y herramientas de software que simulan sistemas
hibridos de una manera bastante eficiente, ninguno de estos puede escapar de
los problemas mencionados.

Los cambios repentinos mencionados se denominan eventos, y pueden dis-
tinguirse dos casos segun la naturaleza de los mismos. Los eventos que ocurren
en un tiempo dado, de manera independiente de lo que esté pasando en la parte
continua, se denominan Fventos Temporales. Por otro lado, los eventos que se
producen cuando el estado del subsistema continuo alcanza alguna condicién se
denominan Fventos de Estado.

La integracién a través de discontinuidades sin técnicas de deteccion de even-
tos puede causar ineficiencia severa, e incluso fallas de simulacién o generacién
de secuencias de eventos incorrectas, debido a que la presencia de funciones que
no son suaves viola las suposiciones tedricas en las que se basan los algoritmos
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[3]. Por esto, los eventos temporales y de estado deben detectarse para realizar
pasos cuando estos ocurran.

La incorporacién de técnicas de deteccion de eventos en los métodos
numéricos se ha venido estudiando desde la Tesis doctoral de Frangois Cellier
[8] v en la literatura reciente se pueden encontrar muchos trabajos al respecto
(ver por ejemplo [52, 61, 57, 13]).

Aunque estas ideas funcionan bastante bien en general, las técnicas no dicen
como representar las partes discretas y como agendar los eventos temporales en
casos generales. Mas atn, la deteccién de eventos de estado requiere realizar
algunas iteraciones para encontrar los tiempos en los que ocurren los eventos.

En lo que refiere a los métodos de QSS y QSS2, se pueden esperar a priori
ciertas mejoras debido a la naturaleza asincrénica de eventos discretos de los
mismos.

Antes de comenzar a desarrollar las ideas sobre esto, es necesario mencionar
que no existe una representacién unificada de sistemas hibridos en la literatura.

De todas formas, los diferentes enfoques coinciden en describir los mismos
como conjuntos de ODEs o DAEs que se seleccionan segin alguna variable
que evoluciona de modo discreto (se pueden encontrar diferentes ejemplos de
representaciones de sistemas hibridos en [60, 4, 6, 3]).

Aqui se asumird que el subsistema continuo estard representado por

w(t) = fl(t),ut),z(t), m(t)) (6.13a)
0 = gz, (t),u(t), z(t), m(t)) (6.13Db)

siendo m(t) una trayectoria seccionalmente constante proveniente de la parte
discreta que define los diferentes modos del sistema. Luego, para cada valor de
m(t) hay una DAE diferente representando la dindmica del sistema.

Se considerard también que la ecuacién implicita (6.13b) tiene una solucién
para cada valor de m(t) (lo que implica que el Sistema (6.13) tiene siempre
indice 1).

Independientemente de la manera en que se calcule m(t), el sub—modelo de
simulaciéon correspondiente a la parte continua puede construirse considerando
que m(t) actia como una entrada.

Luego, los métodos de QSS y QSS2 aplicados a esta parte transformaran
(6.13) en:

w(t) = fla(®),u(t), z(t), m(t)) (6.14a)
0 = g(gr(t), ur(t), 2(t), m(t)) (6.14b)

con las mismas definiciones hechas en (6.4). Luego, el esquema de simulacién
para la parte continua sera idéntica a la que se muestra en la Figura 6.1, pero
ahora deberd incluirse m(t) en la entrada.

Una de las caracteristicas méds importantes de DEVS es su capacidad para
representar todo tipo de sistemas discretos. Teniendo en cuenta que la parte
continua estd siendo aproximada por un modelo DEVS, es natural representar
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también el comportamiento discreto por otro modelo DEVS. Luego, ambos mo-
delos DEVS pueden acoplarse directamente para construir un modelo DEVS
unico que aproxime el sistema completo.

En presencia de sélo Eventos Temporales, el modelo DEVS que represente la
parte discreta serd un simple generador de eventos como Ms (pdgina 40). Aqui,
los eventos de salida llevaran los valores sucesivos de m(t)

Luego, la simulacién del sistema hibrido completo podra realizarse acoplando
este generador de eventos temporales con la parte continua.

Teniendo en cuenta la manera asincrénica en que funcionan los modelos
DEVS de las funciones estaticas y los integradores cuantificados, los eventos
seran procesados por la parte continua apenas sean producidos por el generador
sin necesidad de modificar nada en los métodos de QSS o QSS2. Este tratamien-
to eficiente de los eventos es simplemente debido al comportamiento intrinseco
de los métodos.

Este hecho hace una gran diferencia con respecto a los métodos de tiempo
discreto que deben modificarse para realizar pasos en el instante en que se
producen los eventos temporales.

En lo que respecta a los eventos de estado, la parte discreta esta regida no
sélo por el avance de tiempo sino también por algunos eventos que se producen
cuando las variables de estado y entrada alcanzan ciertas condiciones.

Aqui, los métodos de QSS y QSS2 tienen una ventaja mayor: Las trayectorias
de estado son perfectamente conocida en todo instante de tiempo. Mas aun,
estas son seccionalmente lineales o parabdlicas lo que implica que detectar la
ocurrencia de eventos es trivial.

Lo tnico que debe hacerse es brindar las trayectorias a la parte discreta tal
que ésta pueda detectar la ocurrencia de los eventos y calcular la trayectoria
de m(t). Dado que las trayectorias de estado son sélo conocidas dentro de los
integradores cuantificados, estos modelos deberian modificarse para que saquen
no sélo las variables cuantificadas sino también las de estado.

Sin embargo, esto no es necesario. La parte discreta puede recibir las de-
rivadas de las trayectorias de estado y luego integrarlas. Esto es simple y no
requiere esfuerzo computacional alguno ya que estas trayectorias son seccio-
nalmente constantes o seccionalmente lineales (en QSS2) y su integracién sélo
involucra la manipulacion de los coeficientes de los polinomios correspondientes.

Utilizando estas ideas, el modelo de simulacién para un sistema hibrido como
(6.13) utilizando los métodos de QSS o QSS2 serd un modelo DEVS acoplado
con la estructura mostrada en la Figura 6.8.

Aqui, la parte discreta es un modelo DEVS que recibe los eventos represen-
tando los cambios en las derivadas del estado y los cambios en las trayectorias
de entrada.

Dado que el modelo discreto recibe y produce sélo un nimero finito de even-
tos en un intervalo de tiempo finito (por su definicién como modelo discreto),
puede asegurarse que existe un modelo DEVS que lo represente sin importar la
complejidad de su dindmica. Teniendo en cuenta esto, el esquema de la Figu-
ra 6.8 puede simular cualquier sistema como (6.13) en interaccién con cualquier
modelo discreto.
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Figura 6.8: Esquema acoplado para la simulacién de sistemas discontinuos

Hay casos donde este esquema puede simplificarse. Como se mencioné antes,
cuando se consideran sélo Eventos Temporales, el modelo DEVS de la parte
discreta no tiene entradas.

Usualmente, la condicién de ocurrencia de los eventos esté relacionada con
un cruce por cero (o por algin otro valor fijo) de alguna variable de estado. En
este caso, si la simulacién se realiza con el método de QSS la condicién puede
ser directamente detectada por el integrador cuantificado. Este puede hacerse
facilmente con la condicién que las funciones de cuantificacién contengan niveles
de cuantificacién en los valores de cruce mencionados.

Ejemplo 6.3. Circuito Inversor DC-AC.

El circuito inversor mostrado en la Figura 6.9 puede utilizarse para alimentar
diferentes mdquinas eléctricas por ejemplo.

El conjunto de llaves puede tomar dos posiciones. En la primera, las llaves
1y 4 estan cerradas y la carga recibe un voltaje positivo. En la seqgunda posicion
las llaves 2 y 3 estdn cerradas y ahora la tension en la carga es negativa.

El sistema puede representarse por la siguiente ecuacion diferencial:

d . R
%ZL**Z'ZL‘FSU)'% (6.15)

donde s,, es 1 0o —1 segun la posicion de las llaves.
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Figura 6.9: DC-AC Full Bridge Inverter

Una forma tipica de controlar las llaves para obtener una corriente armdnica
en la carga es mediante una estrategia de modulacidn de ancho de pulso (PWM).
La serial de PWM se obtiene comparando una onda portadora triangular con una
referencia moduladora senoidal. El signo del voltaje a aplicar (+Vin, 0 —Vin) y
la posicion correspondiente de las llaves queda determinado por el signo de la
diferencia entre ambas senales. La Figura 6.10 muestra esta idea.

TN

Vi — ———— = 8§ i

—Vin U SR
Figura 6.10: Modulacién por Ancho de Pulso (PWM)

En esta caso, las llaves cambian su posicion independientemente de lo que
pasa en el circuito. Luego, los eventos representando los cambios son Eventos
Temporales.

El sistema se simuld entonces con el método de QQSS2 utilizando un esque-
ma como el que se muestra en la Figura 6.8 pero donde el bloque discreto era
simplemente un generador que produce eventos cuando cambia la variable sw.

Los tiempos de los eventos se calcularon para una frecuencia de portadora de
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1.6kHz y una senial moduladora senoidal de la misma amplitud y una frecuencia
de 50Hz. Luego, el nimero de eventos por ciclo era de 64, lo que es suficiente
para producir una corriente senoidal bastante suave.

Utilizando pardmetros R = 0.6L), L = 100mHy y V3, = 300V la simulacion
comenzando de i, = 0 con una cuantificacion Aip, = 0.01A produjo el resultado
de las Figuras 6.11-6.12.
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Figura 6.11: Corriente de carga con PWM

]
10 | B

Figura 6.12: Detalle de la corriente de carga en régimen permanente
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El tiempo final de la simulacion fue de 1 sequndo por lo que el niumero de
ciclos fue 50. Esto da un total de 3200 cambios en la posicion de las llaves.

A pesar de este nimero de eventos, la simulacion se completé con sélo 3100
transiciones internas en el integrador cuantificado de seqgundo orden. El nimero
total de pasos fue entonces de 6300 (contando los 3200 eventos del generador)

En este caso, dado que las conmutaciones no producian cambios estructurales
(estas sdlo afectan el signo del voltaje de entrada), la formula (4.50) puede
aplicarse y luego se puede asequrar que el error en la trayectoria de iy, obtenida
es siempre menor que 10mA (que es alrededor del 0.1% de la amplitud de las
oscilaciones).

El mismo sistema se simuld con todos los métodos de tiempo discreto imple-
mentados en Simulink. El algoritmo oded (5to. orden) necesitd mds de 50000
pasos para obtener un resultado aceptable. Por supuesto, métodos de paso fijo
de orden menor requirieron de mads pasos.

Utilizando métodos de paso variable el resultado fue aun peor. Sdlo el método
ode23s brindd un resultado aceptable con alrededor de 100000 pasos.

Las simulaciones se repitieron luego con métodos de paso variable forzando
cdlculos adicionales en los tiempos de los eventos. En este caso hubo una mejoria
notable. De todas formas, utilizando la tolerancia obtenida con QSS2, el método
0de23 (que ahora mostrd el mejor desemperio) necesitd mds de 20000 pasos para
completar la simulacion.

Sin  embargo, este truco —forzar cdlculos en instantes de tiempo
predeterminados— no puede utilizarse en casos generales ya que los tiempos de
los eventos frecuentemente son desconocidos antes que la simulacion comience.
En el caso de PWM, es comun calcularlos durante la simulacion ya que la fre-
cuencia y amplitud de la sefial moduladora cambian frecuentemente de acuerdo
a estrategias de control.

Ejemplo 6.4. Una Pelotita Rebotando en una FEscalera.

Un ejemplo tipico de un sistema discontinuo es la pelotita rebotando. Aqui
se considerard el caso en el que la misma se mueve en dos dimensiones (z e y)
rebotando en una escalera. De esta forma, la condicion de rebote depende de
ambas variables, x e y.

Se supondrd que la pelotita tiene un modelo en el aire —con la presencia de
friccion— y uno diferente en el piso, donde se considerard un modelo resorte—
amortiguador.

De acuerdo a esto, el modelo puede escribirse segun

T = Uy
. ba
Ve = —— " Ug
m
Yy o= Uy
, b b k _
Uy = —g—a~vy—sw~[E~vy—|—%(y—mt(h+1—x))]

donde sy, es igual a 1 en el piso y 0 en el aire. La funcién int(h+1—z) da la
altura del piso en una posicion determinada (h es la altura del primer escaldn).
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Notar que se consideran escalones de 1m por 1m.
Los Eventos de Estado se producen cuando x e y verifican la condicion:

y=1int(h+1—x)

La estructura del modelo de simulacion resulta entonces similar a la de la
Figura 6.8 pero sin el bloque implicito. El modelo discreto debe recibir los eventos
con las derivadas de x e y y enviar eventos cuando la condicion de rebote es
alcanzada (para calcular esto, el modelo debe calcular las raices de una ecuacion
de sequndo grado para el método de QQSS2).

El sistema fue entonces simulado con pardmetros m = 1, k = 100000, b = 30,
ba = 0.1, condiciones iniciales z(0) = 0.575, v,(0) = 0.5, y(0) = 10.5, v, =0 y
un quantum de 0.001 en la posicion horizontal, 0.0001 en la posicion vertical y
0.01 en las velocidades.

Los primeros 10 sequndos de la simulacion se completaron con 298/ transi-
ciones internas en los integradores (39 en x, 5 en vy, 2420 en y y 520 en vy).
Las trayectorias obtenidas no difieren apreciablemente de lo que puede obtenerse
con un método de paso fijo de orden alto con un paso muy pequeno.

Las Figuras 6.13 y 6.14 muestran los resultados de simulacion.

10.5

10

Figura 6.13: y vs. t en la pelotita rebotando

E's importante remarcar que cada paso solo involucra muy pocos cdlculos y
la ralitud es muy bien explotada. De hecho, las transiciones internas en x no
afectan ningun otro subsistema. Los pasos en v, brindan eventos al propio inte-
grador, al integrador que calcula x y al modelo discreto que predice la ocurrencia
del proximo evento. Similarmente los eventos internos de y sélo provocan even-
tos externos al integrador de v, cuando la pelotita estd en el piso y por wiltimo,
los eventos producidos en vy, se propagan al propio modelo, al integrador que
calcula y y al modelo discreto.
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Figura 6.14: x vs. y en la pelotita rebotando

Como resultado de esto, el modelo discreto recibe 525 eventos y produce sélo
26 transiciones internas (en los tiempos que ocurren eventos, o sea, dos eventos
por cada rebote).

El mismo modelo se simuld con Simulink, utilizando distintos algoritmos de
paso fijo y variable. La obtencion de resultado similar con el método de paso
fijo de quinto orden requiere mds de 10000 pasos (y aqui cada paso involucra
cdleulos sobre todo el sistema,).

En lo que refiere a métodos de paso variable, el mejor resultado con Simulink
proviene del ode23s, que puede obtener un resultado similar al de QSS2 con
alrededor de 5000 pasos.

En el caso de la pelotita rebotando, el problema de los métodos de tiempo
discreto es que cuando estos incrementan el paso comienzan a saltear eventos
como se muestra en la Figura 6.15. Un ejemplo de este problema es el dado
en [13] donde los autores brindan una solucién basada en disminuir el paso a
medida que el sistema se aproxima a las condiciones de discontinuidad.

Los enfoques basados en cuantificacién no modifican nada. Estos simple-
mente aprovechan el bloque discreto que predice exactamente cuando ocurrird
el proximo evento y luego provocan un evento en ese instante. El resto del
modelo DEVS (integradores cuantificados, funciones estaticas e implicitas) fun-
cionan sin tener en cuenta la presencia de las discontinuidades pero reciben los
eventos de la parte discreta y los tratan como si vinieran de un generador de
entradas o de otro integrador cuantificado. En consecuencia, no hay calculos
adicionales y no hay necesidad de modificar nada.
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Figura 6.15: Salteo de pasos en algoritmos de tiempo discreto.

6.4 Bond Graphs Cuantificados

Los Bond Graphs [55, 9] permiten la representacién grafica de sistemas fisicos
complejos. De manera similar a otros lenguajes de modelado orientados a obje-
tos, los modelos matematicos resultantes consisten frecuentemente en sistemas
de DAEs en lugar de simples ODEs.

La forma més eficiente —desde el punto de wvista de los costos
computacionales— de implementar una simulacién por QSS de un modelo Bond
Graph es obteniendo el sistema de ODEs o DAEs y luego utilizar los resultados
explicados en las secciones previas. De hecho, hay muchas herramientas que
traducen autométicamente los modelos Bond Graphs en sistemas de ecuaciones
(Dymola y Modélica, por ejemplo) o en simples Diagramas de Bloques (Power
DynaMo [37] entre estos ultimos).

Sin embargo, como se menciond en la Secciéon 6.2, a veces es mas fécil realizar
la simulacién directamente sobre el modelo original.

Los modelos Bond Graph se forman mediante componentes estaticos y
dindmicos que relacién las variables de potencia e (esfuerzo) y f (flujo). Los
componentes estaticos basicos son las resistencias (R), fuentes (Se y Sf) y los
elementos estructurales: vinculos (0 y 1), transformadores (TF) y giradores
(GY).

Los elementos dindamicos bésicos son los capacitores C y las inercias I, que
establecen relaciones entre esfuerzos y flujos con la presencia de integrales o
derivadas.

La principal diferencia con los Diagramas de Bloques es que todas las rela-
ciones mencionadas no estan definidas causalmente a a priori. De todas formas,
se puede proponer y representar en el Bond Graph una causalizacién de las
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mismas.

En ausencia de singularidades estructurales (o sea cuando no hay ni resistores
acoplados ni almacenadores acoplados), puede encontrarse una asignacién causal
(siguiendo un algoritmo) tal que las relaciones sean equivalentes a las obtenidas
con un Diagrama de Bloques con integradores.

Teniendo en cuenta que QSS modifica el sistema original agregando cuanti-
ficadores con histéresis a la salida de sus integradores, lo inico que debe modi-
ficarse para utilizar este método son los capacitores e inercias.

Un capacitor define la siguiente relacion entre las variables de potencia y la
variable de energfa (¢ o desplazamiento):

e(t) — g(a(t)) 0 (6.16a)
qt) = f(t) = 0 (6.16b)

En este elemento, la asignacién de causalidad integral produce que f(t) actie
como entrada y e(t) sea la salida correspondiente. El desplazamiento ¢(t) en
tanto es la variable de estado (la salida del integrador).

El uso del método de QSS aqui transforma (6.16a) en

e(t) = g(qq(t))

siendo ¢,(t) la versién cuantificada de ¢(t).
En esta ultima ecuacién, puede formarse la composicién de la funcién de
cuantificacién con la funcién g y reescribirse:

e(t) = gq4(q(t))

donde ahora la funcién g, es una funcidn cuantificada (la composicién de una
funcién de cuantificacién con una funcién continua). La Figura 6.16 muestra

una funcién no lineal y su versién cuantificada.

g Yq

Figura 6.16: Una funcién y su versién cuantificada

Los mismos conceptos pueden aplicarse a las inercias y luego el método de
QSS puede aplicarse a Bond Graphs reemplazando las funciones estaticas de las
inercias y capacitores por sus versiones cuantificadas.

Las siguientes definiciones formalizan las ideas antes expresadas:
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Definicién 6.1. Funcion Cuantificada con Histéresis.
Sea x(t) una trayectoria escalar continua. Decimos que y(t) se relaciona con
x(t) mediante una funcion cuantificada si existe una funcidn g : R — R tal que

estando z(t) y x(t) relacionadas por alguna funcién de cuantificacion con
histéresis.

En tal caso, diremos también que x(t) e y(t) se relacionan por la versién
cuantificada de la funcion g

En base a esta definicién se puede definir ahora lo siguiente:

Definicién 6.2. Capacitor (Inercia) Cuantificado.

Un capacitor (inercia) cuantificado es un capacitor (inercia) donde el des-
plazamiento (impulse) se relaciona con el esfuerzo (flujo) mediante una funcion
cuantificada con histéresis.

y finalmente,

Definicién 6.3. Bond Graph Cuantificado (QBG).
Un Bond Graph Cuantificado es un Bond Graph donde las inercias y los
capacitores son cuantificados.

Como se mencion6 antes, en ausencia de singularidades estructurales un
Bond Graph es equivalente a un Diagrama de Bloques con integradores y define
un sistema de ecuaciones de estado como (3.2) donde las variables de estado son
las correspondientes variables de energia (p y ¢) de las inercias y capacitores.

Si en ese sistema las funciones estdticas que relacionan las variables de
energia y de potencia de las inercias y capacitores se reemplazan por sus versio-
nes cuantificadas, se obtiene un QBG. Puede verse facilmente que si se escriben
las nuevas ecuaciones se obtiene un sistema como (3.3).

Luego, todo lo que se demostré para el método de QSS vale en QBG. En lo
que refiere a las trayectorias, tenemos que

Teorema 6.1. Trayectorias en QBG.

Sea un QBG sin almacenadores acoplados, donde todos los componentes pa-
sivos y estructurales estdn definidos por relaciones continuas y acotadas. Luego,
las trayectorias de todas las variables de potencia son seccionalmente constantes
y las trayectorias de todas las variables de energia son seccionalmente lineales.

Demostracion. Bajo las suposiciones hechas, la utilizacién del procedimiento
estdndar para obtener ecuaciones de estados [55] en el QBG producird un QSS
de la forma de (3.3).

Alli, debido también a las suposiciones, la funcién f sera acotada y continua
en cualquier conjunto compacto. Esta propiedad, junto con el Teorema 3.1,
garantiza que las trayectorias de las variables de energia cuantificadas sean sec-
cionalmente constante. Las variables de potencia son consecuentemente también
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seccionalmente constantes, ya que estas se calculan de las anteriores a través de
relaciones estaticas.

Luego, sigue que las variables de energia son seccionalmente lineales debido
que pueden calcularse como la integral de algunas variables de potencia. O

En base a este resultado y teniendo en cuenta que los elementos de Bond
Graph estan relacionados entre si por las variables de potencia, puede obtenerse
una representacién DEVS exacta de cada componente de un QBG.

El elemento estatico R calcula un esfuerzo o flujo seccionalmente constante
de acuerdo a un flujo o esfuerzo de entrada seccionalmente constante. Luego,
este elemento puede representarse mediante un modelo como M.

Pueden utilizarse ideas similares con los transformadores y giradores, pero
ahora estos calculan dos variables de potencia seccionalmente constantes y el
modelo DEVS debe ser modificado agregando un nuevo puerto de salida. Un
modelo DEVS posible para un transformador o girador (que relacionan esfuerzos
y flujos mediante una funcién h) es el siguiente:

Mz = (X,Y, S, 0int, Oext, A, ta), donde

X=Y=RxN

S =R’ xNxR§

Oint (8) = Oint (U1, u2, m, o) = (uy, ugz, m, o)

ext (5, €, &) = dext (U1, u2,m, 0), €, (Ty,p)) = (U1, U2, p,0)
(5) = Mui,uz,m,0) = (h(um), m)

ta(s) =t

> o

a(uy,ug,m,0) =0

con

- r, ifi=p

U; = .
u; otherwise

El caso de vinculos multipuerto 0 y 1 puede tratarse de la misma forma (pero
ahora con més que dos puertos de entrada).

En lo que refiere a los capacitores e inercias, el modelo sera practicamente
el mismo que el de un integrador cuantificado. La tnica diferencia es que ahora
la salida no es la variable cuantificada sino la variable de potencia.

Con esto, el modelo es simplemente el mismo que antes (M, en la pagina 37)
con s6lo un cambio en la funcién de salida, que ahora sera:

)‘(s) = )‘(xvdxaj7 ‘7) = (g(Qj+Sgn(dm))’ 1)

siendo ¢ la funcién estdtica que relaciona las variables de energia y potencia
correspondientes.

Las fuentes (Se y Sf), como en el caso de QSS, estardn representadas por
generadores DEVS.

Luego, el QBG se representara mediante un modelo DEVS acoplado formado
por los modelos DEVS correspondientes a los elementos Bond Graph.
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Se—— 1——> R Sel ¢ 1 R

Figura 6.17: Estructura DEVS de un Bond Graph Cuantificado

La estructura DEVS acoplada serd la del modelo Bond Graph, siendo ca-
da arpon reemplazado por dos conexiones entre los elementos correspondientes.
Estas conexiones transportaran valores de esfuerzo y flujo de acuerdo a la asig-
nacion de causalidad. La Figura 6.17 ilustra esta idea.

En ausencia de singularidades estructurales un QBG define un QSS. Por
esto, sus propiedades tedricas —estabilidad, convergencia y cota de error— seran
las mismas del QSS correspondiente.

Ejemplo 6.5. Simulacion QBG de un Motor de Corriente Continua.
El motor de imdn permanente de la Figura 6.18 puede representarse por el
Bond Graph de la Figura 6.19.

R, L, Te

U, b
— NNNNNNNN

Figura 6.18: Motor de Corriente Continua de iman permanente.

Los pardmetros adoptados fueron Ry = 0.01, L, =1x 1075, b=1, J =1
y kn, = 1. La simulacion consiste en la respuesta del sistema inicialmente en
reposo a un escalon de tension de armadura de U, = 10 ent = 0 y un escalon
de torque de carga 7. = 10 aplicado en t = 1.

El QBG se obtuvo utilizando un quantum de 1 x 107° en la inductancia y
0.1 en la inercia mecdnica.

Los resultados se muestran en las Figuras 6.20-6.22.

El total de transiciones internas realizadas por las inercias cuantificadas du-
rante la simulacion de los primeros 2 seqgundos de la evolucion fue de 203 y 103
en la parte eléctrica y mecdnica respectivamente.
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1:L, R b
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Figura 6.19: Modelo Bond Graph del motor de corriente continua
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Figura 6.20: Corriente de armadura en el motor de corriente continua.

La rigidez del sistema puede verse facilmente comparando las Figuras 6.21
y 6.22. Alli, el arranque de la corriente de armadura es muy rdpido comparado
con la evolucion de la velocidad.

De hecho, la matriz de evolucion es

"Ry _ky

_ L, J
A=1 %
L, J

cuyos autovalores estdn ubicados en —9990 y en —11.011.

El uso de (4.50) aqui brinda una cota de error de 3.006 x 10~ en el flujo de
la inductancia y de 0.1004 en el impulso mecdnico (o sea, 3.006 en la corriente
y 0.1004 en la velocidad angular).

En este caso, el método de QSS aplicado a través del enfoque de QBG fun-
ciond muy bien. La simulacion completa fue realizada con sélo 306 pasos mien-



6.4. BOND GRAPHS CUANTIFICADOS 113

. 100
la
90

80

70

60

50

40

30

20

10

0 1 2 3 4 5

6
x1074

Figura 6.21: Comienzo de la trayectoria de corriente de armadura.

Figura 6.22: Velocidad angular en el motor.

tras que la mayor parte de los métodos clasicos requieren bastante mds que esto.
De hecho, resultados similares con el método de Euler requieren al menos 10000
pasos, 8000 con Runge—Kutta de cuarto orden y 6000 con Runge—Kutta 4—5
(ode45 de Matlab). Unicamente los métodos de paso variable implicitos pueden
resolver el problema con menos de 100 pasos, pero la complejidad computacional
de cada paso es considerablemente mayor que en @QSS.

De todas formas, como se menciond antes, QSS no funciona en sistemas
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stiff generales. Este problema serd tratado nuevamente mds adelante.

6.5 QBG y Singularidades Estructurales

El uso de QBG en ausencia de singularidades estructurales no difiere signifi-
cativamente de la simulacion de Diagramas de Bloques. La presencia de estas
singularidades, sin embargo, cambia todo.

En lo que refiere a los disipadores acoplados el sistema resultante tiene un
lazo algebraico que resulta en una DAE de indice 1. Luego, lo que fue desarro-
llado en la Seccién 6.2 puede aplicarse agregando modelos rompelazo entre los
disipadores.

El caso de los almacenadores acoplados es algo més complejo, ya que resulta
en causalidades derivativas que conlleva DAEs de indice superior. Por esto, este
caso no puede tratarse siguiendo lo que ya se desarrollo.

Un camino posible es el uso del algoritmo de Pantelides para reducir el indice.
Sin embargo, esta solucién implica tratar con las ecuaciones resultantes y, de
esa forma, se estaria volviendo al caso de simulaciéon de DAEs sin utilizar la
estructura del Bond Graph.

En estos casos de indice superior, una solucién alternativa podria resultar
de las siguientes observaciones. Para esto, consideremos un tanque como el que
se muestra en la Figura 6.23.

Vv T

Figura 6.23: Tanque con relacién lineal P vs. V

Este tanque puede representarse por un capacitor en Bond Graph. El uso
de QBG resulta en la cuantificacién de la caracteristica lineal P vs. V. Dejando
a un lado la histéresis, la funcién cuantificada puede interpretarse fisicamente
como se muestra en la Figura 6.24.

Aqui, debe considerarse que la altura de cada compartimento tiende a cero
mientras que el drea tiende a infinito de manera tal que el volumen permanece
constante.

En base a esta idea, veamos que ocurre con el siguiente ejemplo:

Ejemplo 6.6. Tanques acoplados.
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% °
P

Figura 6.24: Tanque cuantificado fisicamente.

Ty S

Figura 6.25: Dos tanques acoplados.

Consideremos el sistema hidrdulico de la Figura 6.25.

Este sistema puede representarse por el Bond Graph de la Figura 6.26

En este ejemplo, el uso de QBG es equivalente a simular el sistema
fisicamente cuantificado que se muestra en la Figura 6.27.

En un sistema continuo, uno de los capacitores deberia tener causalidad deri-
vativa ya que es imposible que ambos calculen el esfuerzo de manera simultdnea.

Sin embargo, el sistema de la Figura 6.27 funciona de otra forma. Supon-
gamos que el sistema se alimenta desde condiciones iniciales nulas. El volumen
en el tanque de la izquierda comienza a crecer, sin que fluya liquido al interior
del tanque de la derecha (porque el didmetro de su primer columna es casi nulo).

Esta situacion se invierte cuando el recipiente inferior del tanque de la iz-
quierda se completa: el volumen en el primer compartimento del tanque de la
derecha empieza a crecer, sin que fluya liquido al tanque de la izquierda.

La presion en la base del sistema es determinada exclusivamente por el com-
partimento que se estd llenando en un dado momento. La presion cambia de
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sf - 1 - C

C

Figura 6.26: Bond Graph de los tanques acoplados

Figura 6.27: Dos tanques cuantificados acoplados.

manera discontinua en los momentos en que cada compartimento se llena.

Este comportamiento indica que la causalidad integral es alternada entre
ambos capacitores con el tiempo, lo que recuerda al comportamiento de los Swit-
ched Bond Graphs [59], donde las llaves imponen flujo o esfuerzo nulo de forma
alternada.

La idea anterior puede también aplicarse en caso de tener varios almacenado-
res acoplados, incluyendo ambos, inercias y capacitores. Esta situacién resulta
en un modelo con varias configuraciones causales alternativas que dependen de
los valores de las variables de energia.

La presencia de histéresis no modifica los conceptos que se desprenden de
las consideraciones previas.

Una consecuencia interesante de este anélisis es que podrian simularse DAEs
de indice superior en base a un comportamiento conmutado en lugar de reducir
el indice e iterar.

Sin embargo, esta conjetura requiere una investigacién mucho mas exhaus-
tiva. Ademas, la generalizacién de estas ideas para el método de QSS2 no es
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evidente.
De todas formas, la aplicaciéon de QSS en Bond Graphs muestra algunas

ventajas relacionadas con la simplicidad y la posibilidad de simular directamente
sobre el modelo sin manipulacién algebraica previa.
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Capitulo 7

Control de Estados
Cuantificados

Las implementaciones practicas de la mayor parte de los sistemas de control
requieren de la utilizacién de dispositivos digitales. En estos casos, debido a la
diferencia de naturaleza de las senales de entrada y salida del controlador digital
y la planta continua, la interconexién entre los mismos debe realizarse a través
de conversores A/D y D/A.

La implementacién digital de controladores continuos puede pensarse como
un problema de discretizacién de una ODE, generalmente realizada mediante
Euler o alguna otra regla de aproximacién de tiempo discreto.

Consecuentemente, las técnicas de conversiéon A/D realizan un muestreo
sincrénico dejando la planta sin control entre las muestras sucesivas. Este he-
cho suele degradar la respuesta dindmica y afectar las regiones de atraccién en
sistemas no lineales.

Ademés de este problema las conversiones A/D se realizan con un nimero
finito de bits, lo que conlleva efectos indeseados tales como errores en régimen
permanente y oscilaciones. Debido a estos efectos de cuantificacion debe reem-
plazarse la estabilidad asintética por la acotacion final de las soluciones y con
esto, los puntos de equilibrio devienen en regiones atractoras.

Teniendo en cuenta que el método de QSS evita la discretizaciéon temporal,
es natural pensar que su uso en el lugar del método de Euler puede brindar
algin tipo de solucién al problema de intersampling mencionado.

Por supuesto, esto debe complementarse con un esquema de muestreo
asincrénico en los conversores A/D y D/A de manera tal que la planta esté
siempre bajo control.

En lo que se refiere a los efectos de cuantificacion, es sabido que QSS in-
troduce oscilaciones finales. Sin embargo, como se vio en el estudio tedrico, las
cotas finales pueden limitarse con la eleccién de la cuantificacién. Este hecho,
traducido a control, implica que los efectos de cuantificacion pueden acotarse
en la etapa de diseno.

119
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Estas ideas —aproximar el controlador continuo con el método de QSS y
utilizar muestreo asincrénico— llevaran a la definicién de un nuevo esquema de
control digital basado en eventos discretos.

El método nuevo —que serd llamado Control de Estados Cuantificados
(QSC)— es un camino alternativo para implementar controladores digitales que,
en algunos casos, muestra una mejora significativa de la respuesta dindmica y
los efectos de cuantificacion de los conversores con respecto a las aproximaciones
de tiempo discreto.

Desde el punto de vista tedrico, las propiedades de QSC resultaran similares
a las de QSS permitiendo asegurar la estabilidad, convergencia y cota de error
de la implementacién bajo diferentes condiciones.

7.1 Muestreo Asincronico

En todos los esquemas de control digital, las conversiones A/D y D/A se realizan
de manera sincrénica. Como se mencioné antes, una de las metas de QSC
es evitar la discretizaciéon temporal, lo que hace deseable utilizar un esquema,
asincrénico de muestreo.

Los conversores D/A son dispositivos de tipo asincrénico si bien sus entra-
das digitales suelen evolucionar a una frecuencia fija. De todas formas, estos
pueden ser utilizados con entradas digitales que cambien de manera asincrénica
sin muchas consideraciones especiales siempre y cuando esos cambios no sean
demasiado rapidos con respecto a la dindmica interna de los circuitos.

Luego, si un dispositivo digital produce datos de salida de manera
asincrénica, la correspondiente salida digital puede conectarse directamente a un
conversor D/A y la sefial analdgica correspondiente se obtendrd con un retardo
muy pequenio (los tiempos de conversién D/A son muy cortos).

El caso de los conversores A/D es mds complejo dado que el perfodo de
conversién es generalmente mucho mayor que en el caso de los D/A. Si bien se
puede dar la orden de realizar una conversién en cualquier instante (asincrénico),
el resultado digital no estara disponible inmediatamente y el retardo consecuente
puede ser completamente inaceptable si lo que se quiere es evitar la discretizacion
del tiempo. Ademas, no queda claro en que momento debe hacerse la pretendida
conversién asincrénica ya que la senal continua de salida de la planta es ahora
la que se quiere convertir.

Una manera diferente de realizar muestreo A/D es la propuesta por Sayiner
et al. en [56]. La idea es utilizar un conversor A /D que sélo realice conversiones
cuando la diferencia entre la entrada analdgica y la salida digital sea mayor que
la resolucién dada (ver Figura 7.1).

Este tipo de conversiéon A/D puede implementarse facilmente con un esque-
ma como el que se muestra en la Figura 7.2.

Aqui, el conversor A/D se implementa mediante un contador, un conversor
D/A y un comparador. La salida del contador se conecta al conversor D/A y la
salida del 1ltimo se compara con la senal a muestrear. Cuando la diferencia es
mayor que un dado umbral (el intervalo de cuantificacién), el valor del contador
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entrada

— salida

Figura 7.1: Conversiéon A/D asincrénica

input
> — + output
Comparer Counter
D/A

Figura 7.2: Conversor A/D asincrénico

se incrementa (o se decrementa segun el signo de la diferencia). Luego, el valor
del contador constituye la salida digital del conversor A/D.

El retardo en este esquema nuevo es insignificante comparado con un con-
versor A/D comin ya que la salida digital se actualiza apenas el comparador
detecta el cruce por el valor umbral.

7.2 El Esquema QSC

Como se vio en los capitulos anteriores, los Sistemas de Estados Cuantifica-
dos pueden representarse exactamente mediante modelos DEVS. Teniendo en
cuenta que los modelos DEVS pueden simularse en tiempo real® [64], se puede

11a representacién DEVS de un QSS es exacta. Sin embargo, la simulacién en tiempo
real de DEVS tiene errores relacionados a la resolucién temporal y los errores de redondeo
introducidos por el dispositivo digital.
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implementar una aproximacién de una ODE basada en el método de QSS en un
dispositivo digital funcionando en tiempo real.

Considerando esto ultimo, pueden presentarse entonces las principales defi-
niciones del Control de Estados Cuantificados:

Sea el Sistema Continuo de Control (CCS) formado por la planta y el con-
trolador, Ecs.(7.1) y (7.2) respectivamente, y su interconexién (ideal), Ec.(7.3).

(t) = folap(t) up(t), 1)
{ypa) = Gulap(t).1) (7.1)

x.C(t) = ,(xc(t),uc(t),ur(t))
{ Ye( ( (72)

J t) - gc(xc t)? Uc(t)v ur(t))
up(t) = yc(t)7 uc(t) = yp(t) (73)

Se considera aqui que la planta podria ser inestacionaria. En lo que refiere al
controlador, se asume que es estacionario y que tiene una referencia de entrada

up(t).
Definicién 7.1. Controlador QSC.

Se denomina Controlador de Estados Cuantificados (Controlador QSC) a
cualquier QSS asociado a un controlador continuo (7.2)

Definicién 7.2. Sistema QSC.

Un sistema QSC se define como un esquema de control compuesto por una
planta continua y un controlador QSC conectados a través de conversores A/D
y D/A asincrénicos.

S

De acuerdo a estas definiciones, la implementacién de un QSC requiere di-
senar un controlador continuo, elegir la cuantificacién a aplicar en cada una de
sus variables de estado para obtener el QSS correspondiente y finalmente elegir
la cuantificacién de los conversores A/D y D/A.

La Figura 7.3 muestra una representacion en diagrama de bloques de un
sistema QSC.

La implementacion QSC del controlador transforma (7.2) en el nuevo sistema

de ecuaciones:
{ jfc(t) - fC(QC(t)a uc(t)aur(t)) (7 4)
Ye(t) = 9c(qe(t), uc(t), ur(t)) '

La Figura 7.1 también muestra que la entrada y la salida de los conversores
A /D se relacionan en realidad mediante funciones de cuantificacién con histéresis
donde el ancho de histéresis ¢ es igual al quantum Ag.

Los conversores D/A también introducen cuantificacién (debido a que tienen
un nimero finito de bits). Sin embargo, aqui no hay histéresis ya que no hay
memoria en el comportamiento de los mismos.

En consecuencia, la presencia de conversores asincrénicos transforma (7.3)
en:

up(t) = Ye, (1), ue(t) = yp, (1) (7.5)
donde las variables y., (t) e yp, (t) son las versiones cuantificadas de las salidas
del controlador y de la planta.
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Figura 7.3: Diagrama de Bloques de un sistema QSC

7.3 QSC y Perturbaciones

El objetivo de QSC es obtener una aproximacién digital del controlador con-
tinuo original. Dado que este fue diseniado originalmente para alcanzar ciertos
objetivos, deberia esperarse que el controlador QSC se comporte de una forma
similar.

Teniendo en cuenta esto, lo primero que debiera asegurarse es que el sistema
QSC conserve de alguna manera las propiedades de estabilidad del controlador
continuo.

En el control digital clasico, el tiempo entre muestras debe cumplir algunas
condiciones para conservar la estabilidad del sistema. Por ejemplo, en sistemas
LTI, la frecuencia de muestreo debe ser mayor que la frecuencia de Nyquist.

En el caso de QSC, es 1gico esperar encontrar algunas condiciones sobre la
cuantificacion en el controlador y los conversores para asegurar la estabilidad
del esquema resultante.
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Veamos entonces en primer lugar el caso més general, o sea, el de una planta
posiblemente no lineal e inestacionaria con un controlador eventualmente no
lineal.

Aqui, las ecuaciones del CCS en lazo cerrado pueden obtenerse de las Ecua-
ciones (7.1)—(7.3) llegando a

jcp = fp(xpagc(xcagp(xpvt)aur)at)
{ic = fc(xcvgp(mpvt)aur) (76)
Definiendo entonces
Are(t) 2 goft) - xo(t) (7.72)
Ayp(t) £ ypq(t)_yp(t) (7'7b)
Aye(t) £ ye, (t) = ye(t) (7.7¢)

resulta que de las Ecuaciones (7.1), (7.4) y (7.5), las ecuaciones del QSC en lazo
cerrado pueden escribirse como:

Ty = fp(p, ge(Te + A, gy (7, 1) + Ay, ur) + Ay, t) (7.8)
T = fc(xc + Az, gp(zpv t) + Aypa Ur) '

Luego, el sistema QSC (7.8) puede verse como una versién perturbada del CCS
original (7.6). Mas atin, teniendo en cuenta lo que ya se sabe sobre las funciones
de cuantificacion, las perturbaciones en el QSC estdan acotadas componente a
componente por cada quantum correspondiente.

Esto en realidad serd cierto siempre y cuando las variables z., y, e y. no
alcancen los limites de saturacion correspondientes. Por esto, desde aqui hasta el
final se considerara que la regién de no—saturacion es lo suficientemente grande
para que las trayectorias no la abandonen.

En base a estas observaciones, las propiedades de la implementacién por
QSC de un CCS pueden estudiarse como el efecto de perturbaciones acotadas
en el sistema en lazo cerrado original. Esto es completamente analogo a lo que
ocurria con las propiedades de la aproximacién por QSS de ODEs.

En ese tultimo caso, la estabilidad no podia asegurarse debido a la presencia
de perturbaciones no evanescentes. Aqui se estd frente al mismo caso y por lo
tanto todo lo que puede esperarse con QSC es obtener trayectorias finalmente
acotadas.

Mas atin, en las siguientes secciones se vera que todas las propiedades estu-
diadas en QSS resultardn muy similares en QSC. Sin embargo, la dependencia
eventual de f,, y g, con t agregard algunas complicaciones adicionales al anélisis.

Por esto, comenzaremos estudiando las propiedades de QSC en plantas es-
tacionarias y luego volveremos al caso general inestacionario.

7.4 Estabilidad de Sistemas QSC Estacionarios

Las propiedades de estabilidad de un sistema similar a (7.8) en relacién a la
estabilidad de (7.6) ya fueron estudiadas. De hecho, el Teorema 4.2 establecié
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condiciones para asegurar la cota final de las trayectorias de la version estacio-
naria (7.8) sin los términos de perturbacién Ay, y Aye.

Teniendo en cuenta ese resultado, intentaremos extenderlo y utilizarlo en el
caso particular de un controlador QSC con una planta estacionaria.

Entonces, bajo las consideraciones mencionadas y considerando que la re-
ferencia w, es nula o constante, las ecuaciones del CCS (7.1) y (7.2) pueden
reescribirse como:

{ Ep(t) = fplzp(t
) = gp(wp(t)

Ee(t) = fe(ze(t), ue(t))

{ yc(t> = gc(xc<t)a uc(t)> (710)

mientras que el controlador QSC puede representarse por

de(t) = felqe(t), uc(t))
{yc(t) = 9e(qe(t), ue(t)) (7.11)

Con este nuevo conjunto de ecuaciones se puede entonces establecer el siguiente
teorema:

Teorema 7.1. Estabilidad de QSC FEstacionario.

Consideremos que el origen del CCS en lazo cerrado (7.9)—(7.10) es un pun-
to de equilibrio regionalmente estable. Supongamos que las funciones fp, gp, fc
Y ge son continuamente diferenciables y que se conoce una funcion de Lyapunov
V definida en una region abierta D que contiene al origen. Luego, puede encon-
trarse un sistema QSC asociado al CCS original tal que todas las condiciones
iniciales en una region arbitraria interior a D son atraidas en tiempo finito a
otra region arbitraria contenida en la anterior. Ambas regiones interiores deben
estar limitadas por superficies de nivel de V.

Demostracion. De las Ecuaciones (7.9), (7.10) y (7.3) pueden obtenerse las si-
guientes ecuaciones a lazo cerrado del CCS:

By = (@ ge(@e 9p()))
{ic = fe(ze, gp(zp)) (7.12)

La implementacién del sistema QSC correspondiente —~Ecs.(7.11) y (7.5)— trans-
forma (7.12) en:

{ ‘7:“‘17 = fp(xpagc(xc + Axcagp(x;ﬂ) + Ayp) + Ayc) (7.13)
Te = fc('rc + A'rcv gp(xp) + Ayp)

donde se estd utilizando la notacién introducida en (7.7a).
Sea:

oz, Are, Ay,, Ay,) = (7.14)
oV
P,
ov
0z,

() - fp(@p, ge(we + Az, gp(2p) + Ayp) + Aye) +

() - fe(ze + Axe, gp(xp) + Ayp)
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con:
oV oV ov
T%(I) B [awm &%n] (=)
ov oV oV
0z, () = [&rcl o 8;10%] ()

donde n y k son el orden de la planta y el controlador respectivamente y V(x) =
V(zp, z¢) es la funcién de Lyapunov del sistema a lazo cerrado definido en (7.12).
De la Ecuacién (7.14) puede verse que:

a(z,0,0,0) = V(x) (r12) (7.15)

Sea D; una regién interior de D (D C R"**) limitada por alguna superficie
de nivel de V. Sea D, otra region interior de Dy también limitada por una
superficie de nivel de V. Sea D3 la region interior definida por D3 = Dy — Ds.

Dado que V(x) es definida negativa, es posible encontrar un nimero positivo
s tal que:

V(z) < —s,Vx € D3 (7.16)
Sea a s una funcion definida segin:
an (Aze, Ay,, Ay.) £ sup (az, Az, Ay,, Ay.)) (7.17)
x€Ds3

De (7.15) y (7.16) sigue que:
ap(0,0,0) < —s (7.18)

Como la funcién « es continua, la funcién a,; resulta continua. De esta propie-
dad y de (7.18), dado un ntimero arbitrario s; (s > s; > 0), es posible encontrar
una constante positiva p tal que la condicién:

|(Aze, Agy, Age)|| < p (7.19)
implique que:
an (Aze, Ay, Aye) < —s1 (7.20)

Teniendo en cuenta que las perturbaciones estdan acotadas por los intervalos
de cuantificacién respectivos, la condicién dada en (7.19) puede satisfacerse
eligiendo una cuantificacién adecuada?.

2Por ejemplo, considerando la misma cuantificacién uniforme en todas las variables cuan-
tificadas, la condicién mencionada puede alcanzarse tomando:

P
vVE+m+p

donde Aq es el quantum (igual al ancho de histéresis), k es el orden del controlador (o sea, la
dimensién de Az.), p es el nimero de variables de salida de la planta (dimensién de Ayp) y
m es el nimero de variables de entrada de la planta (dimensién de Ayc).

Ag <
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Sea ¢(t) una solucién de la Ecuacién (7.13) para la condicién inicial ¢(t =
0) = zp € D3. Supongamos que la cuantificacién fue tomada de forma tal que
se satisface la condicién dada por (7.19). De (7.13) y (7.14) sigue que:

ov .oV :
a(¢a Az, Aypv Ayc) = 87%((;6) : ¢p + aixc(ﬁﬁ) “Oe =
ov :
= 5,90
Usando (7.17) y (7.20) en la tdltima ecuacidn, tenemos,
ov :
W ()b < - (7.21)

Esta condicién se cumplird al menos durante cierto tiempo mientras ¢(¢) perma-
nezca en Ds (esto queda garantizado por la continuidad de ¢(t)). Tras integrar
ambos lados de la Desigualdad (7.21), resulta

tov . K
/0%(¢)~¢~dt < /Ofsrdt

V(o) = V($(0)) < —si-t
V(pt)) < Vi(wg)—s1-t

Esto implica que V evaluada a lo largo de la solucién estd acotada por una
funcién estrictamente decreciente mientras la soluciéon permanece en D3. Dado
que el valor V(z() es menor que el valor que toma V en la frontera de Dy, estd
claro que la trayectoria nunca puede dejar D1.

Sea V; el valor que V' toma en la frontera de la regién Ds. Luego, puede
verse facilmente que la trayectoria alcanzara la regién Dy en un tiempo finito
t1 con:

A V(IL'()) - Vl
S

t (7.22)

lo que completa la demostracion. O

Corolario 7.1. Estabilidad Semiglobal de QSC.

Cuando la derivada de la funcion de Lyapunov es definida negativa en to-
do el espacio de estados, la implementacion de QSC puede asegurar cota final
semiglobal de las soluciones.

La demostracién es inmediata. Para alcanzar la estabilidad semiglobal basta
con agrandar la regién D; indefinidamente. Desafortunadamente, esto también
implica agrandar la regién de no—saturacién y luego, la estabilizacién global no
puede asegurarse en casos generales.

La Ecuacién (7.19) da la méxima perturbacién permitida para asegurar el
cumplimiento de la meta propuesta (o sea, regién de atraccién D; y cota final
dentro de Ds). Dado que la méxima perturbacién en cada variable estd dada
por el quantum correspondiente, esta ecuaciéon puede utilizarse para elegir el
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quantum en las diferentes variables de estado del controlador y en los conversores
completando asi el disefio del QSC.

Es importante notar que D es también la estima de la regiéon de atraccién
del CCS utilizando la funcién de Lyapunov V. Luego, puede encontrarse una
implementacién QSC que conserva la region de atraccién estimada.

La presencia de cuantificacién igualmente destruye la estabilidad asintdtica
aunque ain puede asegurarse la existencia de una cota final par las soluciones.
Mas aun, la region final D5 puede ser elegida arbitrariamente. Sin embargo, si
esta es tomada demasiado pequena el quantum resultard demasiado pequeno y
el costo computacional se incrementard por encima de lo que se puede imple-
mentar de manera practica ya que, al igual que en QSS, la tasa de eventos en
el controlador serd aproximadamente proporcional a la inversa del quantum.

7.5 Algoritmo de Diseno de QSC Estacionario

En base a las ideas anteriores, el diseno de un controlador QSC puede dividirse
en dos pasos. El primero es el diseno de un controlador continuo que puede
hacerse siguiendo cualquier técnica.

El segundo es la eleccion de la cuantificacién en cada variable. El uso de
un quantum muy pequeno produce soluciones cuya cota final puede reducirse a
valores arbitrariamente pequenos como se demostré en el Teorema 7.1.

Sin embargo, como ya se mencioné también, el uso de un quantum pequeno
incrementa el nimero de eventos en el controlador y el dispositivo digital puede
fallar en el intento de brindar los valores de salida correctos en el instante de
tiempo requerido.

Por esto, hay que buscar una solucién de compromiso entre la precisién y las
consideraciones practicas relacionadas a los costos computacionales. Entonces
la idea es explotar el Teorema 7.1 para elegir la cuantificacién de acuerdo a
algunas caracteristicas esenciales (regién de atraccién y cota final). De esta
forma, la cuantificaciéon adoptada deberd ser sélo lo suficientemente pequena
para asegurar estas propiedades y —siempre y cuando el CCS no sea demasiado
rapido— que el dispositivo digital sea capaz de implementar correctamente el
controlador QSC resultante.

La traduccién de estas ideas en un algoritmo de diseno para QSC puede
escribirse como sigue:

1. Diseniar un controlador continuo y calcular la funcién de Lyapunov V(z)
para el CCS en lazo cerrado.

2. Identificar la regiéon D donde la derivada de la funcién de Lyapunov es
negativa y elegir la regién de atraccion D; del QSC dentro del mismo y la
region Dy de la cota final de acuerdo a los objetivos de control

3. Obtener las ecuaciones de lazo cerrado perturbadas de acuerdo a (7.13).

4. Obtener la funcién « de acuerdo a (7.14) y ap segun (7.17).



7.5. ALGORITMO DE DISENO DE QSC ESTACIONARIO 129

5. Calcular la constante s con (7.16) y elegir la constante positiva s; < s. Si
la meta es sélo asegurar cota final en Dy s; debe elegirse muy pequeiio.
Si por el contrario la velocidad de convergencia es también importante, s;
puede elegirse teniendo en cuenta (7.22).

6. Encontrar el méximo valor de p tal que (7.19) implique (7.20).

7. Elegir la cuantificacién en las variables de estado del controlador y los
conversores tales que se cumpla (7.19).

8. Tomar los limites de saturacién de las funciones de cuantificacion fuera de
la regién Dy

Puede verse que este algoritmo produce un controlador QSC que asegura una
regién de atraccion Dy y cota final en Ds.

Ejemplo 7.1. Estabilizacion de un Planta no Lineal Estacionaria.

Sea la planta:

ip(t) = xp+up
7.23
L = o (723

Se supondrd que el objetivo es estabilizar la misma en torno al origen.

El primer paso del algoritmo es el diseno de un controlador continuo. Por
ejemplo, el siguiente controlador puede lograr la meta mencionada:

T(t) = —me—ue
7.24
A (724
Las ecuaciones de lazo cerrado resultantes son las siguientes:
ip(t) = —xp+ac
E(t) = —xp—1.

Puede wverificarse fdcilmente que el origen es un punto de equilibrio
asintoticamente y globalmente estable. Tomando la funcion de Lyapunov:

1 1
stque que: )
V(z) =—a) —a?

Dado que la estabilidad es global (D = R?) la definicién de la regién Dy
serd sdlo necesaria para elegir los limites de saturacidn (en este caso al menos).
Supongamos también que se desea asequrar la convergencia de las trayectorias
a la region Dy = {z/||z|| < 1}.

De (7.14), (7.23), (7.24) y (7.25) sigue que:

Oé(l‘, Axca Ayp, Ayc) = (726)
—a:i — 22 + 2p(Az, — Ay, — Ayf) — 2z, Ay, +

+Ay.) + z(—Ax. — Ayy)
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El cdleulo de apy siguiendo la definicion en (7.17) es bastante dificil en
realidad. Sin embargo, esta funcidn puede ser facilmente acotada. De (7.26) se
obtiene que:

oz, Ae, Ay, Aye) < = [l2l|* + ||zl (|Aze| + [Ay,) +

Hlzl(|Aze| + |Ayy| + |Ayp| + 2l|z]| |Ay,| + |Aye])
Luego, de (7.17) y de la dltima desigualdad resulta que

OJM(Axchyp)Ayc) < sup [_Hxl|2+
l=l|>1

Hlall(2Aze] + 2(l|=(l + DIAy| + [Ay;| + [Aye))]

Dado que fuera de la region Dy se satisface la condicion V(x) < -1, la
cota de la velocidad de convergencia s1 puede elegirse entre 0 y 1. Supongamos
que interesa que s1 = 0.5. Luego, la cuantificacion debe elegirse para satisfacer
apy < —0.5, condicion que puede verificarse eligiendo un quantum Aq = € =
0.07 en todas las variables.

Si la restriccion sobre la velocidad de convergencia no se tiene en cuenta y el
objetivo es simplemente asequrar estabilidad el quantum Aq = 0.07 es suficiente-
mente chico para garantizar la convergencia a la region dada por ||z|| < 0.4127.

El sistema QSC resultante fue simulado con una condicion inicial z, = 10,
z. = 0. Los resultados se muestran en las Figuras 7.4 a 7.6. El nimero de
conversiones realizadas por el conversor A/D fue de 178 para los 40 segundos
simulados. El minimo tiempo entre conversiones sucesivas fue de 5.6 milise-
gundos (al comienzo de la simulacidn) mientras que el mdximo fue mayor que
2 sequndos.

10

0 5 10 15

Figura 7.4: Evolucién de z, en la planta con QSC
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20 30 40

Figura 7.5: Oscilaciones finales en z,

0.1

Le

—0.1 0] 0.1
Lp

Figura 7.6: Oscilaciones finales en el retrato de fases

La trayectoria de la Fig.7.4 es bastante similar a la obtenida con el controla-
dor continuo excepto por las oscilaciones finales en la Figura 7.5. Sin embargo,
en la Fig.7.6 la diferencia con el comportamiento del CCS es mds evidente. All{
pueden verse claramente los fendmenos de cota final debido a la cuantificacion
y los cruces de trayectorias debidos a la histéresis.
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7.6 Estabilidad de QSC Generales

El Teorema 7.1 se basé en el hecho que la planta era estacionaria. Sin embargo
esa hipdtesis no estaba presente en la definicién general de QSC (alli solo se
asumié que el controlador era estacionario ya que las ODEs inestacionarias no
pueden aproximarse con el método de QSS).

Luego, se torna necesario extender estos resultados a los casos generales ines-
tacionarios. Aqui, cuando la trayectoria de referencia u,.(t) es nula (o constante),
el sistema QSC (7.8) puede reescribirse como

&= f(z + Az, Ay,t) (7.27)

donde z £ [.I‘p,xc]T, Az £ [O,AJ;C]T, Ay 2 [Ayvayc}Tv ' £ [fpafc]T-
Con estas definiciones, el CCS (7.6) queda

i = f(x,0,t) 2 f(x,t) (7.28)

y el problema pude reducirse a relacionar la estabilidad de los sistemas (7.27) y
(7.28).
Entonces, para responder al problema, planteamos el siguiente teorema:

Teorema 7.2. FEstabilidad de QSC.

Sea el origen un punto de equilibrio asintdticamente estable del CCS en lazo
cerrado (7.28). Supongamos que la funcion f es continua y que se conoce una
funcion de Lyapunov V (x,t) continuamente diferenciable, con

Wh(z) < V(x,t) < Wa(z) (7.29)
o Fwn+ 5 < Wi (730

Vt >0, Vo € D siendo D una region compacta que contiene al origen y W; son
funciones definidas positivas definidas en D.

Sea Qy, = {z|Wa(x) < a} con a siendo una constante positiva arbitraria lo
suficientemente pequeria para que {x|Wi(x) < a} sea una regidn cerrada dentro
de D.

Sea 1, = {z|Wi(z) < b} donde b es otra constante positiva arbitraria
(b < a) lo suficientemente pequenia tal que €y, C a, .

Luego, puede encontrarse una cuantificacion tal que las trayectorias del sis-
tema QSC que comienzan en Sy, terminen en ,, alcanzando esta region en
tiempo finito.

Notar que las condiciones que V' (z,t) debe satisfacer —(7.29) y (7.30)— son
simplemente las necesarias para asegurar la estabilidad del CCS original.

Demostracion. La derivada de V(z,t) sobre las soluciones del sistema QSC
(7.27) es

. oV 2%
aVv av. oV

Or o " ox (f(z + Az, Ay, t) — f(x,0,1))
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Luego, usando (7.30) resulta que

V(.%‘,t) < _Wd(x) + aa_‘; : (f(:C + A$7Ay7t) - f(x707t))

Sean las regiones Qg, = {z|Wa(z) < b}y Q1, = {z|[W1(z) < a}. De las hip6tesis
formuladas acerca de a y b, resulta que

Qo, Ty, CQy, CYy, CD

Dado que W35(z) es definida positiva en D, es positiva en Oy o £ 0y, —Q9,. Mas
aun, existe una constante positiva s donde

s 2 min Ws(z) (7.31)

TEQ 2
Definamos entonces la siguiente funcién

afx, Az, Ay, t) & —Ws(x) + aa—z (f(z+ Az, Ay, t) — f(z,0,1)) (7.32)

La continuidad de las funciones W3 y f y el hecho que V es continuamente
diferenciable implica que « es continua. De la definicién de a y de la Ec.(7.31)
resulta que

a(x,0,0,t) < —s Vo € Q12,6 >0

Sea ajs entonces la funcién definida por

an(Az,Ay) £ sup  (a(z, Az, Ay,t)) (7.33)

r€Q 2,t>0

Puede verse facilmente que aps es continua y ap(0,0) < —s. Luego, para
cualquier niimero positivo s; < s puede encontrarse una constante positiva p
tal que la condicién

(A2, Ay)l| < p (7.34a)

implique que
ap (Az, Ay) < —s1

y luego resulta que

V(z,t) < a(z, Az, Ay, t) < ap(Az, Ay) < —s1

en QLQ'
Desde aqui hasta el final la demostracién sigue la del Teorema 5.3 de [22].
Sean Q, ; = {z|V(z,t) < a} y U = {z|V(z,t) < b} dos conjuntos variables
en el tiempo. De (7.29) resulta

Qo Ty Ty, Ty, Ty Ty, CD

La frontera de 2, + estd dentro de ; 5, donde V(:J:7 t) es negativa. Esto implica
que las trayectorias del sistema QSC (7.27) no pueden dejar ;.
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Luego, cualquier trayectoria que comience en {23, no puede abandonar .

La frontera de € : estd también dentro de ;2. Luego las trayectorias
tampoco pueden abandonar este conjunto variable en el tiempo.

Para completar la demostracién, es necesario asegurar que las trayectorias
iniciadas en €y, C Q,; alcanzan () ; en un tiempo finito.

Sea ¢(t) una solucién de (7.27) comenzando en Q4 ¢ (i.e. V(4(0),0) <a)y
supongamos que

Vg(t),t) >b Vt (7.35)

luego tenemos que V(4(t),t) < —s; y tras

a—>
t &

(7.36)

S1

resultard que V(¢(t1),t1) < b lo que contradice lo asumido en (7.35). Luego, la
region €1y, ; debe ser alcanzada antes del tiempo finito ¢;.

Dado que £+ C Q;, la trayectoria también alcanza la regién €2;, antes de
ese tiempo. |

Como antes, la Ecuacién (7.34a) brinda la méxima perturbacién permitida
para asegurar el cuamplimiento de la meta propuesta (ahora la regién de atraccién
es (o, y la cota final estd dentro de ,). Es también cierto que {23, es la
estimacién de la regién de atraccion del CCS utilizando la funcién de Lyapunov
V. Luego, podemos también en este caso encontrar una implementacién QSC
que conserva la regién de estimacién estimada.

7.7 Algoritmo General para la Implementacion

de QSC

Teniendo en cuenta las diferencias entre el Teorema 7.1 y el Teorema 7.2, el
algoritmo de diseno introducido en la Seccién 7.5 puede modificarse como sigue

1. Diseniar un controlador continuo y calcular la funcién de Lyapunov V (x, t)
y las funciones W;(x) de acuerdo a (7.29)—(7.30) para el CCS en lazo
cerrado.

2. Elegir la regién de atraccién del QSC 2y, y la regién de la cota final €,
junto con las constantes a y b.

3. Obtener la funcién perturbada en lazo cerrado f segin (7.27).
4. Obtener la funcién «a de acuerdo a (7.32) y ajs de acuerdo a (7.33).

5. Calcular la constante s segun (7.31) y elegir la constante positiva s < s.
Si la meta es sélo asegurar cota final en Do s1 debe elegirse muy pequeno.
Si por el contrario la velocidad de convergencia es también importante, s;
puede elegirse teniendo en cuenta (7.36).
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6. Calcular el valor de p segun (7.34).

7. Elegir la cuantificacion en las variables de estado del controlador y en los
conversores para cumplir con (7.34a).

Como antes, este algoritmo produce un controlador QSC que asegura una regién
de atraccion 22, y cota final en Q,.

Ejemplo 7.2. Control de Estados Cuantificados de una Planta Inestacionaria.
La planta inestable e inestacionaria

tp = xp-(1+sint+cost)+u,
Yp = (24cost)-xp

puede ser estabilizada por el controlador

{ Te = Tledle (7.37)
Ye = —Te— Ue
El sistema en lazo cerrado puede escribirse como
t, = —(1-—sint) -z, —x,
. = (24cost)-xp — x.
Aqui, la candidata de Lyapunov
% £) = 2% + 2o + 122 cost
(Tp, ey t) = 7, + 3% + 2%p COS
verifica (7.29) con
1 1
Wi (zp, zc) = 533127 + 53:3 (7.38)
3 1
Wa(xp, o) = 53612, + 53:3

La derivada orbital en tanto es

oV ov . 2
e flz,t) + e (2 +cost) - (sint — 1) -z,

satisfaciendo (7.30) con

1 .
— 22— Z2%sint
C 2 P

W3 = f%zﬁ — xi
Luego, el CCS en lazo cerrado es asintéticamente estable y el algoritmo que
resulta del Teorema 7.2 puede utilizarse para disenar el controlador QSC.

El primer paso para el diseno QSC consiste en elegir la region de atraccion y
la cota final. Dado que las Desigualdades (7.29)—(7.30) valen en R? (o sea que
la estabilidad del CCS es global) no es necesario restringir (al menos en este
caso) la region de atraccion salvo para elegir los limites de saturacién. Por esto,

en este caso la eleccion de Sy, no afecta los cdlculos.
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La region de la cota final 0y, serd elegida con b = 0.5. Luego, teniendo en
cuenta (7.38) resulta que Q, = {x € R2|||z| < 1}.
Las ecuaciones perturbadas (7.27) pueden escribirse como

i, = —(1—sint)-z, -2, — Az, + Ay. — Ay,
. = (24cost)-xp—x.— Az + Ayp

y luego, de (7.32) la funcién a(z, Az, Ay,t) resulta

1
o= —z— 5362 +xp - (24 cost) - (—Ax. + Ay, — Ayy) + 20 - (—Az. + Ayy)

Si bien el mdzimo ayp en (7.33) no puede obtenerse facilmente, este puede
acotarse como sigue

IN

1
“ —5 el + \/9 ([Aze] + [Aye| + [Ayp|)? + (|Aze] + [Ayy|)? - [|]

IN

1
]l - (=5 llell + \/9 1Az + [Aye| + |Ayy|)? + (|Aze] + [Ayy|)?)

y luego, teniendo en cuenta que ||z|| > 1/3 en i 2, resulta que

1 1
nr < o+ 0] £ 180l + 187 + 58 + |y,
Entonces, tomando el quantum igual a 0.018 en el controlador y en los conver-
sores podemos asegurar que

ay < —0.0093

en (i 2, lo que implica que las trayectorias terminan dentro de €1, en tiempo
finito, con una velocidad minima s; = 0.0093.

Las Figuras 7.7-7.12 muestran los resultados de simulacion para una condi-
cion inicial x, =5, z. = 0.

La Figura 7.12 muestra también que el diseno fue bastante conservador. La
cota final observada en la simulacién es alrededor de 0.03 (en norma 2) lo que
es mds de 30 veces menor que la estimada.

7.8 Convergencia de QSC

Como se vio anteriormente, la implementacion QSC puede aproximar las pro-
piedades de estabilidad y velocidad de convergencia del control originalmente
continuo. Sin embargo, no se dijo atin nada sobre el comportamiento del QSC
durante el periodo transitorio.

Se introducird entonces ahora la versién QSC del Teorema 4.1, donde se
demostrard que las trayectorias del sistema con el controlador QSC tienden
a las trayectorias del sistema con el controlador continuo original cuando la
cuantificacion tiende a cero.

Esto implica que cualquier medida de performance alcanzada por el contro-
lador continuo original puede alcanzarse aproximadamente por el controlador
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Figura 7.7: x, vs. t

= I I I I I I I I I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 7.8: z. vs. t

QSC mediante la eleccién de intervalos de cuantificacién suficientemente pe-
quenos.

Teorema 7.3. Convergencia de QSC.

Sean el sistema correspondiente a una planta continua con un controlador
continuo dado por (7.6) y la implementacion QSC asociada (7.8). Sean D,_,
Dy, y Dy, las regiones de no—saturacién del controlador QSC, de los conversores
D/A y de los conversores A/D respectivamente (o sea, las regiones donde las
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Figura 7.9: Oscilaciones finales en z,, vs. t
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Figura 7.10: Oscilaciones finales en . vs. t

50

variables correspondiente no alcanzan los limites de saturacion). Sea D, una
region acotada en R™ y sea D una region del espacio de estado donde mo hay
saturacton de ninguna variable, o sea

D = {(xp,xc)|rp € Dapy e € Dy, gp(xp,t) € Dy, V1, ge(e, gp(2p)) € Dy, }

Supongamos que las funciones f. y g. son Lipschitz en Dy, x D, , la funcién
fp es Lipschitz en D, x Dy y la funcién g, es Lipschitz en D, . Sea ¢(t) una
solucion de (7.6) desde la condicion inicial x(0) = xg y sea ¢1(t) una solucion
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Figura 7.11: ), vs. .
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Figura 7.12: Oscilaciones finales en x, vs. .

de (7.8) que comienza en la misma condicidn inicial xo. Asumamos también que
@(t) € D1 Vt siendo Dy una region cerrada interior a D. Luego, ¢1(t) — ¢(t)
cuando los intervalos de cuantificacion tienden a 0.

Demostracion. Sea S 2Rtk — Dy

Dy, 2 Dy, X Dy, X Dy x Dy,
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Sea F
F2 sup fp(xpaycat) H (739)
(@pse,Yp,Ye) ED2 fe(@e,yp)
y d definida por
d % inf( inf |¢(t) — ) (7.40)

z€S te[0,00]

Dado que d es positiva y F' es finita, puede encontrarse un ntmero positivo t;
que satisfaga

d
t < ﬁ (741)
De (7.39), (7.40) y (7.41) puede verse que ¢;(t) no abandona la regién D en el
intervalo [0, t1].
En este intervalo de tiempo, el Sistema (7.8) cumple con las siguientes con-
diciones:

[Azcl] < A, (7.42a)
[Aypll < Ay, (7.42Db)
Ayl < Ay, (7.42c)

siendo A, A, v A, constantes definidas por los intervalos de cuantificacién
del controlador QSC y de los conversores A/D y D/A respectivamente.
De (7.8), (7.6) y del hecho que ¢1(0) = ¢(0) sigue que:

_[on@® =) ] _ ] U (1) () ],
¢1(t) _d)(t) - |: (blc(t) _(bc(t) :| —/0 |: /wlc(’r) _wc(,r) d (743)

donde
1Z)lp (7_) = fp(¢1p ) gc(¢1c + Axca gp(¢1p7 T) + Ayp) + Aycv T) (744&)
Po(7) = fo(Dps (e 9p(Bp, 7)), T) (7.44b)
U1 (1) £ fe(b1, + Az, gp(¢n,,7) + Ayp) (7.44c)
V(1) £ folde, 9p(0p, 7)) (7.444)
Luego, utilizando la norma 2 en la primer fila de (7.43), se tiene
¢
[61,0) = 80 = 1 [ 1, = vu(r)ar]
0
t
< [ Wor 0 = va(lar (7.45)
0

Similarmente, para la segunda fila resulta

[f1.(8) = (D) < /0 [91.(7) = pe(7)ldr (7.46)
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De (7.45) y (7.46) sigue que

61, = &pll + 91, = dell < /0 (I, (7) = Dp (P + |91, () = he() D7 (7.47)

Teniendo en cuenta que ¢(t) y ¢1(t) estdn dentro de la regién D, y tomando
Az, Ay, y Ay, suficientemente pequenios podemos asegurar que los argumentos
de las funciones f,, fc, gc v gp en (7.44a) y (7.44c) estan dentro de las regiones
donde dichas funciones satisfacen las condiciones de Lipschitz. Utilizando estas
condiciones y las definiciones (7.44a) y (7.44b), reulta

191, (T) = (D)l < My, (1, 9e(P1. + Az, gp(d1,,,7) + Ayp) + Aye)
_(¢p’gc(¢07gp(¢PaT)))||
< My, ([[01, — dpll + [|Ayell + M,,
1(¢1. + Aze, gp(1,,7) + Ayp) = (dc; 9p (D), 7))
< My, (161, — &pll + [ Ayell + M,
(I¢1. = Gell + 1Az + [[Ayp |l + Mg, |61, — 1))
< Mi([[¢1, — opll + |61, — ¢l + A) (7.48)

donde My, , M, y M,, son las constantes de Lipschitz de las funciones corres-
pondientes. Aqui, definimos también M; = max(My, (1+ My M, ), My, M)y
A
A=Ay +0y +4,,.
Similarmente, se puede obtener que

[91.(7) = Ye(T)|| < Ma([|§1, — &l + (|1, — dell + A) (7.49)
con My £ max(M;y,, My, My ). Sea M = M; + M,. De (7.48) y (7.49) sigue que
91, (7) = p(T) | + [[¥01. (7) = the(T)]| < M([|p1, — dpll + |61, — ¢ell +A) (7.50)

Definiendo Ay (t) £ [|¢1, —¢p||+[|#1, — ¢c| v utilizando (7.50) en (7.47) tenemos

t
Ay(t) < / (MAy(T) + MA)dr
0
y finalmente
t
A¢(t) S / MA¢(T)dT+MtA
0

Pueden verse que la funcién A, es continua. Siendo también M positiva, es
posible aplicar la Desigualdad de Gronwall-Bellman, que resulta en

t
Ayt) < MtA+/ M2sAel: MiT g
0

= Ag(t) < (M -1)A
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Luego, para cada t € [0,¢1] resulta que

Jim {1, (2) = @) +[01.(8) = ¢e(B)[| = 0

y luego
Jim [61() - (8] = 0 (751)
De (7.40) tenemos
d < f(|le(t) —2[)) (7.52)

Teniendo en cuenta (7.41), (7.51) y (7.52) puede encontrarse una cuantificacién
suficientemente pequena tal que

infreg ||o1(t1) — ]
F

t <

Esta desigualdad implica que ¢; no abandona la regién D durante el intervalo
[t1,2t1]. Luego, todo el andlisis hecho desde (7.42a) es también vélido para el
intervalo [0, 2¢1]. Repitiendo este argumento tenemos que el resultado de (7.51)
vale para todo t. O

La propiedad de convergencia muestra que las trayectorias del sistema QSC
pueden resultar arbitrariamente cercanas a las del CCS original. Sin embargo,
este hecho solo brinda informacién cualitativa. No hay aqui ninguna relacién
cuantitativa entre el quantum y la diferencia entre las trayectorias del CCS y
del QSC.

Por esto, la tinica medida de performance que puede analizarse es la cota final
y la velocidad de convergencia de las soluciones del QSC en base al Teorema 7.2.

Para llegar a resultados mas fuertes es necesario realizar suposiciones més
restringidas en la planta y el control. Por esto, el siguiente capitulo trata con
casos particulares llegando asi a resultados més simples y méas practicos.



Capitulo 8

Sistemas QSC Lineales

En el capitulo anterior se introdujeron las definiciones generales de QSC y se
estudiaron propiedades tales como estabilidad y convergencia.

Aunque fue posible deducir algoritmos de diseno basados en los teoremas
de estabilidad, estos resultaban bastante complicados debido a la presencia de
funciones de Lyapunov (que podian ser incluso dependientes del tiempo en el
caso inestacionario).

En muchas aplicaciones de control, los modelos de la planta son en realidad
lineales y estacionarios (LTT). En estos casos, los algoritmos que se dedujeron
siguen siendo correctos pero tienen complicaciones que pueden evitarse.

Como se vio también, el uso de las funciones de Lyapunov produce resultados
conservadores que pueden mejorarse con el uso de andlisis geométricos como el
realizado en la Seccién 4.5.

Teniendo en cuenta estas observaciones, este capitulo estd involucrado con la
particularizacién de las propiedades de QSC para llegar a condiciones de diseno
mas simples.

Como puede esperarse, los resultados seran completamente anédlogos a los
mostrados por los métodos de QSS y QSS2 en el campo de la integracion
numérica. En consecuencia, serd posible encontrar la cuantificacién que per-
mita acotar el error entre el sistema de control continuo y el digital. Como
antes, la implementacién digital resultard finalmente acotada para cualquier
cuantificacién adoptada.

Desde un punto de vista mas practico, se encontraran también reglas de
diseno mucho mas simples basadas en una férmula cerrada que reemplazara los
algoritmos de diseno desarrollados en el capitulo previo.

Por tltimo, la anunciada mejora de la respuesta dinamica y de los costos
computacionales con respecto al control digital clasico se tornard mas evidente
en algunas aplicaciones que seran introducidas.

143
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8.1 QSC en Sistemas LTI

Sean la planta y el controlador LTI continuos, (8.1) y (8.2).

Tp(t) = Ap-ap(t) + By - up(t)
e g 50
{ Eo(t) = Ac-xe(t) + Be-uc(t) + By - up(t) (8.2)
ye(t) = Co-xc(t)+ De-uc(t) + Dy - ur(t) '

Con la interconexiéon dada por (7.3) se obtiene la siguiente ecuacién de lazo
cerrado:

#(t)=A-x(t)+ B - uy, (8.3)
donde 0 A c o
_ | wplt _ p+ BpDcCp  BpCe
z(t) = [ zo(t) } A= { B.C, A,
y
| BpD»
o]
La implementaciéon QSC del controlador modifica (8.2) que puede escribirse
como
T, = Ac'Qc+Bc'uc+Br'ur (84)
Ye = Cc'qc+Dc'uc+Dr'uT '

Como en el caso general, los efectos de los conversores A/D y D/A asincrénicos
estdn dados por (7.5). Luego, teniendo en cuenta esta ecuacién, (8.1), (8.4) y
la definicién de las variables de perturbacién (7.7a), el uso de QSC transforma
la Ecuacién (8.3) en

t=Ax+Az)+F-Ay+ B - u, (8.5)

donde x, Az y Ay tienen las mismas definiciones que en Ec.(7.27) y

-y BPDC Bp
pal B0 B 9

8.2 Estabilidad y Error en LTI QSC

Si se considera u,(t) = 0 (sin pérdida de generalidad), el Sistema (8.5) no es
mas que un sistema LTI perturbado, donde cada componente de la perturbacion
(o sea, cada componente de Az y Ay) estd acotado por el quantum correspon-
diente.

Luego, de acuerdo al Teorema 4.4, las trayectorias del sistema LTI QSC
estaran global y finalmente acotadas con cota final':

= |[V]- (|Re(A)"*Al - V7! Agy + |Re(A) 'V IF|Agy) | (8.7)

1La notacién usada aqui fue introducida en la pagina 54.
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donde Ag, es el vector de los tamanos del quantum en las variables de estado de
la planta y del controlador (todas las componentes correspondientes a la planta
son nulas, ya que esta no esta cuantificada), Ag, es el vector de la cuantificacién
en las salidas de la planta y del controlador (introducida por los conversores A /D
y D/A respectivamente), la matriz F estd definida segin (8.6), A es una matriz
diagonal de autovalores de A y V' es una matriz correspondiente de autovectores.

M4s ain, de acuerdo al mismo teorema, existe un tiempo finito t1 = ¢1(c, zg)
tal que para cada constante positiva ¢ las soluciones satisfacen

()] < (L+)|V] - ([Re(A)T"Al - [V Agy + [Re(A) T VI F|Agy)

Entonces, para cualquier cuantificacion adoptada el sistema QSC sera global y
finalmente acotado.

Queda claro entonces que la ultima desigualdad puede utilizarse con fines de
diseno: dado un error maximo final aceptable en cada variable puede obtenerse
el quantum que asegura alcanzar dicha meta.

Ademas de esto, como en el caso de QSS y QSS2, sera posible no sélo estimar
la cota final sino también la maxima desviaciéon con respecto a las trayectorias
del CCS.

Sean x(t) y Z(t) soluciones de (8.3) y (8.5) que comienzan de la misma
condicién inicial z(tg) = Z(tg) = xo. Luego el error

e(t) = &(t) — (t) (8.8)

puede verse como una cota de la pérdida de performance debido la implemen-
tacién QSC.
De (8.3), (8.5), (8.8) y las definiciones de z(t) y Z(t) tenemos

é(t) = A-le(t)+ Ax(t))+ F - Ay(t)
e(to) = 0

Teniendo en cuenta que Az y Ay estdn acotados y e(ty) = 0, El Teorema 4.3
puede utilizarse para cuantificar el error debido al esquema QSC. El resultado
queda entonces expresado por el siguiente teorema:

Teorema 8.1. Error en LTI QSC.

Sean x(t) y Z(t) trayectorias de un LTI CCS y de su implementacion QSC
que comienzan desde la misma condicion inicial y sea A la matriz de evolu-
cion del sistema continuo en lazo cerrado. Si A es Hurwitz y diagonalizable, la
diferencia entre ambas trayectorias estd siempre acotada por

|Z(t) — x(t)] < [V|([Re(A) " A[[VTHAg + [Re(A)'VTIF|Agy)  (89)
bajo las mismas definiciones hechas en (8.7).

La demostracion es trivial en base al teorema mencionado.

La Desigualdad (8.9) puede también utilizarse como férmula de disefio pa-
ra obtener la cuantificacién del controlador y los conversores de acuerdo a la
desviacion permitida de las trayectorias del CCS.
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Una observacién muy importante es que la cota calculada no depende ni de la
condicién inicial ni de la trayectoria de referencia (u,(¢)). La tnica restriccién es
que u,-(t) debe ser seccionalmente constante para garantizar que el controlador
QSC pueda ser exactamente representado por un modelo DEVS e implementado
en un dispositivo digital.

El Teorema 8.1 dice, en definitiva, que la diferencia entre las trayectorias de
lazo cerrado del CCS y del QSC estd siempre acotada. Mas ain, la cota vale
para todo t y este hecho puede implicar una mejora notable en la respuesta
dindmica con respecto a las aproximaciones de tiempo discreto.

8.3 Algoritmo para la Implementacion de LTI
QSC

La forma cerrada de la Desigualdad (8.9) brinda una herramienta ttil para di-
senar la cuantificacion. El procedimiento de disefio consiste entonces en elegir el
maximo error permitido en cada variable y luego en encontrar valores apropiados
de Ag, y Agy para satisfacer la desigualdad.

El tnico problema aqui es que para una tolerancia dada en cada variable
de estados, hay muchos valores posibles de Ag, y Ag, con los que se satisface
(8.9). De hecho, el quantum puede agrandarse en una variable y reducirse en
las otras tal que la desigualdad se siga verificando.

Desde el punto de vista teérico, cualquier juego de valores que satisfaga (8.9)
da lo mismo. Sin embargo, teniendo en cuenta consideraciones practicas, no es
deseable que una variable cambie muy rapido mientras otras permanecen casi
sin cambios. Tal situaciéon resultaria en eventos muy rapidos que podrian incluso
ser mas rapidos que lo que el dispositivo digital puede seguir.

En consecuencia, una buena solucién seria aquella que produzca una se-
cuencia de eventos balanceada en las diferentes variables. Sin embargo, no esté
completamente claro como puede alcanzarse esto.

De todas formas, un regla empirica que generalmente funciona consiste en
elegir la cuantificacién de manera tal que cada término de Ag, y Ag, contribuya
al error total de manera balanceada.

Ejemplo 8.1. Un controlador PI .
Sea la planta (8.1) con

w2 [2] 1 0

Un controlador PI con pardmetros Kp y K1 puede escribirse en la forma de
(8.2) con A, =0, B.=-1,B,=1,C. = K;, D. = —Kp y D, = Kp. Por
esto, usando Kp = K7 = 10, la matriz de evolucion a lazo cerrado es

0 1 0
A=| -11 -4 10
-1 0 0
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Una matriz posible de autovectores (calculada con Matlab) es

0.0085 + j0.342  0.0085 — j0.342 0.5452
V=] —-0825—-750433 —-0.825+ 350.433 —0.734
—0.108 4+ j0.064 —0.108 — 50.064 0.4049

Tomando Ag. = Ay, = 0.01 y Ay. = 0.1, la cota de error segin (8.9) es
0.1443, 0.3383 y 0.0679 en cada variable de estado de la planta y del controlador
respectivamente

Luego, el error mdximo en la salida de la planta estd acotado por 0.1443. La
Figura 8.1 muestra la evolucion de la salida de la planta con el controlador con-
tinuo y con el controlador QSC cuando la referencia es un escalon de amplitud
10. La Figura 8.2 muestra la diferencia entre ambas trayectorias. FEl mdzimo
de la misma es 0.1399 siendo este bastante cercano al margen tedrico.

14

Yp
12
10
8
6
QSC ——
4 ccs ——
2
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 8.1: Salida de la planta con CCS y QSC

El dltimo ejemplo mostrd el uso del Teorema 8.1 para la implementacion
QSC de un controlador PI.

El siguiente ejemplo sigue un diseno LQR para controlar un péndulo inver-
tido introducido por Messner y Tilbury en [45]. Tras simular los controladores
continuo y digital propuestos en la referencia, los resultados se comparan con
los obtenidos a través de la implementacion QSC.

Ejemplo 8.2. Control de un péndulo invertido.

Consideremos el péndulo invertido de la Figura 8.3 Usando pardmetros M =
0.5; m = 0.2; b = 0.1 (friccion en el carro); J = 0.006; g = 9.8; y I = 0.3
(longitud al centro de masa del péndulo), un modelo linealizado alrededor de
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(O O)

Figura 8.3: Esquema del péndulo invertido

0 = 7w queda dado por las ecuaciones:

& 0 1 0 0 T 0
i | |0 —0181 2672 0 @ 1.818
1 =]lo0o o 0 1 o || o
P 0 —0454 31.18 0 P 4.545
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donde ® £ 0 — 0 es el dngulo de desviacion desde la posicidn vertical.
El objetivo es implementar un control para la posicion del carro. Las varia-
bles medidas son x y ®. Luego, las ecuaciones de salida de la planta pueden

escribirse como
|10 0 O
Y=lo 0 1 0

Siguiendo un diseno LQR con pesos w, = 5000 y we = 100 y utilizando un
observador de estados completo con polos de estimacion ubicados en p; = 40,
pe = 41, ps = 42 y py = 43 el controlador resultante puede escribirse en la
forma de (8.2), donde

o R R

—82.64 1 1.037 0
—1570 68.61 1489 —38.04

Ae=1"1 385 0 —83.18 1
397.6 171.5 2209 —95.11
82.64 —1.037 0
1699  —40.22 —128.6
Be=1| _1385 s318 [P 0
~76.18 1760 ~3.214

Ce=[7071 37.83 —1055 —20.92 ]

De=[0 0];Dr=-70.71

Para la implementacion digital QSC del controlador se utilizaron los siguientes
tamanos de cuantificacion:

o oo
Ag, = 0.002 s Agy = 0.(;04
0.04

El desempeno de QSC fue entonces comparado con un controlador discreto
clasico obtenido de la discretizacion del controlador continuo. FEl periodo de
muestreo para el controlador digital cldsico se tomd Ts = 0.01. En este caso, se
considerd también la presencia de conversores A/D y D/A con la misma cuan-
tificacion que en el control QSC (o sea 0.002 en la posicion, 0.004 en el dngulo
y 2 en la salida del controlador).

Las Figuras 8.4-8.6 muestran las trayectorias obtenidas con el controlador
de tiempo continuo (sin cuantificacion), con el controlador QSC y con el con-
trolador cldsico de tiempo discreto.  La primera observacion es que el QSC
muestra un desempeno mucho mejor durante el transitorio (ver Figura 8.5) y
reduce las oscilaciones finales.
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—0.05

Figura 8.4: Posicién del carro con QSC y con Control Digital Clasico.

T
—0.01F
—0.02r
—0.03F
—0.041
—0.05F
CCS
—0.061
QSC
—0.07 CDTC
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 t 0.3

Figura 8.5: Posicién del carro (arranque) con QSC y con Control Digital Cldsico.

El nimero de conversiones A /D realizadas por el conversor en los 5 sequndos
de simulacion fue de 211 y de 185 en la posicion y dngulo respectivamente
mientras que el controlador digital cldsico realiza 5/0.01 = 500 conversiones en
cada variable. De manera similar, el nimero de conversiones D/A en QSC' es
de 303 contra las 500 del controlador digital cldsico.

Teniendo en cuenta lo que pasa desde t = 3 hasta t =5 (durante el estado
estacionario) puede verse que el QSC sdlo realiza 29 conversiones A/D en la
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—0.05

—0.15

—0.2

—0.25
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 t 5

Figura 8.6: Angulo del péndulo con QSC y con Control Digital Clasico.

posicidn, 44 en el dngulo y 76 conversiones D/A mientras que el controlador de
tiempo discreto realiza 200 conversiones en cada variable. La reduccion de los
costos computacionales es mds evidente aqui.

Estas ventajas se pagan con mds cdlculos en el controlador (el nimero de
cambios en las variables internas es de 1600 contra las 500 en el controlador de
tiempo discreto). Sin embargo, el tiempo necesario para realizar conversiones
A/D y D/A es siempre mucho mayor que el utilizado para un cdlculo simple.

De todas formas, el numero de cdlculos en el controlador puede reducirse
utilizando una realizacion diferente. Una alternativa interesante es utilizar una
matriz de evolucion A, diagonal o diagonal en blogues. De esta forma, la simu-
lacion QSS es mucho mds eficiente.

Por un lado el numero de cambios en las variables cuantificadas se reduce.
Por el otro, cada transicion involucra cdlculos sélamente en el estado que estd
cambiando (recordar que una de las caracteristicas mds importantes de QSS es
como se explota la ralitud). En este ejemplo, el uso de un controlador diagonal
en bloques reduce el nimero de cdlculos a 547 en los 5 sequndos obteniéndose
un desempeno casi idéntico.

E's también interesante observar que el polo mds rdpido del sistema a lazo
cerrado estd ubicado en 43. Luego, la frecuencia media de muestreo en QSC
durante el estado estacionario estd por debajo del ancho de banda del sistema
de modo tal que el esquema QSC funciona violando la frecuencia de Nyquist.
Es sabido que un sistema de control muestreado que funcione por debajo de
esta frecuencia serd inestable. QSC puede funcionar utilizando esta frecuencia
porque el punto de equilibrio es en realidad inestable (pero las soluciones son
finalmente acotadas).

Por dltimo, debe mencionarse que el uso de la Desigualdad (8.9) da una
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estima bastante conservadora en este caso. La cota de error en x(t) es 3.08,
es decir, alrededor de 300 wveces el error observado en la Figura 8.4. De to-
das formas, un andlisis de Lyapunov brida una cota de 9.6 x 10°, lo que es
completamente initil para el diseno.

8.4 Ajuste de los Conversores

La diferencia entre el control continuo disenado y la implementacién por eventos
discretos se debe a los efectos introducidos por la cuantificacién de los estados
del controlador y la presencia de los conversores A/D y D/A. Sin embargo, en
algunos casos, los efectos de la cuantificacién en los conversores D/A pueden
eliminarse.

La entrada de los conversores D/A estd dada por

Ye = gc(Qa uc)

Dado que ¢, y u. son variables cuantificadas, g. tiene un dominio finito y luego
Yy puede sélo tomar valores en un conjunto finito. Este conjunto es determi-
nado por los niveles de cuantificacién de ¢, y u. y por la funcién g.. Si estos
valores de cuantificacion se toman de forma tal que el conjunto mencionado sea
un subconjunto de los valores de cuantificacién de los conversores D/A, estos
conversores no introduciran ningin error.

Uno de los casos en los que los errores D/A pueden evitarse es cuando las
variables de salida del controlador coinciden con variables de estado de dicho
sistema. En ese caso, el error mencionado puede eliminarse tomando la mis-
ma funcién de cuantificacién en las variables de estado y los correspondientes
conversores D/A.

En el Ejemplo 7.2 se obtuvo por un resultado muy conservador. Se sabe del
Capitulo 4 que los anilisis basados en Lyapunov generalmente llegan a estima-
ciones conservadoras.

Sin embargo, en este caso, el problema se debe también al hecho que no se
tuvo en cuenta que el conversor D/A estaba perfectamente ajustado. De hecho,
aqui la funcién de salida del controlador era

Ye(t) = —2c(t) — uc(t) (8.10)

y el quantum fue elegido igual a 0.018 en todas las variables. Luego, ¢.(t)
(la versién cuantificada de x.), u.(t) y u,(t) pueden sélo tomar valores en el
conjunto {...,—0.036,—0.018,0,0.018,0.036, . .. }.

Teniendo en cuenta (8.10), resulta que y. sélo puede tomar valores en el
mismo conjunto. Dado que u,(t) también toma esos valores, no hay efecto de
cuantificacién entre y. y uy.

Si bien estos conceptos podrian aplicarse en sistemas QSC generales, los
mismos son realmente ttiles sélo cuando la ecuacién de salida del controlador
es lineal. De otra forma, el ajuste de los conversores requeriria el uso de cuan-
tificacién no uniforme.



8.5. REDUCCION DE LOS COSTOS COMPUTACIONALES EN QSC 153

8.5 Reduccion de los Costos Computacionales

en QSC

En este capitulo se mostraron algunas ventajas tedricas de QSC que resultan
en una mejora de la estabilidad y la respuesta dindmica con respecto a las
aproximaciones de tiempo discreto. Se menciond y se ilustré con ejemplos que
QSC también reduce el costo computacional aunque este hecho no fue explicado
aun.

Mientras que los controladores tradicionales de tiempo discreto realizan
calculos a intervalos regulares, los controladores QSC sélo realizan célculos cuan-
do alguna variable supera un cierto umbral. Este hecho puede verse cémo una
primer razén intuitiva de la mencionada reduccién de costos.

En el Ejemplo 7.1 (pdgina 129), cuando la trayectoria llega cerca del ori-
gen el controlador realiza aproximadamente un cédlculo por segundo. Cualquier
controlador de tiempo discreto utilizando esa frecuencia de muestreo (e incluso
una tasa 10 veces mds veloz) serd divergente para la misma condicién inicial de
zp = 10 debido a problemas de escape en tiempo finito®.

Observaciones similares pueden hacerse en lo que respecta al control del
péndulo invertido (Ejemplo 8.2) donde la frecuencia de muestreo cerca del equi-
librio estaba por debajo de la frecuencia de Nyquist.

El siguiente ejemplo ilustra de manera més clara la reduccién de los costos
computacionales en el esquema QSC.

Ejemplo 8.3. Reduccion de la tasa de muestreo en QSC.
Consideremos el sistema de primer orden

= sgn(x) +u

Supongamos que el controlador puede medir la variable x, pero el conversor solo
produce nimeros pares (-2, 0, 2, 4, ...) brindando el mds cercano a su entrada
analdgica. Cuando x estd en la region sombreada de la Figura 8.7 (entre -1 y
1) el sistema de control ve el valor 0.

-2 -1 0

NN
N\

Lqeed
i S o)

Figura 8.7: Zona invisible debido a la cuantificacion

Supongamos que la meta es mantener el valor de x entre -2 y 2. El tiempo
para ir desde 1 hasta 2 (o desde -1 hasta -2) con u = 0 es t; = 1. Esto
implica que es imposible encontrar un controlador de tiempo discreto que logre

2La frase “escape en tiempo finito” se utiliza para describir el fenémeno en el cual una
trayectoria escapa a infinito en tiempo finito [22]
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la meta propuesta con un periodo de muestreo mayor que t1. La razon es que
el controlador no puede distinguir si el valor de x es positivo o negativo cuando
este estd en la region sombreada y en tal caso el signo de u podria ser el mismo
que el de = y la trayectoria abandonaria entonces la region deseada antes del
tiempo t1.

Sin embargo, utilizando QSC, el tiempo entre muestreos puede hacerse arbi-
trariamente grande. Esto puede lograrse, por ejemplo, considerando la siguiente
ley de control estdtica

Ye = —uc(l +a)

donde a es una constante positiva.

Aqui, cuando = sale de la region sombreada el controlador detecta inmedia-
tamente el cambio e invierte el signo de la derivada. La nueva velocidad en x es
a. Luego, x entra nuevamente en la region sombreada y el tiempo para alcanzar
el origen es 1/a. Tras esto, x va hacia el otro extremo de la regidn sombreada
pero ahora con una velocidad de 2 + a. Cuando x deja la region sombreada
nuevamente el controlador invierte el signo de la derivada y obtenemos enton-
ces un comportamiento ciclico en el que x oscila entre 1 y -1. El tiempo entre
conversiones A/D sucesivas es

1+ 1
a 2+a

ty =

E's entonces claro que tomando valores pequenos para el pardmetro a, el tiempo
to puede hacerse arbitrariamente grande. Luego, con esta implementacion el
numero de cdlculos en el controlador y el tamano de las oscilaciones puede
reducirse considerablemente.

Desafortunadamente, la implementaciéon QSC no es exacta. De hecho, hay
retardos debidos a la presencia de conversores y al procesador digital. En este
ultimo ejemplo, estos retardos deben ser menores que el periodo minimo de
muestreo t; = 1 para lograr la meta propuesta de mantener a x entre 2 y -2.

Podria pensarse que si es posible implementar un QSC que logre ese retardo
minimo, entonces seria posible también implementar un controlador de tiem-
po discreto utilizando ese periodo de muestreo. Sin embargo, el retardo en el
sistema QSC es sdlo el tiempo requerido para detectar el error y realizar la con-
versién D/A ya que los cdlculos pueden hacerse antes que se detecte el error.
Esto es posible porque el controlador QSC sabe que el préximo valor de entrada
puede sélo tomar dos valores distintos (sube o baja un quantum).

En el ejemplo, si el dltimo valor detectado de x era 0, entonces los tnicos
dos valores que la nueva entrada puede tomar son 2 y -2. En consecuencia,
el controlador tiene dos posibles valores de salida que podrian ser calculados
antes de la deteccion del nuevo valor de entrada. Si bien esto es asi porque el
controlador es estatico, en uno dinamico se pueden utilizar ideas similares.

Un controlador clésico de tiempo discreto durante cada periodo de muestreo
debe realizar la conversién A /D, calcular el siguiente estado y salida del con-
trolador y luego realizar la conversién D/A. El tiempo requerido para terminar
todas estas tareas es sin dudas mucho mayor que el retardo en el esquema QSC.



Capitulo 9
Epilogo

Como se mencioné en la introduccién, vemos esta Tesis como una contribu-
cién al desarrollo de una teoria sobre la aproximacién por eventos discretos de
ecuaciones diferenciales ordinarias.

Las nuevas teorias —o paradigmas, de acuerdo a Khun— generalmente brindan
mejores soluciones a algunos problemas viejos y abren muchos problemas nue-
vos. Por otro lado, las mismas no pueden dar respuesta a todos los problemas
viejos involucrados.

En virtud de esto, esta Tesis no debe verse como un intento de reemplazar
los métodos numéricos de tiempo discreto.

Teniendo en cuenta que los métodos de integracién clasicos se vienen es-
tudiando desde hace més de 330 afos (el método de Euler fue descripto por
primera vez en 1768 [17]), es inttil esperar obtener la solucién mdgica tras sélo
3 anos de trabajo comenzando de una filosofia completamente nueva,

Lo mejor que puede esperarse es que los problemas viejos asi como los pro-
blemas nuevos abiertos por este trabajo sean resueltos progresivamente en el
futuro de forma tal que la teoria comience a brindar buenas soluciones en més
y mM&s casos.

Teniendo en cuenta estas observaciones, este tltimo capitulo comenzard enu-
merando algunos de los problemas viejos que estan ain sin resolver por el nuevo
enfoque. Luego, muchos de los nuevos problemas abiertos seran mencionados
junto con algunas ideas para resolverlos. Por tltimo, presentaremos las conclu-
siones generales de la Tesis.

9.1 Problemas no Resueltos

Sistemas Rigidos. El problema no resuelto mas importante es probablemente el
relacionado con la simulacién de sistemas rigidos. De hecho, este es uno de los
problemas més dificiles en el drea de la integracién numérica.

Veamos esto en un ejemplo simple:

Ejemplo 9.1. Simulacion QSS de un sistema rigido.

155
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Sea la ODE de sequndo orden dada por

21 = 100-z9

iy = —100-z; — 10001 - 2o + U(t) (9-1)

Los autovalores son —1 y —10000 lo que significa que el sistema, a pesar de su
simplicidad, es rigido.

Se simularon con el método de QSS los primeros 10 sequndos de la solucion
del sistema usando tamanios de quantum e histéresis de 1 x 1072 y 1 x 107 en
x1 Y xo respectivamente. De acuerdo a (4.50), esta cuantificacion asegura que
el error en x1 estd acotado por 0.01 mientras que el error en xo es menor que
0.0003.

Las condiciones iniciales se tomaron nulas y la entrada fue un escalon de
U(t) = 100. La simulacion se completd tras 100 y 200 transiciones internas en
los integradores cuantificados que calculan x1 y xo Tespectivamente. La trayec-
toria de xo se muestra en las Figuras 9.1-9.2.

x10~2

q2

o
-
¥
°
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o
=
~
o
©
-
)

Figura 9.1: Simulacién QSS del Sistema (9.1)

La rigidez del sistema queda clara comparando las escalas de tiempo de las
Figuras 9.1 y 9.2. En este caso, el comportamiento del método de Q@SS es
sorprendente. El mismo adaptd el paso de integracion de una forma muy natural
y realizo la stmulacion en unos pocos pasos.

Puede verse que el numero de transiciones realizadas puede calcularse aqui
dividiendo la amplitud de las trayectorias por el quantum.

Observando este resultado, podria pensarse que el método de QSS es la mejor
solucion para los sistemas rigidos: es un método explicito que permite simular
un sistema rigido mds rapido y mas eficientemente que lo que pueden hacer los
métodos implicitos y de paso variable mds complejos. Esta idea parece coherente
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x1072

q2
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t (x107%)
Figura 9.2: Comienzo de la simulacién QSS del Sistema (9.1)

con el hecho que el método de QSS es siempre “estable”. Por supuesto, si un
método de simulacion fuera tan bueno, el mismo probablemente cambiaria toda
la teoria de la integracion numérica.

Sin embargo, no debe olvidarse el significado dado a la palabra “estable”.
El método de QSS no asegura estabilidad sino acotacion final de las soluciones
y, desafortunadamente, este es el principal problema que tiene con los sistemas
rigidos.

Veamos ahora que pasa entonces si se introduce una pequena modificacion
en la amplitud de entrada. Cuando este valor es cambiado de U(t) = 100 a
U(t) = 99.5 aparece un problema en la simulacion por QSS.

En los primeros 5 seqgundos de simulacion el integrador cuantificado que
caleula x1 realiza 100 transiciones internas (lo mismo que antes) pero el otro
calcula un total de 25057 transiciones. La trayectoria de qo se muestra en las
Figuras 9.3-9.4.

En esta simulacion, el resultado es casi el mismo que antes. FEl error, en
concordancia con la prediccion teorica, estd acotado pero el nimero de cdlculos
es enorme.

La razon de esto es la aparicion de oscilaciones muy rdpidas en xo que
arruinaron las expectativas de tener un método explicito, eficiente, estable y
confiable para sistemas rigidos. Si esas oscilaciones no hubieran aparecido, el
numero de transiciones podria haber sido calculado como antes, dividiendo la
amplitud de la trayectoria por el quantum. Sin embargo, esto no es posible en
este caso.

Aunque su presencia pueda sorprender, las oscilaciones ya fueron vistas a lo
largo de esta Tesis. De hecho, estas no son diferentes de las oscilaciones en la
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0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03

Figura 9.4: Detalle de la Fig.9.3

Figura 4.1 (pégina 47). Sin embargo, las oscilaciones alli no eran un problema
ya que su periodo no era mucho més corto que el tiempo de establecimiento del
sistema.

Desafortunadamente, la frecuencia de las oscilaciones esta siempre vinculada
a la velocidad del sistema —o sea, la ubicacién de los autovalores— lo que si es
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un problema en los casos rigidos. Aqui, puede haber oscilaciones debidas a los
modos rapidos que producen muchas transiciones antes que los modos lentos
alcancen su estado de régimen.

En lo que refiere a la solucién de este problema, no hay ain una respuesta
definitiva.

Una modificacién interesante que funciona en muchos casos se basa en el uso
de conceptos de integracion implicita. La idea es mirar los valores futuros de los
valores de las variables cuantificadas para calcular las derivadas que determinan
los avances de tiempo.

Teniendo en cuenta que el valor futuro de una variable cuantificada es co-
nocido (si el valor actual es Q;, en la préxima transicién este puede tomar dos
valores diferentes: Q;+1 0 Qj_1), no es necesario resolver ecuaciones implicitas
a priori. Aqui, integracién implicita no implica necesariamente la resolucién de
ecuaciones implicitas.

De todas formas, para determinar si el siguiente valor cuantificado es el de
arriba o el de abajo debe evaluarse el signo de f; (que determina la derivada
en ambos casos). Si f; evaluada en Q41 es positiva, luego Q41 deberd ser el
siguiente valor. Si f; en QQ;—1 es negativa, luego el siguiente valor serd ;1. Si
ninguno de estos casos es cierto, puede asegurarse que entre Q;_1 y @;4+1 hay
un punto en el cual f; =0 y luego puede ponerse directamente o = co.

Una observacién aqui es que los integradores cuantificados deben poder eva-
luar f;, lo que significa que los mismos no deben estar separados de las funciones
estaticas que calculan las derivadas.

Aunque los modelos atémicos resultantes son mas complejos dado que com-
binan caracteristicas de un integrador cuantificado y de una funcién estética, la
simulacion se torna mucho mas eficiente ya que el niimero de eventos se reduce a
menos de la mitad (el modelo acoplado no tiene que transmitir eventos desde la
funciones estéticas hacia los integradores cuantificados ni desde los integradores
cuantificados hacia las funciones estdticas que computan su propia derivada).

Esta idea fue implementada de esta forma y la simulacién el Ejemplo 9.1
se repitié con U(t) = 99.5. Ahora, el nimero de transiciones fue el mismo que
utilizando el método de QSS con U(t) = 100, o sea, sin oscilaciones.

Sin embargo, no se demostrd atin que esta idea constituya un solucién general
para los sistemas rigidos. En sistemas de orden mas alto esta cuantificacion en
avance no es trivial debido a que tras cada transicién deben analizarse varios
conjuntos de posibles valores proximos para determinar cual es el apropiado.

Por esto, a pesar del hecho que los métodos basados en cuantificacién pueden
brindar una solucién apropiada y eficiente en muchos casos rigidos, el problema
estd aun abierto.

Eleccion del Quantum. Otro problema abierto en estos métodos tiene que
ver con la eleccién de la cuantificacién. Si bien se brindaron algunos algoritmos
y féormulas que permiten elegir el quantum de acuerdo al error admitido, esta
no es una soluciéon completamente satisfactoria.

Salvo en aplicaciones donde sea necesario asegurar una cota de error que
justifique realizar un analisis preciso antes de realizar la simulacién, nadie quiere
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calcular una funcién de Lyapunov ni las matrices de autovalores y autovectores
para determinar el quantum a utilizar.

Una solucién posible consistiria en brindar a la computadora las herramien-
tas necesarias para calcular tales matrices y para elegir automaticamente el
quantum antes de simular. Sin embargo, una idea mucho m4ds interesante con-
sistirfa en hacer algo similar a lo que hacen los métodos de paso variable. Esto
nos llevaria a algo que podria llamarse cuantificacion adaptiva.

Precision. Otro problema de los métodos es la precisién. Hay muchas apli-
caciones en las cuales el error del método de QSS2 puede resultar demasiado
grande. Para estos casos pueden imaginarse métodos de orden mayor que 2 que
satisfagan las mismas propiedades de QSS y QSS2 (con funciones de cuantifica-
cién de orden mayor).

Sin embargo, hay un problema aqui. El modelo DEVS de un integrador
cuantificado debe calcular el avance de tiempo tras cada transiciéon externa.
Para hacer esto, debe encontrar la raices de una ecuacién polinomial como
(5.10). Puede verse que el grado de esta ecuacion es el mismo que el orden del
método. Por esto, la solucién se torna mas y mas complicada a medida que el
orden aumenta.

QSC en Tiempo Real. En lo que refiere a QSC, hay un problema que no fue
mencionado ain. Ya se dijo que los conversores asincréonicos funcionan mucho
mas rapido que los comunes. Se sabe también que el costo computacional se
reduce y que los célculos dentro del controlador son més simples. Sin embargo,
no debe olvidarse que la implementacién de QSC es también un problema de
simulacion en tiempo real.

La meta de la simulacién en tiempo real no es sélo obtener una buena apro-
ximacion sino también obtener el resultado antes que el tiempo correspondiente
expire. Para alcanzar esto, debemos asegurar que todos los calculos involucrados
en cada paso no tomen mas tiempo que lo que estd permitido.

En este contexto, la precision es frecuentemente sacrificada para obtener los
resultados en el tiempo permitido. Por esto, es muy importante tener un nimero
acotado de célculos en cada paso.

Este 1ltimo no es un problema para un modelo de simulacién QSS dado
que cada paso solo involucra un par de transiciones y el nimero de calculos es
aproximadamente constante. Sin embargo, el tiempo permitido es lo que no es
constante aqui y este caso puede constituir un problema en algunas aplicaciones
reales.

Para esto, algunas observaciones incluidas en la Seccién 8.5 pueden brindar
algun tipo de solucién parcial pero una respuesta definitiva requerird también
de implementaciones experimentales.

9.2 Problemas Abiertos y Trabajo Futuro

Ademsés de los problemas no resueltos ya mencionados (la simulacién de sistemas
rigidos, la eleccién de la cuantificacion y algunos aspectos de la implementacion



9.2. PROBLEMAS ABIERTOS Y TRABAJO FUTURO 161

de QSC) hay varios problemas nuevos que fueron abiertos por las nuevas meto-
dologias.

Una de las ventajas més interesantes mostradas por los métodos de QSS y
QSS2 es la eficiente explotacion de la ralitud. Teniendo en cuenta que el método
de las lineas asi como otros métodos para aproximar ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales (PDEs) resultan en ODEs ralas, el uso de QSS y QSS2 en
estos casos podria constituir una alternativa muy conveniente.

De hecho, esto es lo que se hizo en los ejemplos de la linea de transmision
(Ejemplos 5.1 y 6.1 en las péginas 77 y 92 respectivamente) donde el segunda
caso era una ecuacion diferencial algebraica en derivadas parciales (PDAE).

Aunque en el ejemplo mencionado se obtuvieron muy buenos resultados, se
necesita una investigacion mas profunda en esta direccién. De hecho, el uso de
los métodos de aproximacién de PDEs frecuentemente produce ODEs rigidas
por lo que este problema deberia ser resuelto antes.

En lo que refiere a DAESs, los problemas de indice superior deberfan ain te-
nerse en cuenta. Ya se mencioné que el algoritmo de Pantelides puede utilizarse
para reducir el indice a 1 y que asf el sistema pueda simularse con los métodos de-
sarrollados. Sin embargo, podria encontrarse un método mas eficiente siguiendo
las observaciones de la Seccién 6.5.

Aunque se mencioné que la estabilidad no es un problema en estos casos y
que los errores en el calculo de las variables implicitas sélo incrementa la cota de
error, este hecho deberia ser demostrado formalmente. Es también importante
en este sentido encontrar una relaciéon entre la tolerancia de la solucién de la
ecuaciéon implicita y el incremento de la cota de error.

Con respecto a la simulacion de sistemas hibridos es necesario extender los
resultados tedricos de estabilidad y el andlisis de cota de error a sistemas dis-
continuos generales para establecer condiciones que aseguren la correctitud de
la simulacién. Lo que fue hecho en el ejemplo del inversor DC-AC (pagina 101)
—donde se estimé la cota de error utilizando Ec.(4.50)— podria constituir un pri-
mer paso en esta direccién que podria ser extendido a sistemas generales con
solo eventos temporales.

En el enfoque presentado, sélo se consideraron sistemas hibridos cuyas partes
continuas no cambian de orden. Seria interesante considerar también casos més
generales incluyendo los de orden variable.

Otro problema interesante es la paralelizacion de los métodos. La implemen-
tacién en paralelo de QSS y QSS2 en ODEs y DAEs parece ser trivial ya que la
divisién entre subsistemas es clara. Si consideramos cada par compuesto por un
integrador cuantificado y la funcién estatica correspondiente como subsistemas,
el tréfico de mensajes entre los distintos subsistemas no serd grande.

Mas ain, en QSS el valor llevado por cada mensaje diferira del anterior en
un quantum. Luego, el mismo puede transmitirse utilizando s6lo un bit diciendo
si la variable cuantificada se increment6 o decrecié. Este hecho puede constituir
una ventaja muy importante en la simulacién en tiempo real (en simulacién
off-line el mensaje debe transportar también informacién sobre el tiempo).

Volviendo al método de QSC, es sabido que la implementacién en tiempo
real no simula exactamente al modelo QSS (debido a los problemas ya mencio-
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nados de retardos y redondeos). Aunque los problemas de redondeo no resultan
importantes en general, los retardos si modifican significativamente el compor-
tamiento de los sistemas QSC.

Luego, es importante estudiar su efecto sobre la estabilidad y las cotas de
error. Tal estudio deberia también incluir una caracterizacion de los retardos
que requeriria de algun tipo de trabajo experimental en aplicaciones reales.
Actualmente hay en la literatura algunos trabajos que siguen objetivos similares
en control cldsico y que pueden utilizarse como modelo a seguir (ver por ejemplo
(69)).

En lo que se refiere a los aspectos tedricos de QSC, las propiedades més
importantes fueron demostradas para sistemas generales no lineales e inestacio-
narios y para sistemas LTI.

Hay un caso intermedio que deberia ser tenido en cuenta que corresponde
a plantas lineales de pardmetros variables (LPV). El Ejemplo 7.2 (pdgina 135)
de hecho corresponde a esta categoria y aunque pudo realizarse un analisis de
Lyapunov para este caso, el resultado fue muy conservador. Si pudiera exten-
derse el andlisis geométrico hecho para los sistemas LTI en la Seccién 8.2 para
plantas LPV, podrian esperarse resultados menos conservadores.

Es también importante estudiar el modo en que QSC afecta no sélo la es-
tabilidad, regién de atracciéon y cota de error sino también otras medidas de
performance (error cuadratico medio, sobrevalores, etc.)

Finalmente, debe tenerse en cuenta que los QSS son solo una pequena clase
dentro de la amplia familia de los modelos DEVS. Con el uso de modelos DEVS
mas generales podria eventualmente realizarse un estudio de condiciones éptimas
para controladores asincrénicos.

9.3 Conclusiones Generales

Esta Tesis presenté una amplia variedad de contribuciones al desarrollo de una
nueva teoria sobre la aproximacién por eventos discretos de ecuaciones diferen-
ciales.

Se propusieron dos métodos de aproximacién —llamados QSS y QSS2- que,
basados en ideas de cuantificaciéon, mapean sistemas continuos en modelos
DEVS. Aqui fueron considerados no sélo ODEs, sino también DAEs, Sistemas
Hibridos y Bond Graphs.

El método de primer orden —QSS— fue también utilizado para aproximar
controladores continuos para aplicaciones de control digital. Entonces, utilizan-
do ademas muestreo asincrénico, se obtuvo un nuevo esquema de control digital
asincrénico. Este esquema —llamado QSC- tiene la caracteristica destacable de
evitar la discretizacién del tiempo.

Ademiés de formular los métodos, se desarrollaron herramientas mateméaticas
basadas en la teoria de perturbaciones que permitieron analizar las propiedades
tedricas de las aproximaciones.

En los casos més generales (no lineales e inestacionarios) estas herramientas
fueron una simple adaptacion del anélisis clasico de Lyapunov. En el caso LTI
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en cambio, para evitar los resultados conservadores, se propuso un nuevo camino
para analizar los efectos de las perturbaciones. Las herramientas resultantes de
dicho resultado pueden incluso ser utilizadas con fines mucho mas generales que
los presentados en el contexto de este trabajo.

Los métodos nuevos muestran muchas ventajas (y también desventajas) con
respecto a las aproximaciones clasicas de tiempo discreto como bien puede es-
perarse del hecho que los mismos se basan en principios esencialente diferentes.

Desde el punto de vista tedrico las ventajas més notables son las concernien-
tes con las propiedades de estabilidad y cota de error. Por un lado, los métodos
de simulacién (QSS y QSS2) son siempre estables® en sistemas LTI. Conside-
rando que los métodos son explicitos y no adaptivos este hecho es llamativo.
Por otro lado la Desigualdad (4.50) constituye una férmula cerrada de la cota
del error global. Esta es otra ventaja ya que los algoritmos de tiempo discreto
carecen de tales expresiones.

Todos estos hechos tienen su correspondencia en QSC. Aqui, es también
muy importante la conservacién de la region de atraccién en plantas no lineales e
inestacionarias. Otra ventaja tedrica en QSC es que los efectos de cuantificacion
de los conversores A/D y D/A pueden tenerse en cuenta y acotarse en la etapa
de diseno.

En lo que se refiere a las ventajas préacticas, una de las mds importantes es
la forma en que los métodos de QSS y QSS2 explotan la ralitud debido a que
cada integrador funciona independientemente.

En la integracién de DAEs, no debe iterarse sobre las ecuaciones implicitas
en todos los pasos. De esta forma, estos métodos evitan un gran nimero de
calculos. Teniendo en cuenta esta caracteristica y el hecho que cada paso sélo
involucra cdlculos en algunas variables de estado, puede concluirse en que las
aproximaciones basadas en cuantificaciéon constituyen una herramienta intere-
sante para resolver sistemas DAE ralos.

Aqui, es también notable la simplicidad con la que se pueden simular Dia-
gramas de Bloques con lazos algebraicos. Aunque la eficiencia computacional
de esta metodologia bloqueorientada no es éptima, es un método sistematico
que puede implementarse directamente en cualquier entorno de simulacién de
DEVS y que explota la ralitud y las demés ventajas de los métodos basados en
cuantificacion.

Como podia esperarse de una aproximacion por eventos discretos, la reduc-
cién més importante de los costos computacionales se observé en los sistemas
hibridos. La facilidad para tratar discontinuidades constituye una de las venta-
jas mas importantes de los métodos con respecto a los algoritmos clasicos.

En los ejemplos analizados, los métodos mostraron un desempeno claramente
superior a todos los algoritmos complejos, implicitos, de orden elevado y de paso
variable implementados en Simulink. Teniendo en cuenta que tanto QSS como
QSS2 son muy simples, de bajo orden y con cuantificacion fija; es natural pensar
que futuros métodos de eventos discretos méas complejos pueden llegar a ofrecer
una performance més que notable.

Len realidad tienen soluciones finalmente acotadas
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Con respecto a las ventajas practicas de QSC, ya se mencion6 la reducciéon de
los costos computacionales como resultado del esquema de muestreo asincrénico.
Aqui, los conversores solo toman muestras cuando es necesario (o sea, cuando
estas difieren del valor previo en un cantidad dada). Similarmente, los estados
internos del controlador se recalculan bajo la misma condicién. Por esto, QSC
puede pensarse como una estrategia de control que sélo actia cuando tiene que
hacerlo.

Aunque los principios de la implementacién de QSC parecen bastante com-
plicados (al menos para la gente que no esta familiarizada con el formalismo
DEVS) su programacién es bastante simple. De hecho, lo tnico que hay que
hacer es implementar las rutinas explicadas en la Seccién 2.4 y ejecutarlas en
tiempo real. Por supuesto, hay herramientas que lo hacen automaticamente co-
mo PowerDEVS [50]. Utilizando esta tiltima herramienta el problema se reduce
a armar de manera grafica un Diagrama de Bloques del controlador y ejecutar
la simulacién con las opciones de tiempo real.

Otra ventaja es que, para la implementacion de QSC, pueden utilizarse
técnicas clésicas de diseno de controladores (por ejemplo, en el Ejemplo 7.1 en
la pagina 129, el controlador continuo original se diseno mediante linealizacion
exacta [22]). M&s aun, si se utilizan técnicas de diserio basadas en Lyapunov,
los algoritmos de implementacién descriptos en las Secciones 7.5 y 7.7 pueden
aplicarse facilmente.

Otro hecho que debe remarcarse es el relacionado con la informacién uti-
lizada por el controlador QSC. Una vez que el controlador adquiere su primer
valor de entrada, los conversores A /D asincrénicos pueden transmitir los valores
siguientes utilizando sélo un bit por conversién con el signo del cambio. Simi-
larmente —siempre y cuando haya algun tipo de ajuste entre los cuantificadores
internos y los conversores— las salidas del controlador pueden transmitirse con
s6lo un bit por valor.

Esta es una ventaja muy importante en sistemas de control distribuidos,
donde la informacién debe transmitirse entre sensores, controladores y actua-
dores. Aunque hay algunos resultados basados en cuantificaciéon para reducir
el monto de informacién [12], el uso de sélamente un bit nunca fue logrado con
esquemas de control no trivial.

Por 1ltimo, y dejando a un lado las ventajas, desventajas y problemas no
resueltos, la esencia de esta Tesis es simplemente una nueva forma de concebir
la aproximacién de ecuaciones diferenciales, en la cual se rompe el principio de
que los estados discretos deben cambiar de manera simultdnea y sincrénica.
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Apéndice A

Lista de Abreviaciones

BG — Bond Graph

CCS - Sistema de Control Continuo (Continuous Control System)

DAE — Ecuacién Diferencial Algebraica (Differential Algebraic Equation)
DEVS — Discrete EVent System Specification

F.0.Q. — Cuantificador de Primer Orden (First Order Quantizer)

LTI — Lineal y Estacionario (Linear Time Invariant)

PDE — Ecuacién Diferencial en Derivadas Parciales (Partial Differential
Equation)

QBG — Bond Graph Cuantificado (Quantized Bond Graph)

QS — Sistema Cuantificado (Quantized System)

QSC — Control de Estados Cuantificados (Quantized State Control)
QSS — Sistema de Estados Cuantificados (Quantized State System)

QSS2 — Sistema de Estados Cuantificados de Segundo Orden (Second Or-
der Quantized State System)

ODE - Ecuacién Diferencial Ordinaria (Ordinary Differential Equation)

TI — Estacionario (Time Invariant)
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Apéndice B

Pseudo—Cddigos para la
Simulaciéon de DEVS

El siguiente pseudo—cddigo corresponde a un simulador asociado a un modelo
atémico genérico.

DEVS-simulator

variables:
tl // time of last event
tn // time of next event
s // state of the DEVS atomic model
e // elapsed time in the actual state
y = (y.value, y.port) // current output of the DEVS atomic model

when receive i-message (i, t) at time ¢
tl=t—e
tn = tl + ta(s)

when receive *-message (*, t) at time ¢

y = As)
send y-message (y, t) to parent coordinator
$ = dint(8)
tl=t
tn =t + ta(s)
when receive x-message (z, t) at time ¢
e=t—tl
5§ = dext (8, €, )
tl=t
tn =t + ta(s)

end DEVS-simulator

La rutina correspondiente a un coordinador puede escribirse como sigue:

DEVS-coordinator
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variables:
tl // time of last event
tn // time of next event
y = (y.value, y.port) // current output of the DEVS coordinator
D // list of children
IC // list of connections of the form [(d;, porti), (d;, ports)]
EIC // list of connections of the form [(N, port), (d;, ports)]
EOC // list of connections of the form [(d;, port1), (N, ports)]
when receive i-message (i, t) at time ¢
send i-message (i, t) to all the children
when receive *-message (¥, t) at time ¢
send *-message (¥, t) to d*
d* = arg[minge p(d.tn)]
tl=1t
tn=t+d".in
when receive x-message ((z.value, z.port), t) at time ¢
(v, p) = (z.value, x.port)
for each connection [(N,p), (d, q)]
send x-message ((v, q), t) to child d
d* = arg[mingep(d.tn)]
tl=t
tn=t+d".in
when receive y-message ((y.value,y.port), t) from d*
if a connection [(d*,y.port), (N, q)] exists
send y-message ((y.value, q), t) to parent coordinator
for each connection [(d*, p), (d, q)]
send x-message ((y.value, q), t) to child d
end DEVS-coordinator

Por dltimo, el coordinador raiz ejecuta la siguiente rutina:

DEVS-root-coordinator
variables:
t // global simulation time
d // child (coordinator or simulator)
t=to
send i-message (i,t) to d
t=d.in
loop
send *-message (*,t) to d
s = dint(8)
t=d.tn
until end of simulation
end DEVS-root-coordinator
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