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Abstract: En esta segunda parte, se abordan aspectos practicos y ejemplos de
aplicacién del método de integracién BQSS presentado. Se desarrolla un algoritmo
para la implementacién explicita del método y se propone un modelo de eventos
discretos que lleva a cabo la integracion con esta aproximacién. Se discuten también
algunos aspectos de la programacién del método y se presentan resultados de

simulacién sobre dos sistemas stiff.
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1. INTRODUCCION

Para simular un sistema continuo en una com-
putadora digital algo debe discretizarse, tradi-
cionalmente la variable temporal. Casi todos los
métodos de integracién de Ecuaciones Diferen-
ciales Ordinarias en la literatura se basan en poli-
nomios de extrapolacién (algoritmos explicitos) o
de interpolacién (algoritmos implicitos) sobre los
valores pasados de los estados y sus derivadas. La
mayor parte de los métodos son sincronicos, es
decir, utilizan un unico reloj y actualizan todas
las variables de estado a la vez. Ademaés, la mayor
parte de los métodos controlan el paso de inte-
gracién mediante un esquema heuristico que busca
balancear los requerimientos de estabilidad y pre-
cisién con los de eficiencia (Cellier and Kofman,
2006).

Sin embargo, la discretizacién temporal no es la
Gnica alternativa. Hay otro enfoque basado en
la cuantificacién de las variables de estado que
mantiene el tiempo continuo. Los métodos de
Quantized State Systems (QSS) pertenecen a esta
clase de algoritmos. Los integradores QSS funcio-

nan de manera asincrona, esto es, cada variable
de estado se actualiza independientemente de las
otras y el control de paso es una caracteristica
intrinseca de los métodos (y por lo tanto no hay
necesidad de ningin esquema heuristico de control
de paso).

Se demuestra que los métodos de QSS son
numéricamente estables y que realizan un control
de precisién excelente (de hecho, tienen una cota
de error global calculable).

Sin embargo, los métodos de QSS anteriores a este
trabajo (Kofman and Junco, 2001; Kofman, 2002,
2006) eran explicitos y por lo tanto no eran apropi-
ados para simular sistemas stiff. Como cualquier
método explicito, permanecian numéricamente es-
tables al costo de utilizar pasos de integracion
extremadamente pequenos.

A modo de solucién a este problema, en la primer
parte de este trabajo (Kofman et al., 2006) se
introdujo un nuevo método de QSS basado en
principios de integraciéon implicita que permite
integrar sistemas stiff de manera eficiente, con-
servando las propiedades de estabilidad y cota de



error de los métodos explicitos de QSS. En esta
segunda parte se tratan los aspectos de imple-
mentacién de este método, denominado BQSS.

El trabajo estd organizado de la siguiente forma.
Tras un breve repaso sobre la implementacién
de QSS a través de modelos DEVS (Seccién 2),
en la Seccién 3 se presenta un algoritmo que
permite obtener de manera explicita las variables
cuantificadas. En base a este algoritmo y a los
principios de simulaciéon de QSS, se propone un
modelo DEVS que lleva a cabo la integracion
con BQSS y luego se discuten algunos aspectos
de la programacién del método en un entorno de
software. Finalmente, en la Seccién 4 se presentan
resultados de simulacién sobre dos sistemas stiff.

2. DEVS Y METODOS DE
CUANTIFICACION

En esta seccién presentamos brevemente el for-
malismo DEVS y los principios bésicos de los
métodos de integracién por cuantificacion.

2.1 Formalismo DEVS

Un modelo DEVS (Zeigler et al., 2000) procesa
una trayectoria de eventos de entrada y, en base
a la misma y a sus propias condiciones iniciales,
produce una trayectoria de eventos de salida.

El comportamiento de un modelo atémico DEVS
se define formalmente mediante la siguiente estuc-
tura:

M = (X, Y, S, 6int,5ext,)\,ta) (1)

donde

e X es el conjunto de eventos de entrada, es
decir, el conjunto de todos los valores que
puede adoptar un evento.

e Y es el conjunto de eventos de salida.

e S es el conjunto de valores de estado.

® Jint, dext, A ¥ ta son las funciones que definen
la dindmica del sistema.

Cada posible estado s (s € S) tiene asociado
un tiempo de avance calculado a través de la
funcién de avance de tiempo ta(s) (ta(s) — RY).
El tiempo de avance es un nimero no negativo
que indica cuanto tiempo permanece el sistema
en un estado determinado en ausencia de eventos
de entrada.

Luego, si en el tiempo t; el estado s toma el
valor s1, tras ta(s1) unidades de tiempo (o sea,
en el tiempo t; + ta(s1)) el sistema realiza una
transicion interna yendo a un nuevo estado ss.
El nuevo estado se calcula como sa = dint(s1).
La funcién ding (dint : S — 9) es la funcién de
transicion interna.

Cuando el estado pasa de s; a so se produce
un evento de salida con el valor y; = A(s1). La
funcion A (A : § — Y) se denomina funcién
de salida. Las funciones ta, djny y A definen el
comportamiento auténomo de un modelo DEVS.

Cuando llega un evento de entrada, el estado
cambia instantdneamente. El nuevo estado no sélo
depende del evento de entrada sino tambien del
valor del estado anterior y del tiempo transcurrido
desde la ultima transicién. Si el sistema llega al
estado sz en t3 y luego llega un evento de entrada
en el instante t3 + e con un valor z1, el nuevo
estado se calcula segin sy = dext(83,€,21) (notar
que e < ta(sg)). En este caso se dice que el
sistema realiza una transicién externa. La funcién
Sext (Oext + S x Rf x X — 9) se llama funcién
de transiciéon externa. Durante una transicién
externa no se produce ningtin evento de salida.

Los modelos DEVS pueden acoplarse, y el resul-
tado del acoplamiento define un modelo DEVS
atémico equivalente.

2.2 DEVS y QSS

Dada una ecuacién de la forma

x(t) = £(x(t), u(t)) (2)
con x € R", u € R™, el método de QSS (Kofman
and Junco, 2001; Kofman et al., 2006)lo aproxima
por

x(t) = f(q(t), u(t)) 3)
donde las componentes ¢; y x; estan relacionadas
a través de una funcién de cuantificacién con
histéresis. En consecuencia, las ¢;(t) son seccional-
mente constante.

Cada componente de (3) puede pensarse como el
acoplamiento de dos subsistemas elementales. Uno
estatico

di(t) = fi(qi, - qn v, -+, um) (4)

y otro dindmico

4i(t) = Qulai() = Qu / Gi(r)dr) ()

donde ¢; es la funcién de quantificacién con
histéresis (no es una funcién del valor instantdneo
de z; sino un funcional sobre la trayectoria z;(-)).

Dado que las componentes u;(t) y ¢;(t) son sec-
cionalmente constantes, la salida del subsistema
(4), o sea d;(t), serd seccionalmente constante. De
esta manera, ambos subsistemas tienen trayecto-
rias de entrada y salida seccionalmente constantes
y estas pueden ser representadas por secuencias de
eventos.

Asi, los subsistemas (4) y (5) definen una relacién
entre sus secuencias de eventos de entrada y
salida. En consecuencia, existen modelos DEVS



equivalentes para estos subsistemas, denominados
funciones estdticas e integradores cuantificados
respectivamente (Kofman and Junco, 2001).

3. IMPLEMENTACION DE BQSS

En esta seccién, tras reintroducir la definicién
de BQSS presentada en la primera parte (Kof-
man et al.; 2006), desarrollaremos un algoritmo
y los modelos DEVS correspondientes a la imple-
mentacion del método.

3.1 Definicion de BQSS

Dado el sistema (2), el método BQSS lo aproxima
por:
x(t) =f(q(t),u(t)) + Af (6)

donde las componentes ¢; de q verifican:

00 € {g,(0.3, ) ™
4,(t7) = AQ;
si(t) ~ () <0
0.0 = 0,07)+AQ, 5)
siz;(t) — gj(tf) > g5+ AQ;
qj(tf) en otro caso

g;(t7) + AQ,
sig;(t7) —w;(t) <0
7;(t) = § () = AQ; (%)
si aj(t_) — J)j(t) > €5+ AQJ
g;(t™) en otro caso

y ademas:
fita(t),u(t)) - (q;(t) —x;(t)) >0
T (10
349 )/ f;(@9 (), u(t)) = 0

donde cada componente del vector /) (¢) cumple:
o) = ()] < AQi+e (1)
Por otro lado

_J 0, si fi(a(t),u(t)) - (¢ —x;) >0
Al = { —fj(a(t),u(t)), en otro caso

(12)

Como en QSS, a AQ; es llamado quantum y
€5 < AQ)j es el ancho de histéresis.

3.2 Obtencion explicita de q.

La diferencia principal de BQSS respecto de QSS
es la forma de obtencién de q a partir de x, ya
que (10) implica cierta interdependencia entre los
valores de las distintas componentes.

En QSS, los cambios en g; se dan cuando z;
difiere de ¢; en AQ);. Similarmente, en BQSS los

cambios se dan cuando z; alcanza a g;. Ademds,
un cambio en ¢; puede provocar cambios en otras
variables cuantificadas debido a (10). Asimismo,
cambios en alguna componente de u pueden de
la misma forma provocar cambios en algunas
variables cuantificadas.

En definitiva, los eventos pueden ser provocados
por cambios en las entradas o porque una vari-
able de estado alcanz6 la correspondiente variable
cuantificada. Tras cualquiera de estos cambios, la
principal dificultad aparenta ser encontrar el valor
de g correcto, que cumple con las Ecs.(7)—(11).

Veremos entonces un algoritmo que encuentra, de
una forma muy simple y explicita, un valor de q
que satisface las mencionadas ecuaciones.

Definimos para esto D como el conjunto de
subindices de las funciones f; que van siendo eval-
uadas y A como el conjunto de subindices de los ¢;
que cambian de valor (ambos inicialmente vacios).

Algoritmo 1.

1l.a. Si cambia una entrada (u;(t) # u;(t7)):
> Se agregan a D los subindices de las f; que dependen
explicitamente de ;.
> Para cada i € D:
- Definimos q(9 £ q(¢t7).
- Si i@, u() - (@7 —2:) <0
. Se agrega i a A
. Definimos
s J @) si fi@?,u@) >0
%@‘{g@aﬂ@%mm<o (%)

- Sino, () £ qi(t™)
1.b. Si z; alcanza a g;:
> Se agregaia Ay D.
> Se define (9 £ q(¢t7).
> Se calcula g;(t) segun la Ec.(13)
2. Mientras A # ¢
> Sea j el menor elemento de A.
> Definimos B como el conjunto de subindices i1 ¢ D y
tales que f; depende explicitamente de g;.
> Para cada i € B:
— Definimos q(¥) con componentes

E T\ aklt) sikgD (14)

;Z\(i) _ { qr(t) sikeD
- Si i@, u@®) - @" —2:) <0
. Se agrega i a A.
. Calculamos ¢;(t) segin la Ec.(13).
— Sino, ¢;(t) £ q;(t7).
> Se agregan los elementos de B al conjunto D y se saca
j de A.

3. Para los i € D, se deja q;(t) = q;(t7).

Como puede verse, este algoritmo siempre en-
cuentra un valor de q (luego demostraremos que
cumple con la definicién dada en la seccién 3.1).
Notar que ningun subindice puede ser agregado
mas de una vez al conjunto D, por lo que cada
componente de la funcién f es evaluada a lo sumo
una vez.



Teorema 1. Supongamos que en la aproximacién
BQSS (6) conocemos x(t) y q(t~) que satisface
las Ecs.(7)-(11). Asumamos ademds que u;(t) #
u;(t™) o bien que z;(t) = ¢;(t~) para un subindice
i. Luego, el Algoritmo 1 siempre encuentra un
valor q(t) que cumple con las Ecs.(7)—(11).

(>

Demostracion: Para los i & D, definimos q*)
q(t™).

Demostraremos entonces que una componente
¢;(t) arbitraria cumple las Ecs.(7)—(11).

Observar que los tnicos valores que pueden ser
asignados a ¢;(t) son ¢;(t7), gj(t) o g;(t). En
los udltimos dos casos, la Ec.(7) se cumple au-
tomaticamente.

En el primer caso, al asignar ¢;(t) = ¢;(t™) puede
verse que se cumple g (t) = gj(t_) y ﬁj(t) =
g;(t™). De otra forma, x;(t) hubiera alcanzado a
su variable cuantificada ¢;(t~) y no hubiéramos
asignado ¢;(t) = ¢;(t7) (punto 1.b.). Con esto, se
garantiza que siempre se cumple la Ec.(7).

Para probar el cumplimiento de (10) y (11) s
debe demostrar que si f;(q(t),u(t)) - (g; (t)

z;(t)) < 0 entonces 3G tal que f;(§), u(t)) =
y las componentes de § satisfacen (11).

Notar que si ¢;(t) # ¢;j(t7), el nuevo valor se
calcula segin la Ec. (13). Por lo tanto, teniendo
en cuenta (8)—(9) se cumplird que

£@9,u(t) - (g;(t) —a;(8) >0 (15)

Por otro lado, si se asigné ¢;(t) = g;(t™), era
porque la ecuacién (15) se cumplia. En definitiva,
la ecuacién (15) se cumple siempre.

Teniendo en cuenta esta ecuacién, si f;(q(t), u(t))-
(q;(t) —z;(t)) <0, entonces

£@9 ), ut) - f;(at),ult)) <0

y por el teorema del valor medio, existe un g
entre qU)(t) y q(t) tal que f;(§9),u) = 0.

Las Ecs.(8) y (9) aseguran que

@ — 2| < AQi+ei; g, — x| < AQi+e; (16)

Por otro lado, puede verse facilmente que las
componentes Eﬁ] ) pueden adoptar sélamente los
valores g;(t) 6 ¢,(t), o directamente z;(t) (en el

punto 1.b). Entonces
@7 — 2:(t)] < AQi + &
|q§]) —zi(t)] < AQ; + &
De esta ecuacién y por estar dl(j) entre ¢;(t) y
2’ (1)

(17)

resulta

1G9 — 2;(t)] < AQi + &4 (18)

lo que concluye la demostraciéon. O

3.3 Modelo DEVS del integrador BQSS

A continuacién se describird una forma de imple-
mentar un modelo DEVS equivalente a la aproxi-
macién BQSS de un sistema. Esta implementacion
tendra una estructura igual a la de QSS, es de-
cir, consistird en el acoplamiento de funciones
estaticas e integradores cuantificados como se
muestra en la Fig.1.

v > f dy Integrador |41
- BQSS

L g % dn Integrador |9n |
q = BQSS

Fig. 1. Diagrama de Bloques de un BQSS

En el mismo, dado que las trayectorias de u;(t) y
gi(t) son seccionalmente constantes (esto ultimo
demostrado en la primera parte del trabajo), las
funciones estdticas son idénticas a las de QQSS.

La diferencia entre BQSS y QSS radicard en la
forma de calcular ¢; en los integradores cuantifi-

cados y eventualmente, en la forma de evaluar la
derivada de z; cuando Af; # 0 en (12).

Para calcular ¢; utilizaremos el Algoritmo 1,
pero implementado de manera local por los in-
tegradores cuantificados. Esto nos lleva a lo sigu-
iente:

Supongamos que el integrador que calcula g;
recibe en el tiempo ¢t un evento de entrada con
valor d; y supongamos que no habia recibido
ni provocado otro evento en dicho instante. En-
tonces, debe calcular

q; sid; >0
Qi(t) = gz sid; <0 (19)
q;(t7) c.o.c.

Si el nuevo valor de ¢; coincide con ¢;(t™), no se
produce ningun evento de salida manteniéndose
qi(t) = gi(t7). Por otro lado, si el nuevo valor de ¢;
no coincide con g;(¢t~), instantaneamente produce
un evento de salida con el nuevo valor de ¢;(t).
Luego, cualquier nuevo evento de entrada d; en el
tiempo ¢ no cambia el valor fijado en g;.

Esto, implementado en todos los integradores,
asegura que tras un numero maximo de 1 evento
de salida por cada integrador quede fijado en cada
uno de estos el valor correcto de ¢; de acuerdo al
Algoritmo 1.

Una vez calculado ¢; es simple agendar el préximo
evento y fijar el valor de Af;. Si al recibir un
evento de entrada con valor d; resulta (¢; — z;) -
d; > 0, se calcula el tiempo en el que se producira



el proximo evento como o = (¢ — x;)/d; y se
mantiene Af; = 0, sino, se fija 0 = c0o y Af; =
—d;.

Este comportamiento puede traducirse facilmente
en el siguiente modelo DEVS.

M = <X7 K ‘87 5int; 56:Cta A7 ta/> (20)
donde
X=Y=R; S=R>xR"
Oint(8) = 8; Oeat(s,e,u) =3; ta(s) = o
siendo

s = [a?,dwq,sz(Zs’U]
§= [i‘7d:c7qAani7qAS7a-]

gs sidy >0N0 >0
. ) gssidy>0N0=0
1= Gg; sid, <0ANo >0
g sidy; <0ONo =0
Gs —2-AQ sidy >0N0 >0

Gi=X ¢G—AQ sid, <0Ac>0
a c.0.c
gs +AQ sidy,>0A0c>0
Gs =X G +2-AQ sid, <0Ac >0
qs c.0.c
&_{@—f)/dm Sidy #0
o) c.0.c

s=[r+e-dy,ds,q,G,qs, 0]
Osiu-(¢q—2)<0Ae=0
{ucoc
¢G+AQsiz—q >AQ+c¢
{ c.o.c
—AQsiqg—1T>AQ+¢
{ c.o.c
q—x/u81u750/\u (g—2)>0
siu-(¢g—%)<0Ae>0
00 c.o.c.

y la Funcién de Salida resulta

s sic=0Au>0
. i = <

A(s) = qi S}U 0ANu <0
g+AQsic#0Nu>0
q— AQ c.o.c

3.4 Implementacion en PowerDEVS

PowerDEVS (Pagliero and Lapadula, 2002) es
un paquete de programas para la simulaciéon de
modelos DEVS. El mismo, cuenta con un edi-
tor grafico de diagrama de bloques que permite
construir systemas DEVS acoplados de modelos
DEVS elementales (atémicos).

El modelo DEVS descripto se agregé al bloque in-
tegrador que implementaba los métodos de QSS1,
QSS2 y QSS3. Este bloque permite elegir en-
tre los métodos mencionados y ahora también

BQSS. Ademsds, permite incorporar el quantum
y la condicién inicial como pardmetros.

En la implementacién, se tomé un ancho de
histéresis ¢ = AQ/100 para evitar que aumente
la cota de error, manteniendo la legitimidad.

4. EJEMPLOS

Presentamos a continuacién resultados de simu-
lacién sobre dos sistemas stiff.

Todas las simulaciones presentadas en esta seccién
se realizaron en AMD Sempron 2400 de 1.67 GHz
con 248MB de RAM y fueron realizadas en los
simuladores PowerDEVS y Simulink 6.3.

4.1 Sistema Lineal de Sequndo Orden

En la primera parte de este articulo (Kofman
et al., 2006) se presentd el sistema

i‘l(t) =0.01 J?Q(t)

ia(t) = —10021(t) — 100 3a(t) + 2020 2V

con condiciones iniciales z1(0) = 0 y z2(0) = 20.

Se realizé primero una simulacién con BQSS us-
ando quantum AQ; = AQ2 = 1. Luego se repitié
el experimento disminuyendo en 10 y 100 veces la
cuantificacién. En el primer caso, la simulacién
se completé con 20 y 22 pasos en x; y To re-
spectivamente. Para AQ; = 0.1 se realizaron 201
pasos en cada variable y para AQ; = 0.01, 2006 y
2024 pasos en cada variable. En todos los casos
el tiempo final se seleccioné t; = 1000, pero
la simulacién alcanzé una situacién estable (sin
realizar mas pasos) antes de ¢ = 500.

En la Fig.2 se observan las respuestas obtenidas
con AQ; =1y 0.1 (no se incluyé la correspon-
diente a 0.01 por no ser apreciable a la vista la
diferencia con la de AQ; = 0.1).

20

18F : X1

)

L I I I I I L L L |
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

tiempo

Fig. 2. Respuesta del sistema lineal (21)



La cota de error global tedrica, seguin lo calculado
en el Teorema 2 de (Kofman et al., 2006), para
AQ; =1es de

e1 < 3.004; ey = 5.001 (22)

mientras que para AQ; = 0.1 es 10 veces menor y
para AQ; = 0.01 es 100 veces menor. Sin embargo,
puede verse en la gréfica que la diferencia entre la
primera trayectoria y la tltima es siempre menor
que 1 para ambas variables, por lo que el error
en la primera simulacién no puede ser mayor que
1.03 en z1 y 1.05 en x2, lo que muestra que la cota
de error es en realidad bastante conservadora.

4.2 Sistema No lineal Stiff

El siguiente problema no lineal es un problema
stiff estdndar de prueba (Enright and Pryce,
1987).

j)l = —0.0131)1 — 10001‘11}3
{ﬁg = —25001‘21‘3 (23)
3 = —0.01327 — 1000x123 — 25002223

con condiciones iniciales z1(0) = 1 x2(0) =

Para la simulacién con BQSS se utilizé la cuan-
tificacién AQ; = 0.01 AQy = 0.01 AQ3 =10""y
un tiempo final de 1000.

Los resultados de la simulacién pueden verse en
la Fig.3. La misma se realiz6 con un total de
456 pasos (100 en z1, 105 en x5 y 251 en x3),
llegando a una situacién estable en t=419.66. El
tiempo total de calculo fue de aproximadamente
6 milisegundos.

0. L L L L L I I I
] 50 100 150 200 250 300 350 400 450

tiempo

Fig. 3. Respuesta del sistema no lineal (23)

Al simular el mismo sistema con los métodos
implicitos de Matlab odelbs, ode23s y ode23tb
(utilizando una tolerancia de 1073) se redujo el
numero de pasos a 44, 27 y 27 respectivamente,
pero el tiempo de calculo se incremento a aproxi-
madamente 17 milisegundos.

La comparacion de los resultados de BQSS y de
los métodos de Matlab muestran que el error del
primero es del orden del quantum utilizado.

El incremento del tiempo de simulacién obtenido
con Matlab atn siendo menor el niimero de pasos,
es atribuible al costo computacional de cada paso,
en el cual debe resolverse una ecuacién implicita,
mientras que en BQSS cada paso sélo involucra
calculos escalares elementales, sin ningun tipo de
iteracion.

5. CONCLUSIONES

Este trabajo presenté la implementacion del al-
goritmo de BQSS, un método de integracién por
cuantificacién de primer orden para la simulacién
de sistemas stiff. BQSS es el primer método
implicito de cuantificacion.

Siendo un método de definicién implicita, la pres-
encia de cuantificacién permite su implementacién
explicita. Desde el punto de vista practico, BQSS
permite integrar sistemas stiff sin necesidad de
iteraciones.

Los dos ejemplos estudiados mostraron la eficien-
cia y eficacia del método y de su implementacién
en PowerDEVS.

Las direcciones futuras de este trabajo son dis-
cutidas en la primer parte del articulo (Kofman
et al., 2006).
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