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Ecuaciones en Diferencias

Ecuaciones en Diferencias

El siguiente modelo, correspondiente a un filtro digital muy
simple, es una ecuacion en diferencias de segundo orden

y(k)+ay-y(k —1)+ay-y(k —2) =bgu(k)

@ El modelo esté definido sdlo para los instantes discretos
to, by, - b, .

@ y(k) =y(tk) es la variable de salida del modelo.

@ u(k) = u(tk) esla variable de entrada del modelo.

@ Las constantes ay, a,, bg son parametros del modelo.

@ Este caso se trata de un modelo lineal y estacionario.
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Ecuaciones en Diferencias

En general, las ecuaciones en diferencias pueden escribirse de
la forma:

y(k) = f[y(k - 1)7 o 7y(k - n)7 U(k), U(k - 1)7 o ,U(k - m)7 k]
0 mas generalmente, admitiendo casos implicitos tenemaos:

f[y(k),y(k—l), ,y(k—n),u(k),u(k—l),--- ,u(k—m),k] =0

@ En ambos casos se trata de un modelo externo.
@ Suponiendo que n > m, n es el orden del sistema.
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Ecuaciones en Diferencias: Estados

Una ecuacion en diferencias de orden n se puede representar
por n ecuaciones de orden 1. En el caso del filtro digital,

X1 (K +1) = x2(k)
Xo(K +1) = —az - x1(k) —az - Xz(k) + u(k)

donde ademas
y(k) = —az - bg - x1(k) —ag - bg - xo(k) 4 bg - u(k)

@ Las nuevas variables x; (k) y xo(k) se denominan variables

de estado.
@ Las dos ecuaciones de orden 1 se llaman ecuaciones de

estado.
@ La ecuacion estatica que calcula y(k) es la ecuacion de
salida.
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Ecuaciones en Diferencias. Ejemplo No Lineal

El siguiente modelo se denomina Ecuacion de
Nicholson—Bailey y representa la dinamica de poblaciones de

parasitos y huéspedes.

N(k +1)=X-N(k)-e 2Pk
P(k) = N(k) - (1 —e 2Py

@ N(k)y P(k) son las variables de estado (nUmero de
huéspedes y parasitos, respectivamente).

@ Son Ecuaciones de Estado no lineales.
@ Es un modelo auténomo y estacionario.
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Ecuaciones en Diferencias: Forma General

La forma general de escribir una ecuacién en diferencias en su
representacion de Ecuaciones de Estado es la que sigue:

Xp(K +1) = fr[x1(k),x2(k), -+, Xn(k),us(K), -+, um(k),K]
XZ(k + 1) = f2[xl(k)7x2(k)7' o 7Xn(k)7u1(k)7 T ,Um(k),k]

Xn(K + 1) = fa[xa(K), X2(K), - - ,Xn(k),uz(k),- - ,um(k), K]
con las Ecuaciones de Salida:
yi(k) = g1[xa(k),x2(Kk), -+ ;Xa(k),us(k), -, um(k), k]
y2(k) = ga[xa(k), x2(K), - -, xn(k), uz(k), -, um(k),K]

yp(k) = gp[xl(k)vXZ(k)>"' ?Xn(k)>ul(k)v T va(k)vk]
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Ecuaciones en Diferencias: Notacion Vectorial

Las Ecuaciones de Estado se escriben generalmente en forma
vectorial. Definiendo:

x1(k) uz(k) y1(k) fi(:)
x(k)£ |+ Luk) = s Liy(k)E ] [sfO) =
Xn (k) Um (K) Yp(k) fa(+)

las ecuaciones de estado y salida se pueden reescribir:
x(k + 1) = f[x(k), u(k),K]

y(k) = glx(k), u(k), k]
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Diagramas de Bloques

Diagramas de Bloques

Los Diagramas de Bloques son una herramienta grafica de
representacion de modelos. Las variables se representan con
flechas, y las operaciones matematicas con bloques.

y(k) yk =1) y(k-2)
U(k) bo m Delay Delay [

—_—

a

y(k)+ag-y(k —1)+az-y(k —2) = bou(k)

Sistemas de Tiempo Discreto
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Diagramas de Bloques. Ejemplo No Lineal

N(k +1) N ()
N(k) N A N(k) .e—aP(k) Delay
Pk—+1) P(K)
N(k) . [1 - e—a‘P(k)] Delay
P(k) [ ]

N(tera) = A N(t) - e 2Pt

Nicholson—Baile
P(ter1) = N(t) - [1 — e @Pt)] y
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Diagramas de Bloques

Diagrama de Bloques. Caso General

u(k) xa(k +1) % (K)
f1(x(k), u(k)) Delay
Xn(K + 1) %o (K)
fn(X(k), U(k)) Delay
x(k)

x(k +1) = f[x(k),u(k)]
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Diagramas de Bloques

Diagramas de Bloques Jerarquicos

y(k)+ag-y(k —1)+az-y(k —2) = bou(k)
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Diagramas de Bloques

Diagramas de Bloques Jerarquicos

El acoplamiento jerarquico permite construir modelos mas
complejos a partir de submodelos ya construidos.

Cascada de dos filtros.
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Simulacion de Sistemas de Tiempo Discreto

La simulacion de un sistema de tiempo discreto es trivial. Dada
una representacion de la forma

x(k +1) = f[x(k),u(k)]

y conocidas las condiciones iniciales x(0), el siguiente
algoritmo simula el sistema:

© Ponemos inicialmente k = 0

@ Calculamos el siguiente valor del estado
x(k +1) = f[x(k),u(k)].

© Incrementamos k en 1.

© Sity > t; terminamos la simulacién. En otro caso,
volvemos al punto 2.
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Simulacion de la Ecuacion de Nicholson-Bailey
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Cond.Inic.

N(0) = 120,

P(0) = 40.
Parametros:
A=15a=0.01.
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Simulacién de Sistemas de Tiempo Discreto

Software de Simulacion de Sistemas de Tiempo
Discreto

@ Si bien la simulacién de un sistema de tiempo discreto es
trivial, su representacion puede ser complicada.

@ En el caso de los dos filtros en cascada, por ejemplo,
resulta tedioso deducir las ecuaciones.

@ Esto motivo el herramientas de software capaces de tratar
en forma gréfica con los Diagramas de Bloques.

@ Matlab, Dymola y PowerDEVS, s6lo por nombrar algunos
ejemplos, permiten simular Diagramas de Bloques de
Sistemas de Tiempo Discreto.
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