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Sistemas Dindmicos y Modelos Matemiticos

Sistemas Dindamicos

Definicion de Sistema

Un Sistema es una disposicion delimitada de entidades
interactuantes.

@ Disposicién: define la Estructura del Sistema.

@ Delimitacion: las acciones del resto del universo sobre el
sistema se reemplazan por entradas.

@ Entidades interactuante: son los componentes del sistema:
procesos, elementos, subsistemas, etc.

Definicién de Sistema Dindamico

Un Sistema Dindmico es un Sistema en el cual hay
almacenamiento de energia, materia o informacién; es decir, un
Sistema Dindamico es un sistema con Memoria.
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Modelos Matematicos

Por cuestiones de costo, riesgo o imposibilidad (si el sistema
todavia no existe por ejemplo), en muchas ocasiones no se puede
experimentar sobre los sistemas reales. En estos casos se recurre a
la experimentacién sobre Modelos del sistema.

Definicién de Modelo

Un Modelo es una representacion simplificada de un Sistema que
permite responder interrogantes sobre este Ultimo sin recurrir a la
experimentacion sobre dicho sistema.

\

Definicion de Modelo Matematico

Es un conjunto de expresiones matematicas que describen las
relaciones existentes entre las magnitudes caracterizantes del
sistema.
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Sistemas Dindmicos y Modelos Matemiticos

Variables y parametros

Las magnitudes que caracterizan y rigen la evolucién de un sistema
se denominan variables y parametros.

@ Los parametros son magnitudes constantes (o que varian
lentamente, independente de lo que ocurre en el sistema). Ej:
masa, resistencia eléctrica, etc.

@ Las variables son magnitudes que cambian con el tiempo.
Entre ellas encontramos:

o Variables fundamentales: tiempo (t) y espacio (x, y, z). Son
independientes de la evolucién del sistema.

@ Entradas: representan la accién del resto del universo sobre el
sistema. Son independientes de la evolucién del mismo.

o Variables dependientes: representan la magnitudes que
cambian en funcién de la evolucién del sistema.

o Salidas: Son variables dependientes que nos interesan y que
podemos observar.
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Sistemas Dindmicos y Modelos Matemiticos

Concepto de Estado

Definicién:

El Estado de un modelo matematico es un conjunto de variables
dependientes cuyo conocimiento en un instante de tiempo,
asumiendo conocidos los valores de las entradas, permite calcular
el valor de cualquier otra variable dependiente en dicho instante.

@ Si el modelo es determinista, el conocimiento del estado en un
instante de tiempo y de las entradas en todo momento
permite predecir la evolucién de todas las variables del
sistema.

@ En general, el conjunto de variables dependientes que
constituyen el estado puede elegirse de distintas maneras.
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Principios de la Teoria General de Sistemas

Teoria General de Sistemas

La Teoria General de Sistemas estudia las propiedades generales de
los Sistemas Dindamicos y de sus modelos matematicos.

Entre otros problemas, la Teoria General de Sistemas estudia y
define:

Propiedades Generales de los Modelos Matematicos
Clasificaciéon de Modelos Matematicos,

Modelado de Sistemas,

Simulacién de Modelos,

Filtrado, Control de Sistemas,

e © ¢ ¢ ¢

etc.
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Modelado y Simulacién

Modelado

Es el proceso de obtencion de modelos matematicos.

Para esto, hay dos técnicas:

@ A partir de principios analiticos y/o fisicos.

@ Mediante experimentacién (identificacion)

Es la experimentacién sobre un modelo matemdtico de un sistema,
generalmente implementado en una computadora.

La simulacién de un sistema, ademds del modelado, suele requerir
la utilizacién de técnicas de aproximacion (métodos numéricos de
integracién, por ejemplo).
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Clasificacién de Modelos Matematicos

Segtin la Evolucién Temporal

Una forma de clasificar modelos es en funcién de la manera en que
las variables evolucionan en el tiempo.

@ Tiempo Continuo: Las variables evolucionan continuamente
en el tiempo. Generalmente se representan mediante
ecuaciones diferenciales.

@ Tiempo Discreto: Las variables sélo pueden cambiar en
determinados instantes de tiempo. Se suelen representar
mediante ecuaciones en diferencias.

@ Eventos Discretos: Las variables pueden cambiar en cualquier
momento, pero sdlo puede haber nimeros finitos de cambios
en intervalos de tiempo finitos.
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Clasificacién de Modelos Matematicos

Sistemas de Tiempo Continuo

u(t) y(t)

/\/‘\ Sistema
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Clasificacién de Modelos Matematicos

Sistemas de Tiempo Discreto

Sistema

x(tx)

Ltk

y(tk)

ty
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Clasificacién de Modelos Matematicos

Sistemas de Eventos Discretos

Sistema
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Clasificacién de Modelos Matematicos

Segtn el nivel de especificacién

Otra forma de clasificar modelos es acorde al nivel de detalle de la
especificacién:

@ Especificacién Entrada-Salida: El modelo sélo expresa la
relacidn entre las secuencias o funciones de entrada y las
secuencias o funciones de salida.

@ Especificacion de Estados: El modelo tiene en cuenta ademds
la evolucién de los estados internos.

@ Especificacion de Acoplamiento: El modelo explicita ademds
submodelos y su interconexion.

Para un mismo sistema, segtin los objetivos, pueden plantearse
modelos en los tres niveles de especificacidn.
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Clasificacién de Modelos Matematicos

Especificaciéon Entrada-Salida

u(t) y(t)

/\/‘\ Sistema
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Clasificacién de Modelos Matematicos

Especificacion de Estados

u(t) y(t)

/\/‘\ Sistema
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Clasificacién de Modelos Matematicos

Especificaciéon de Acoplamiento

u(t) y(t)

/\/‘\ Sistema

Ernesto Kofman. Modelado y Simulacién de Sistemas Dindmicos  Introduccién al Modelado y Simulacién



Modelos Continuos y Discretos

Organizacion de la Presentacion

© Modelos Continuos y Discretos

Ernesto Kofman. Modelado y Simulacién de Sistemas Dindmicos  Introduccién al Modelado y Simulacién



Modelos Continuos y Discretos

Modelos de Tiempo Continuo

Hay dos grandes categorias:

@ Modelos de Pardmetros Concentrados, que se representan
mediante Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

o(t) + %sin(@(t)) =0 (péndulo sin friccién)

(o bien mediante Ecuaciones Algebraico Diferenciales)

@ Modelos de Parametros Distribuidos, que se representan
mediante Ecuaciones en Derivadas Parciales
ou d%u

E(X, t)y=o0- W(X’ t) (difusién de calor)
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Modelos de Tiempo Discreto

Los modelos de tiempo discreto se representan generalmente como
ecuaciones en diferencias. Ej:

N(tir1) = X- N(t) - e=2P(&)

Nicholson — Bailey
P(tk+1) = N(tk) . (1 _ e_a.P(tk)) ( )

Los instantes de tiempo en los cuales hay cambios en las variables
se denotan ty, t1,..., tk,.... La distancia ty41 — tx se denomina
paso y suele ser constante (pero esto no es general).
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Modelos de Eventos Discretos

Consideremos el siguiente ejemplo: un sistema, que posee un
sensor que detecta cada vez que entra o sale una persona a una
habitacién, registra el nimero de personas dentro de la misma. El
nimero de personas se imprime en un panel cada vez que se
modifica.

o Cada vez que entra o sale una persona, ocurre un evento de
entrada.

@ Al imprimirse el nimero en el panel, ocurre un evento de
salida.

@ El nimero de personas dentro de la habitacién representa el
estado del sistema.

Este tipo de modelos no tiene un formalismo de representacion
unificado. Vamos a ver luego distintas alternativas.
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Representacién General de Sistemas Dindmicos

Los sistemas dindmicos deterministas pueden representarse por la
estructura:

D=<T,U,Y,Q,A, A >, donde

T es la base de tiempo (el conjunto de valores posibles para la
variable t).

U es el conjunto de valores posibles de la entrada.

Q es el conjunto de segmentos admisibles de entrada (sus
elementos son funciones w : [t1,t2] C T — U).

(]

Y es el conjunto de valores posibles de la salida.
Q es el conjunto de valores posibles de los estados.
A:QxQ — Q eslafuncion de transicion de estados.

e & ¢ ¢

AN:Q — Y es la funcién de salida.
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Modelos Continuos y Discretos

Representacién General de Sistemas Dindmicos

Funcién de Transicién

La funcidén de transiciéon A tiene las siguientes caracteristicas:

@ Dado un segmento de entrada admisible
w: [tl,t2] C T — U, y sabiendo que el estado en t; es
q(t1) € Q, entonces g(t2) = A(q(t1),w).

@ Dados dos segmentos de entrada admisibles consecutivos
wi: [t1, 2] = Uy wy: [ta, t3] — U, y asumiendo que la
concatenacion wi o wy € €2, debe cumplirse
A(g,w1 owr) = A(A(q,w1),w).

La restriccidn dltima nos dice que la funcién A para definir un
sistema dinamico no puede ser arbitraria.
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Sistemas Estacionarios y Sistemas Lineales

Sistemas Estacionarios

Dados dos segmentos wy : [t1, to] — U,ws : [t1 + At, to+ At] — U
con la propiedad wi(t) = wa(t + At), cuando la funcién de
transicién cumple que A(q,w1) = A(g, w?) se dice que el sistema
es estacionario o invariante en el tiempo.

Lo que ocurre en los sistemas estacionarios o invariantes en el
tiempo no depende explicitamente del tiempo inicial considerado.

Sistemas Lineales

Dados dos segmentos wj : [t1, t2] — U,ws : [t1, t2] — U, cuando la
funcién de transicién cumple que

A(gr + g2, w1 +w2) = A(g1, w1) + A(ga,w2) y ademds vale que
A1 + g2) = A(q1) + A(g2), se dice que el sistema es lineal.

En los sistemas lineales vale el principio de superpasicion.
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