MATEMATICA APLICADA 2 Segundo cuatrimestre 2014

Licenciatura en Fisica, Universidad Nacional de Rosario

Trabajo practico n® 6: Espacios de Hilbert. Funcionales lineales

1. Pruebe que son productos internos

+oo n
(a) <f79>=/ f*(@)g(x)dz, [, g€ La(R); (b) <wy>=> ziy, =,yeC
> i=1
“+oo
(c) <f,g>= / p(x)f*(x)g(x)dx,  f,g € Ly(R),p >0 funcién peso.

2. Muestre que en un espacio prehilbertiano se cumple:

a) desigualdad de Cauchy-Schwarz
| <y > [ <|[llllyll,

b) demuestre que ||z| = /< @, > es una norma,

¢) teorema de Pitdgoras: si x L y entonces
lz +yl* = ll=]1* + lly11%,
d) regla del paralelogramo
lz + yl* + llz — yl* = 2[l2l* + 2]ly]1*.

Nota: El teorema de Jordan-Von Neumann prueba que una norma puede ser derivada de un
producto interno sdlo si satisface la regla del paralelogramo y vale ademds la llamada identidad
de polarizacion:

1 ) . . .
<zy>=7[lz+yl’ =~ llz—yl” +ile+iyl* —ile —iyl?].
e) demuestre que el producto interno es continuo, es decir, si z, — z e y, — y, entonces

< Tp,Yn >— (1773/)

3. Indique si los siguientes espacios normados son también prehilbertianos

n 1
a) Ry con [, = (Shey loxl?)'"”,

b) El espacio de funciones continuas definidas en [0, 7] con la norma del supremo.

4. Sean Hy, y Hs dos espacios de Hilbert. Sea H el conjunto de los pares ordenados de Hy X Hy con
la suma y multiplicacién definidas como sigue:

(h1,h2) + (91, 92) = (h1 + g1, ha + g2)

A(hi, he) = (A1, Aho).
Muestre que el producto interno definido mediante
< (h1,h2),(91,92) > =< hi,01 > + <h2,92>

satisface los axiomas del producto interno y H con este producto interno es un espacio de Hilbert.
H es el llamado el espacio suma directa de Hy y Hs y se escribe H = Hy & Hs.



5.

10.

11.

12.

Halle la mejor aproximacién de e* en Lo([0, 1]) por polinomios de grado menor o igual a 1. Calcule
el error que se comete. Repita lo anterior con polinomios de grado menor o igual a 2.

. Sea H un espacio de Hilbert, v un vector arbitrario de H.

a) Demuestre que si {e1, €2, -} es una sucesién infinita de vectores ortonormales en H, necesa-
riamente lim,, ,o < e,,v > = 0.

b) Demuestre entonces que lim,, oo < Tp,y >=< x,y >, Yy € H, (se dice que x, converge
débilmente a x) no implica lim,_, x, = x. Pero si ademds ||z,| — ||z|| o bien {x,} tiene
limite, entonces se puede concluir que z,, — x.

. Pruebe la siguiente generalizacion de la férmula de Parseval. Si H es un espacio de Hilbert separable

y {e1,ez2, -} es una base ortonormal, entonces para todo x,y € H vale

oo
<x,y>:2<x,ek > e,y >.
k=1

Se dice que uno expande el producto interno insertando un sistema ortonormal completo. Ademés
si la relacién vale para todo par x,y entonces el conjunto {e} es un sistema ortonormal completo.

. Considere el espacio Lo ([0, 27]). Puede demostrarse que para cualquier g € La([0, 27]) las ecuaciones

2m
/ g(x)e™dr =0, n=0,+1,42,---,
0

implican g = 0 c.t.p. Use este resultado para probar que el conjunto ortonormal e, (x) Ve
es completo. Defina

1 271' .
Cp = — x)e ""Tdx,
== [ 1@

para cualquier funcién f € Ly([0, 27]). Justifique rigurosamente la férmula de expansién en series
de Fourier

f(.%‘) — \/% Z cneinx.

n=—oo

Justifique también la ecuacién (férmula de Parseval cldsica)

S Jenl? = / (@) P

(La féormula de Fourier implica convergencia puntual de la serie a la funcién f?

. La férmula de Parseval es muy 1til para sumar series. Por ejemplo, sea f(x) = z—1/2 en el intervalo

[0, 1]. Calcule los coeficientes de Fourier de f respecto de la base ortonormal de funciones periédicas
complejas. Use la férmula de Parseval para evaluar la serie Y, | 1/k?.

Demuestre que:

a) Ut es un subespacio vectorial cerrado para cualquier subconjunto U de un espacio de Hilbert.

b) Si U es un subespacio cerrado de H entonces muestre que H = U & U+.

a) Sean N y M dos subespacios vectoriales cerrados de un espacio de Hilbert H. Si M C N,
muestre que N+ C M+ y ademés (M+1)+ = M.

b) Sean N y M dos subespacios vectoriales de un espacio de Hilbert H. Si M C N, muestre que
N+t c M+, M c (M+)* = M, pero (M+)* no necesariamente es igual a M.

. Cuaél es el complemento ortogonal del conjunto de las funciones pares en Lo([—1,1])?



13.

14.

15.

16.

Sea R™ el espacio euclideo de n dimensiones y sea a € R™ un vector fijo. Entonces

a) El producto escalar < x,y > define un funcional lineal f(z) = (x,a) sobre R™. Muestre que es
un funcional continuo.

b) Halle la norma de f.

En un espacio de Hilbert con base ortonormal {e, } sea F;, la funcional definida por F, (3", zrer) =
Ty (Es continua? ;Cudl es su nucleo? ;Cudl es su norma?

Sea F' una funcional lineal continua en un espacio de Hilbert. Pruebe que existe un punto zg, de
norma 1, tal que F(zg) = max) =1 |F(z)|. ; Es tnico tal punto?

Sea V = C([—1,1]) el espacio de las funciones continuas con el producto interno usual < f,g > =
f_ll f(z)g(x)dz. Definimos el funcional F' mediante F'(u) = fol u(x)dz. Demuestre que F es lineal

y continuo. jExiste una funcién v € V tal que F(u) =< u,v > para toda u € V7 ; Su respuesta
estd de acuerdo o contradice al teorema de la representacién de Riesz?



