MATEMATICA APLICADA 2 Segundo cuatrimestre 2014

Licenciatura en Fisica, Universidad Nacional de Rosario

Trabajo practico n° 4: Espacios métricos

1. Pruebe que los siguientes pares (F,d) forman un espacio métrico:

0 x
b) E= {SL‘: ($17$2,"',$n>7$n ER},

a) E conjunto arbitrario, d(z,y) = { L ig Vz,y € E.

(espacio euclideo R™). También con di(z,y) = > - |x; — yi| (E,d1) es un espacio métrico.
Lo mismo ocurre con

doo (2, y) = mdx [ —yi |-

Interprete geométricamente di, do y doo para R!, R? y R3.
¢) E=C([a,b)) ={f: f:]a,b] = R, f es continua},

d(f,g9) = méx [ g(t) = f(t) | .

a<t<b

d) B = {{z;}32, : Y72, x7 < oo},

(E,d) = l2
¢) E = C([a,b)) )= [ le(t) - y(o)]2at.
f)E= {{xn}nzl : {xn}nzl es acotada }, d(z,y) = supy, | yr — o |, (E,d) =m

2. Sea (F,d) un espacio métrico. Pruebe que también son distancias las siguientes funciones:

a)

dl(xvy) =

b) d2(1‘7y) = mfn(17d(x; y))a
¢) do(z,y) = ad(x,y).

3. Consecuencias de la desigualdad triangular

a) Si X es un espacio métrico entonces |d(z, z) — d(y, z)| < d(z,y) para todos z,y, z € X.

b) Si z e y son dos puntos distintos de un espacio métrico X, entonces existe un niimero ¢t > 0
para el cual vale Bi(z) N Bi(y) = 0.

¢) Si x pertenece a un espacio métrico X y si r > 0, para cada y € B,(x) existe t > 0 para el
cual vale By(y) C By(z).

d) Si z e y son puntos de un espacio métrico X y si r,s > 0, entonces para cada z € B,.(z) N
B, (y) existe un ndmero ¢t > 0 para el cual vale B;(z) C B,(x) N Bs(y).



e) Una sucesiéon {2, }nen de puntos en un espacio métrico puede converge a lo sumo a un
unico limite.
f) Si una sucesién {z,,} converge a x, entonces es una sucesién de Cauchy.

4. Considere C([0,27]). Sea f(t) = cost y g(t) = sent. Determine el més pequenio r > 0 de manera
que f € B(g,r).

5. Muestre las siguientes propiedades de la clausura de un conjunto A:

a) Ael[A]

b) [[A]] = [A]

c¢) si A; C Ay entonces [A1] C [A2]
d) [A1U Ap] = [A1] U [A].

)

6. a) Dos métricas d; y ds sobre un mismo conjunto X se dice que son equivalentes si la conver-
gencia a un limite en cualquiera de las métricas implica la convergencia al mismo limite en
la otra métrica. Demuestre que si existen constantes positivas a y 3 tales que para todo
z,y € X

ady(z,y) < do(x,y) < Bdi(z,y),

entonces d; y do son equivalentes.

b) Sea X el conjunto de las funciones u reales continuamente derivables en [0, 1] que satisfacen
u(0) = 0. Para f,g € X definimos

1 1
d(f.g) = /0 (f — 9)de,  dolf.g) = /0 (f' — ¢')2da,

9) = \Jd3(f.9) + d3(f.g),

demuestre que di,ds, d3 son métricas en X. Demuestre que ds y ds son equivalentes. dy y
dy no son equivalentes, lo que se deduce examinando elementos de la forma sen(ax).

7. Muestre que la distancia es continua en R. Esto es, muestre que si (E,d) es un espacio métrico
y se tiene z,, = ¢y y, — y en (F,d) entonces d(z,,y,) — d(z,y).

8. Sean A, B y C subconjuntos de un espacio métrico X, tal que A C B C C. Demuestre que si A
es denso en By B es denso en C, entonces A es denso en C.

9. Sea (F, d) un espacio métrico y A C E. Muestre que las siguientes proposiciones son equivalentes:

a) [A] = E (A es denso en E).
b) El dnico conjunto cerrado que contiene a A es E.
¢) Vo € E se tiene que ANV #£ 0, VV C B(x).
d) ANV’ #£ () YV’ abierto no vacio contenido en E.
e) Vx € E se tiene que AN B,.(z) # 0 Vr > 0.

)

Ve e E, H{x,}52, C Az, >z en E.
10. Sea b € R,b > 1, n € N de manera que n? < b < (n + 1)2. Sea la siguiente sucesiéon

Top=T"n

_ b—n? =0.1
Tmt1 =N+ 5~ m=0,1,---

Demuestre que z,, — /b.

Ayuda: construya una adecuada funcién f : [1,400) — [1,+00) y aplique el teorema del punto
fijo de Banach.



11.

12.

Muestre que T : R — R definida mediante
m
T(z) = 5 + x — arctan(x)
no tiene puntos fijos, y
T(x) = T(y)| < |z —y|
para todo z,y € R. jPor qué este ejemplo no contradice el teorema de la contraccion?

La siguiente ecuacién integral para f : [—a,a] — R aparece en un modelo del movimiento de
particulas de gas en una linea:

f(x)_1+71r/a1+(xl—y)2f(y)dy para —a <z < a.

Pruebe que esta ecuacion tiene una tinica solucién continua para cada 0 < a < co. Pruebe que
esa solucién es no-negativa. ;Qué puede decirse cuando a = co?



