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Introduccién

Definiciones

Coloreo cldsico

Sea G = (V,E) (simple). Un k-coloreo es una particién de G, Gy,
..., C, de V tal que:

u,ve(G = uw¢E Vji=1,...k
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Definiciones

Coloreo cldsico

Sea G = (V,E) (simple). Un k-coloreo es una particién de G, Gy,
..., C, de V tal que:

u,ve(G = uw¢E Vji=1,...k

Coloreo equitativo

Un k-eqcol es un k-coloreo tal que:
|Gl -IGll <1 Vij=1,...,k
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Introduccién

Definiciones

Coloreo cldsico

Sea G = (V,E) (simple). Un k-coloreo es una particién de G, Gy,
..., C, de V tal que:

u,ve(G = uw¢E Vji=1,...k

Coloreo equitativo

Un k-eqcol es un k-coloreo tal que:
|Gl -Gl <1 Vij=1,...,k

Numero cromatico equitativo

Xeq(G) = min{k : G admite un k-eqcol}

* Hallar xeq(G) es NP-Hard [Kubale M. (2005)].
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Introduccién

Coloreo clasico vs. Coloreo equitativo

= Un grafo que admite un k-eqcol puede no admitir un
(k + 1)-eqcol.

Conjunto de “saltos”

F(G) = {k > Xeq(G) : P k-eqcol en G}.

e

2 — eqcol 4 — eqcol 5 — eqcol — eqcol

S (Ks33) = {3}

G
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Introduccién

Coloreo clasico vs. Coloreo equitativo

* G’ C G, pero xeq(G') puede ser mayor a xeq(G

S heded

Xeq(K15) =4 Xeq(Kis UKisUKis) =3

= No podemos restringirnos a grafos conexos como en el caso
del coloreo clésico.
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Introduccién

Modelo entero para el Problema de Coloreo Clasico
[Méndez-Diaz |. y Zabala P. (2005)]

1 si el color j es asignado a v, 1 x, =1 para algin v,
ij = VV_] =

0 sino, 0 sino.

G

Daniel Severinl, Isabel Méndez-Dfazz‘ Graciela Nasini

Nuevas facetas del poliedro de coloreo equitativo



Introduccién

Modelo entero para el Problema de Coloreo Clésico
[Méndez-Diaz |. y Zabala P. (2005)]

1 si el color j es asignado a v, 1 x, =1 para algin v,
ij = VV_] =

0 sino, 0 sino.

(x,w) coloreo «— (x,w) es binario y satisface :

n

ZXV_,':]., VveV

j=1

Xyj + xvj < wj, YuveE, j=1,...,n-1
VVJ'+1§VVJ'7 Vj:1,...,n—1
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Introduccién

Modelo entero para el Problema de Coloreo Clésico
[Méndez-Diaz |. y Zabala P. (2005)]

1 si el color j es asignado a v, 1 x, =1 para algin v,
ij = VV_] =

0 sino, 0 sino.

(x,w) coloreo «— (x,w) es binario y satisface :

n

ZXV_,':]., VveV

j=1

Xyj + xvj < wj, YuveE, j=1,...,n-1
VVJ'+1§VVJ'7 Vj:1,...,n—1

= x(G) = min{é:1 w; : (x, w) coloreo}
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Introduccién

Modelando la equidad

* k-eqcol & k-coloreo tal que [n/k| < |G| < [n/k] V¥ j.
* Notar que |G| = ) xy;.
veV

G
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Introduccién

Modelando la equidad

* k-eqcol & k-coloreo tal que [n/k| < |G| < [n/k] V¥ j.
* Notar que |G| = ) xy;.
veV

= También wy — wi41 =1 & (x,w) es k-eqcol.

G
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Modelando la equidad

* k-eqcol & k-coloreo tal que [n/k| < |G| < [n/k] V¥ j.
* Notar que |G| = ) xy;.
veV

= También wy — wy11 =1 < (x,w) es k-eqcol.
= En EuroAlio 2008 propusimos:

ZXW—W”+Z (Wk—Wk+1) Vi=1,...,n—1,
veVv k=

k
t; = tamano clase Cj en k-eqcol
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Introduccién

Modelando la equidad

* k-eqcol & k-coloreo tal que [n/k| < |G| < [n/k] V¥ j.
* Notar que |G| = ) xy;.
veV

= También wy — wi41 =1 & (x,w) es k-eqcol.

= En EuroAlio 2008 propusimos:

ZXW—W”+Z (Wk—Wk+1) Vi=1,...,n—1,

veVv k=

k

t; = tamano clase Cj en k-eqcol

= Elimina soluciones simétricas: |G| > |Cj41].
= Dificil de estudiar.
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Introduccién

Modelando la equidad

* k-eqcol < k-coloreo tal que |n/k] < |Cj| < [n/k] ¥ j.

= Notar que |G| = > x,;.
veVv

* También wy — wyy1 =1 < (x,w) es k-eqcol.

= En este trabajo proponemos:

n .
ZXVJ-ZWn-I-Z{;J(Wk—WkH), Vj=1,...,n—1,
vev k=j

n—1 n
vajSWn-l-Zh-‘(Wk—WkH), Vj=1,...,n-1
vev k=j
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Introduccién

Modelando la equidad

* k-eqcol < k-coloreo tal que |n/k] < |Cj| < [n/k] ¥ j.

= Notar que |G| = > x,;.
veVv

* También wy — wyy1 =1 < (x,w) es k-eqcol.

= En este trabajo proponemos:

n—1
n .
ZXVJ-ZWn-I-Z{;J(Wk—WkH), Vj=1,...,n—1,
k=j

veV

n—1 n
vajg Wn+Z’V;-‘(Wk_Wk+1)7 V.j:]-)"'?n_l'
veV k=j

= Resultados utiles para poliedro de EuroAlio 2008.
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Introduccién

Formulacién para el Problema de Coloreo Equitativo

(x,w) egcol «+ (x,w) es binario y satisface :

ZX‘/j:]" VveV
j=1
Xyj + Xy < W, YVuveE j=1...,n-1
VVj-i,-1SVVj, v.j:]w'"an_l

n—1

n

ZXVJZ WH+ZLkJ(Wk Wk+1)7 v./:]'v 7"71
vev k=j

n—1 n
ZXVjSWn‘i‘Z’Vk-‘(Wk—WkJrl), Vji=1,...,n—1
veV k=j
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Introduccién

Formulacién para el Problema de Coloreo Equitativo

(x,w) egcol «+ (x,w) es binario y satisface :

ZXVj:la VveV
j=1
Xyj + Xy < W, YVuveE j=1...,n-1
VVj-i,-1SVVj, v.j:]w'"an_l
n—1
n
. > _ — _
ZXVJ_W,,+Z\J<J(W;< Wk+1), Vj=1,...,n—1
veV k=j
n—1 n
vajgwﬁZ{J(wk—wm), Vji=1,...,n—1
veV k=j
Xjj < wj, Vi aislado, j=1,...,n—1
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Introduccién

Formulacién para el Problema de Coloreo Equitativo

(x,w) egcol «+ (x,w) es binario y satisface :

ZX‘/j:]" VveV
Xyj + Xy < W, YVuveE j=1...,n-1
wit1 < wj, vVj=1,...,n—1

n .
ZXVJZWH+Z\‘I<J Wk+1)7 v./:]'v"wn*l
veVv k=

n .
ZXVJSW”ZM wi—wis),  Vj=1...n-1
veV k=
Xjj < wj, Vi aislado, j=1,...,n—1

" Xeq(G) = min{3 7, w; : (x,w) eqcol}

G
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Introduccién

Aspectos poliedrales del modelo

= ECP = conv{(x,w) : (x,w) eqcol}.

* CP = conv{(x,w) : (x,w) coloreo}.
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Introduccién

Aspectos poliedrales del modelo

= ECP = conv{(x,w) : (x,w) eqcol}.

* CP = conv{(x,w) : (x,w) coloreo}.

ECP CCP

G
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Introduccién

Aspectos poliedrales del modelo

= ECP = conv{(x,w) : (x,w) eqcol}.
* CP = conv{(x,w) : (x,w) coloreo}.

ECP CCP

las desig. validas de CP son desig. validas de ECP.
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Introduccién

Aspectos poliedrales del modelo

= ECP = conv{(x,w) : (x,w) eqcol}.

* CP = conv{(x,w) : (x,w) coloreo}.
ECP CCP

las desig. validas de CP son desig. validas de ECP.

Objetivo: Encontrar familias de desigualdades vélidas para ECP
que puedan ser utilizadas en un B&C.
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Introduccién

Aspectos poliedrales del modelo

= ECP = conv{(x,w) : (x,w) eqcol}.

* CP = conv{(x,w) : (x,w) coloreo}.
ECP CCP

las desig. validas de CP son desig. validas de ECP.

Objetivo: Encontrar familias de desigualdades vélidas para ECP
que puedan ser utilizadas en un B&C.

1. Estudiar desig. que definen facetas para CP en el contexto de
ECP.
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Introduccién

Aspectos poliedrales del modelo

= ECP = conv{(x,w) : (x,w) eqcol}.
* CP = conv{(x,w) : (x,w) coloreo}.

ECP CCP

las desig. validas de CP son desig. validas de ECP.
Objetivo: Encontrar familias de desigualdades vélidas para ECP
que puedan ser utilizadas en un B&C.

1. Estudiar desig. que definen facetas para CP en el contexto de
ECP.

2. Buscar desig. validas para ECP, no vélidas para CP
(asociadas a la equidad).

G
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Introduccién

Desigualdades validas genéricas

* Cualquier faceta (salvo wj;1 < w;) de CP o ECP puede ser
definida con una desigualdad de la forma

n n—1
E , E :avjxvj < IpWa + E (Wi — Wit1),
=1 vev k=1

donde a,; € Z; y

k
LCP _ max{z > agixy 1 (x,w) k—coloreo}, k>x

k Jj=1lvevVv
0, sino
K
P max{z > agxy o (x,w) k—eqcol}, k>xeqNk ¢S5
ry = j=lveVv
0, sino

G
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Introduccién

Desigualdades validas genéricas

* Cualquier faceta (salvo wj;1 < w;) de CP o ECP puede ser
definida con una desigualdad de la forma

n n—1
E , E :avjxvj < IpWa + E (Wi — Wit1),
=1 vev k=1

donde a,; € Z; y

k
LCP _ max{z > agixy 1 (x,w) k—coloreo}, k>x

k Jj=1lvevVv
0, sino
K
P max{z > agxy o (x,w) k—eqcol}, k>xeqNk ¢S5
ry = j=lveVv
0, sino

" ECPCCP — P < (CP,

G
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Introduccién

Desigualdades validas genéricas

= Caso particular: a,; € {0,1}

Vl,VQ,...,VnCV

Z Z Xyj < rpWp + Z re(wix — wit1),

Jj=1vey;

G
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Introduccién

Desigualdades validas genéricas

= Caso particular: a,; € {0,1}

Vi,Vo,...,V,CV

Z Z Xyj < rpWp + Z re(wix — wit1),

Jj=1vey;
= Ejemplo: V, > =V, V; =@ Vj# n—2 (equidad col. n—2)

(*) Z Xun—2 < 2Wpy2 — Wy

vev

n
rnef;’:{n_2]:2<3:rgz’2

(%) es valida en ECP pero no en CP.

G
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Introduccién

Desigualdades validas heredadas de C'P

Vi=Q Vi=o VI#j

Desigualdades Clique

Sea Q C V clique, |Q|>2yj=1,...,n—1. Entonces

ZXVjSWj

vER

es valida para CP.

G
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Introduccién

Desigualdades validas heredadas de C'P

Vi=Q Vi=o VI#j

Desigualdades Clique

Sea Q C V clique, |Q|>2yj=1,...,n—1. Entonces
D% < w
vER

es valida para CP.
Ademas define faceta de CP si y sélo si @ es maximal.
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Introduccién

Desigualdades validas heredadas de C'P

Vi=Q Vi=2 VI#j

Desigualdades Clique

Sea Q C V clique, |Q|>2yj=1,...,n— 1. Entonces
DX < W,
veER

es valida para ECP.
Ademas define faceta de ECP si y sélo si @ es maximal.
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Nuevas desigualdades valid

Desigualdades validas heredadas de C'P

Vk:{v} Vk>j, Vimo YVk<j

Desigualdades Block

SeaveVyj=1,...,n—1. Entonces

n
E Xvk < wij
k=j

es valida para CP.

G
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Ir

Nuevas desigualdades vélidas de ECP

Desigualdades vaélidas heredadas de CP

Vk:{v} Vk>j, Vimo YVk<j

Desigualdades Block

SeaveVyj=1,...,n—1. Entonces

n
E Xvk < wij
k=j

es valida para CP.
Ademas, define faceta de CP si y sélo si se verifican:

= j—12=x(G).
= j=n—1 = v no es un Vértice universal.
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Introduccién
>

Nuevas desigualdades vélidas de £C7

Desigualdades vaélidas heredadas de CP

Vi={v} Vk>j, Vi=a Vk<j

Desigualdades Block
SeaveVyj=1...,n—1. Entonces

n
E Xk < wj
k=j

es valida para ECP.
Ademas, define faceta de ECP si y sélo si se verifican:

"j—1>xeq(G) N j—1¢ 7.
= j=n—1 = v no es un vértice universal.
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Nuevas desigualdades validas de ECP

Nuevas desigualdades validas de ECP

i Si consideramos un conjunto de vértices S y un conjunto de
colores C?
Vi=SVjeC Vi=a Vj¢C

G
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Nuevas desigualdades validas de ECP

Nuevas desigualdades validas de ECP

i Si consideramos un conjunto de vértices S y un conjunto de
colores C?
Vi=SVjeC Vi=a Vj¢C

= Desigualdades CS:

n—1
Z vaj < Z r(k,c,s)(Wk - Wk+1) + M(n,C,5)Wh,
jeC ves k=1

donde r(, c,5) = méaxima cant. de vértices de S que pueden
ser pintados con C en un k-eqcol.

G
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Nuevas desigualdades validas de ECP

Nuevas desigualdades validas de ECP

i Si consideramos un conjunto de vértices S y un conjunto de
colores C?
Vi=SVjeC Vi=a Vj¢C

= Desigualdades CS:

n—1
Z vaj < Z r(k,c,s)(Wk - Wk+1) + M(n,C,5)Wh,
jeC ves k=1

donde r(, c,5) = méaxima cant. de vértices de S que pueden
ser pintados con C en un k-eqcol.

= S clique — es comb. lineal de desig. cliques.

G
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Nuevas desigualdades validas de ECP

Nuevas desigualdades validas de ECP

i Si consideramos un conjunto de vértices S y un conjunto de
colores C?
Vi=SVjeC Vi=a Vj¢C

= Desigualdades CS:

n—1
Z vaj < Z r(k,c,s)(Wk - Wk+1) + M(n,C,5)Wh,
jeC ves k=1

donde r(, c,5) = méaxima cant. de vértices de S que pueden
ser pintados con C en un k-eqcol.

= S clique — es comb. lineal de desig. cliques.

= S no clique — se pueden liftear términos.

G
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Nuevas desigualdades validas de ECP

Validez desigualdades CS

Validez desigualdades CS (lifteadas)

SeaSC Vitalque2<|S|<n-1.
Sea C C {1,...,n—2} tal que |C| < |S|. Entonces

n
S Xt D 1<) rue,s) (W — Wierr) +Wao1 + | Clwa.

JjeCvesS veV k=1

es valida < S no es una clique.

G
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Introduccién

Nuevas desigualdades validas de ECP

Validez desigualdades CS

Validez desigualdades CS (lifteadas)

SeaSC Vitalque2<|S|<n-1.
Sea C C {1,...,n—2} tal que |C| < |S|. Entonces

2D %t D X1 < Zf<kcs> W = Wick1)+Wn—1 + | C|wn.
JjeCvesS veV
es valida < S no es una clique.
Vi=S§VjelC Vo=V, V=2 VjéCu{n-1}:
= S no clique — obtenemos la misma.

= S clique — obtenemos similar con +2w,_1 que es comb.
lineal de desig. cliques y equidad n — 1.

G
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Introdu

Nuevas desigualdades validas de £ P

Facetitud desigualdades CS

Facetitud desigualdades CS (lifteadas)

Sea S C V tal que 3< |5 <n—2y S no es una clique.

Sea C C {1,...,n—2} tal que |C|=|S| — 1.

Supongamos que V v € V\S, 3 vi v2 v3 v* € SU {v} distintos
tales que viv2 ¢ E y v3v* ¢ E. Entonces

n
ZZXVJ-—F Z Xyn—1 < Z rk,C,s) (Wk — Wicq1) +wn—1 + | C|wp.

jeCveS veV k=1

define faceta de ECP < V\S no es una clique.

G
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Nuevas desigualdades validas de ECP

Facetitud desigualdades CS

= Si no se dan las cond. suficientes puede ocurrir:

= faceta

G

Daniel Severinl, Isabel Méndez-Dfazz‘ Graciela Nasini

Nuevas facetas del poliedro de coloreo equitativo



Nuevas desigualdades validas de ECP

Facetitud desigualdades CS

= Si no se dan las cond. suficientes puede ocurrir:

= faceta

=3dv¢gS  Vjel, x,;=0
lifting — creceS — desig. CS con |C|=|S| -2

G
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Facetitud desigualdades CS

= Si no se dan las cond. suficientes puede ocurrir:

= faceta
=3dv¢gS  Vjel, x,;=0
lifting — creceS — desig. CS con |C|=|S| -2

- Z Xvn—2 = Wp—2
vev

lifting ——  aparecen + > ., Xun2 Y +W, 2
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Nuevas desigualdades validas de ECP

Facetitud desigualdades CS

= Si no se dan las cond. suficientes puede ocurrir:

= faceta

dv¢sS :Vje(, x;=0
lifting — creceS — desig. CS con |C|=|S| -2

- Z Xvn—2 = Wp—2

vev

lifting ——  aparecen + > ., Xun2 Y +W, 2
=si C={1,2,...,p}, puede que:

n
AveES © > Xk + Xkt e X = Wi
k=p+1

G
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Nuevas desigualdades validas de ECP

Facetitud desigualdades CS

= Sj

no se dan las cond. suficientes puede ocurrir:

= faceta

dv¢sS :Vje(, x;=0
lifting — creceS — desig. CS con |C|=|S| -2

- Z Xvn—2 = Wp—2
vev

lifting ——  aparecen + > ., Xun2 Y +W, 2

si C=1{1,2,...,p}, puede que:

AveES © > Xk + Xkt e X = Wi
k=p+1

= otros casos?
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Nuevas desigualdades validas de ECP

Facetitud desigualdades CS

= Si no se dan las cond. suficientes puede ocurrir:

= faceta
=3dv¢gS  Vjel, x,;=0
lifting — creceS — desig. CS con |C|=|S| -2
- Z Xvn—2 = Wp—2
vev
lifting ——  aparecen + > ., Xun2 Y +W, 2
=si C={1,2,...,p}, puede que:

AveES © > Xk + Xkt e X = Wi
k=p+1

= otros casos?

= Dificil (hay que lidiar con k-eqcols afin. indep. tales que
k <n/2 |G| >2).

G
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Nuevas desigualdades validas de ECP

i También son vaélidas en CP?

S = vért. rojos C=1{1,4}

szvj+zxv5§2W3+W4+W5—W6

jeCves veV
2 1 2
1 3 1 3
1 3 1 3
3 — eqcol 3 — coloreo

G
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Nuevas desigualdades validas de ECP

i También son vaélidas en CP?

S = vért. rojos C=1{1,4}

szvj+zxv5§2W3+W4+W5—W6

jeCves veV
2 1 2
1 3 1 3
1 3 1 3
3 — eqcol 3 — coloreo

= Vdlida en ECP, no en CP. También faceta de ECP.

G

Daniel Severinl, Isabel Méndez-Dfazz‘ Graciela Nasini

Nuevas facetas del poliedro de coloreo equitativo



Nuevas desigualdades validas de ECP

i También son vaélidas en CP?

S = vért. rojos C=1{1,4}

szvj+zxv5§2W3+W4+W5—W6

jeCves veV
2 1 2
1 3 1 3
1 3 1 3
3 — eqcol 3 — coloreo

= Vdlida en ECP, no en CP. También faceta de ECP.
= rfcp:2<3:r§7).
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Nuevas desigualdades validas de ECP

Separacién de desigualdades CS

= Problema: Calcular r(, c s) es “dificil” en G arbitrario.
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Nuevas desigualdades validas de ECP

Separacién de desigualdades CS

= Problema: Calcular r(, c s) es “dificil” en G arbitrario.

= |, = grafo de n vértices aislados.

= Calcular ry c sy es O(n) para I,.
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Nuevas desigualdades validas de ECP

Separacién de desigualdades CS

= Problema: Calcular r(, c s) es “dificil” en G arbitrario.

= |, = grafo de n vértices aislados.

= Calcular ry c sy es O(n) para I,.

. ('; .9 > r(‘,;( cs) —— se puede construir desig. CS vilidas
para G usando las de /,.
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Nuevas desigualdades validas de ECP

Separacién de desigualdades CS

= Problema: Calcular r(, c s) es “dificil” en G arbitrario.
= |, = grafo de n vértices aislados.
= Calcular ry c sy es O(n) para I,.

. ('; .9 > r(‘,;( cs) —— se puede construir desig. CS vilidas
para G usando las de /,.

= Sin embargo, resultan muy débiles.
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Separacién de desigualdades CS

= Problema: Calcular r(, c s) es “dificil” en G arbitrario.

= |, = grafo de n vértices aislados.

= Calcular ry c sy es O(n) para I,.

. r('LC,s) > r(i’c)s) — se puede construir desig. CS vilidas

para G usando las de /,.
= Sin embargo, resultan muy débiles.

= Trabajos futuros:

= Mejorar la cota de r((/;(,C,S)'
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Separacién de desigualdades CS

= Problema: Calcular r(, c s) es “dificil” en G arbitrario.

= |, = grafo de n vértices aislados.

= Calcular ry c sy es O(n) para I,.

. r('LC,s) > r(i’c)s) — se puede construir desig. CS vilidas
para G usando las de /,.

= Sin embargo, resultan muy débiles.

= Trabajos futuros:

= Mejorar la cota de r((/;(,C,S)'

« Investigar desig. CSv: 37> " ey Xuj + D jecr Xy < -
Is — noneg. + (wj;1 < w;) + block + equidad + CS 4 CSv
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Nuevas desigualdades validas de ECP

Separacién de desigualdades CS

= Problema: Calcular r(, c s) es “dificil” en G arbitrario.

= |, = grafo de n vértices aislados.

= Calcular ry c sy es O(n) para I,.

. r('LC,s) > r(i)c)s) — se puede construir desig. CS vilidas
para G usando las de /,.

= Sin embargo, resultan muy débiles.

= Trabajos futuros:

= Mejorar la cota de r((/;(,C,S)'

« Investigar desig. CSv: 37> " ey Xuj + D jecr Xy < -
Is — noneg. + (wj;1 < w;) + block + equidad + CS 4 CSv

= Buscar otras familias de desigualdades validas para ECP.
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Nuevas desigualdades vélidas de

GRACIAS!
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