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Estudio poliedral y algoritmo Branch-and-Cut para el Problema de Coloreo Equitativo en Grafos

Resumen

Los problemas de coloreo de grafos constituyen una familia de problemas de una gran relevancia tanto
teórica como práctica. Todos ellos son variaciones del problema del coloreo clásico, cuyo estudio se inició
en el Siglo XIX. El origen de estas variaciones radica en las restricciones adicionales que imponen las
aplicaciones a problemas de la vida real. En esta tesis abordamos en particular elProblema de Coloreo
Equitativo en Grafos.

Como muchos problemas de Optimización Combinatoria, el Problema de Coloreo Equitativo es un pro-
blema NP-difícil. Los algoritmos Branch-and-Cut basados en el estudio poliedral de una formulación del
problema como programa lineal entero, son la herramienta más efectiva que se conoce para la resolución
exacta de problemas NP-difíciles.

En esta tesis se propone un modelo de programación lineal entera para el Problema del Coloreo Equi-
tativo y se estudia el poliedro asociado. Se derivan varias familias de desigualdades validas y se prueba que
siempre definen caras de alta dimensión, lo cual es un buen indicador para la utilización de las mismas como
planos de corte. Finalmente, se desarrolla e implementa un algoritmo Branch-and-Cut para el Problema de
Coloreo Equitativo que resulta altamente competitivo con los algoritmos exactos conocidos.
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A polyhedral study and a Branch-and-Cut Algorithm for the Eq uitable Graph Coloring Problem

Abstract

The graph coloring problems constitute a family of problemsof great theoretical and practical relevance.
All of them are variations of the classical coloring problem, whose study began in the nineteenth century.
The origin of these variations arises from the additional restrictions imposed by applications to real life
problems. In particular, this thesis deals with theEquitable Graph Coloring Problem.

Like many combinatorial optimization problems, the Equitable Coloring Problem is NP-hard. It is
known that Branch-and-Cut algorithms based on the polyhedral study of a formulation of the problem as an
integer linear program, are the most effective tool for solving NP-hard problems.

This thesis proposes a linear integer programming model forthe Equitable Coloring Problem and stud-
ies the polytope associated to that model. Several familiesof valid inequalities that define faces of high
dimension are derived in order to use them later as cutting planes. Finally, a Branch-and-Cut algorithm for
the Equitable Coloring Problem that is highly competitive against known exact algorithms is developed.
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Capítulo 1

Introducción

1.1. Problemas de coloreo en grafos

Varios autores coinciden en indicar como el primer trabajo de Teoría de Grafos el documento sobre
los 7 puentes de Königsberg, publicado en 1736 por Leonhard Euler [34]. Sin embargo, no fue hasta 1878
que James Joseph Sylvester, en un artículo publicado en la revistaNature[73], acuña el términografo para
denomimar a estas estructuras definidas por un número finito de vérticesy una familia de pares de vértices,
denominadosaristas. Hoy en día, los grafos permiten modelar muchos y muy diversos problemas de interés
práctico, incluyendo la dinámica de procesos en sistemas físicos, biológicos y sociales.

Uno de los problemas más famosos y conocidos de la Teoría de Grafos es el Problema de los Cuatro
Colores: ¿Es cierto que 4 colores son suficientes para pintar las regiones de cualquier mapa dibujado sobre
un plano y de manera que dos regiones con una frontera común tengan diferentes colores? Esta pregunta
fue formulada por Francis Guthrie en 1852 cuando intentaba colorear el mapa de los condados de Inglaterra.

Si se construye un grafo con un vértice por cada región a colorear y una arista entre cada par de vértices
correspondientes a regiones linderas, el problema se reduce a preguntarse si es posible colorear con cuatro
colores los vértices de este grafo, con la restricción de quedos vértices unidos por una arista no compartan el
mismo color. Los grafos así obtenidos resultan ser losgrafos planaresy el Problema de los Cuatro Colores
plantea determinar si todo grafo planar puede ser coloreadocon 4 colores.

El problema permaneció sin resolverse hasta 1976 cuando Kenneth Appel y Wolfgang Haken hacen
uso de las nociones desarrolladas por Heesch en [43] y reducen el problema a chequear ciertas propiedades
sobre 1.936 configuraciones. Esta tarea se realiza con la asistencia de una computadora y permite contestar
afirmativamente a la pregunta original [7]. La prueba no fue plenamente aceptada por la comunidad científica
debido a la complejidad de verificar manualmente los resultados de la computadora sobre cada una de las
1.936 configuraciones diferentes. Posteriormente, en 1997, Neil Robertson, Daniel Sanders, Paul Seymour
y Robin Thomas simplifican la prueba a 633 configuraciones [70].

La extensión natural del Problema de los Cuatro Colores es elproblema conocido comoColoreo de
Grafos(PCG):¿cuál es la cantidad mínima de colores necesaria para colorear los vértices de un grafo de
tal manera que vértices conectados por una arista no compartan el mismo color?

El PCG es uno de los problemas de Teoría de Grafos de mayor impacto debido al gran número de
aplicaciones que pueden ser modeladas como instancias del mismo. Sólo a modo de ejemplo mencionamos
las siguientes: Programación de Tareas [32], Asignación de Frecuencias [53] y Asignación de Registros
[23]. Una lista más completa de aplicaciones se encuentra en [67].

El impacto de la resolución de problemas de la vida real a través de su modelización como instancias
del PCG llevó naturalmente a intentar resolver otros problemas cuyas soluciones podían también modelarse
como coloreos de un grafo aunque con ciertas restricciones adicionales. Esto ha dado lugar a numerosas
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1. Introducción

variantes del PCG como por ejemploList Coloring, en donde cada vértices tiene especificada una lista de
colores admisibles, oT-Coloring donde, si los colores se representan con números naturales,la diferencia
entre colores asignados a vértices adyacentes no debe pertenecer a una lista preestablecida [33]. En parti-
cular, ciertas aplicaciones del PCG requierenequilibrar la cantidad de vértices pintados con cada color, lo
cual da lugar al concepto decoloreos equitativos.

1.2. El Problema de Coloreo Equitativo de Grafos

En los problemas de Programación de Tareas, cada vértice delgrafo es una tarea a realizar, las aristas
indican ciertas incompatibilidades que impidan que ambas puedan ser realizadas por el mismo trabajador
(por ejemplo, en el caso en que ambas tareas deban llevarse a cabo en el mismo horario) y cada color es un
trabajador al cual se le asigna un conjunto de vértices o tareas. El objetivo es contratar la menor cantidad de
trabajadores posibles.

En este problema es natural requerir que la distribución de la carga laboral sea uniforme. Esta restricción
adicional deequitatividadda lugar a una variante del PCG llamadaProblema de Coloreo Equitativo en
Grafos(PCEG), introducida por Meyer en 1973 [65]. Más precisamente, en el PCEG se requiere que, dados
dos colores cualesquiera, la cantidad de vértices pintadoscon cada uno de estos colores difiera a lo sumo en
una unidad.

Entre otras aplicaciones del PCEG podemos mencionar:

Asignación de aulas a asignaturas[33]. Consideremos una universidad que necesita determinar enqué
aulas se van a impartir ciertas asignaturas. La universidadpuede tener como política adicional que el
uso de las aulas sea homogéneo, evitando que algunas de ellasse deterioren más que otras con el paso
del tiempo. Construyamos un grafo en donde cada vértice representa una asignatura y dos vértices
son adyacentes cuando las asignaturas que representan no sepueden impartir simultáneamente en la
misma aula debido a una incompatibilidad horaria. Si representamos a las aulas con colores entonces
un coloreo equitativo del grafo indica cómo debe efectuarsetal asignación.

Recolección de residuos[74, 65]. Supongamos que las rutas de recolección de residuos de unaciu-
dad están previamente establecidas y todas deben ser cubiertas en una semana (de lunes a sábado).
Ademas, si dos rutas cubren parcialmente un mismo tramo, no pueden ser recorridas el mismo día. El
objetivo es que el número de rutas que se recorran cada día seabalanceado. Entonces construyamos
un grafo en donde cada vértice represente una ruta y dos vértices son adyacentes cuando las rutas que
representan no se pueden recorrer el mismo día. Teniendo en cuenta que cada día puede ser repre-
sentado con un color, un coloreo equitativo de 6 colores indica en cúales días se debe recorrer cada
ruta.

Esquemas de distribución paralela de datos en memoria[31]. En arquitecturas multiprocesadores
(es decir, sistemas que deben correr sobre varios procesadores que acceden paralelamente a varios
módulos de memoria), un módulo de memoria puede alojar distintos bloques de datos en distintos
momentos de la ejecución de un programa. Se espera utilizar la menor cantidad de módulos posibles
siempre que, en todo momento, los procesadores que corran elprograma tengan acceso a los bloques
de datos necesarios. Este concepto es conocido comoacceso de datos libre de conflictosy modelado
como un grafo donde los vértices representan bloques de datos y dos vértices son adyacentes si dos
bloques de datos no pueden almacenarse en el mismo módulo de memoria. Si representamos con un
color a cada módulo de memoria, un coloreo equitativo del grafo señala cómo deben asignarse los
módulos de memoria a los bloques de datos de forma tal que no seproduzcan conflictos y que la
memoria se utilice uniformemente, a fín de minimizar las esperas en los accesos entre procesadores y
memoria. Esto último es conocido en la jerga comobalanceo de carga.
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1. Introducción

Tambien en [68, 47] pueden encontrarse aplicaciones teóricas del PCEG en Teoría de Probabilidades.

1.3. Complejidad de la resolución del PCEG

El PCEG es un problema NP-difícil [36] y, por lo tanto, no se conoce un algoritmo que, para cualquier
instancia, encuentre la solución óptima en tiempo polinomial. Como es habitual en esta clase de problemas,
las aplicaciones concretas imponen la necesidad de contar con herramientas que nos den alguna respuesta en
tiempos viables. Una forma de abordar esta problemática es proponer algoritmosheurísticosque encuentren
soluciones relativamente buenas en un tiempo razonable pero sin garantizar la optimalidad de la solución
hallada.

La otra posibilidad es proponer algoritmosexactosque encuentren una solución óptima del problema a
sabiendas de que el tiempo requerido para alcanzarla podríaser muy grande o incluso prohibitivo en algunos
casos. En esta línea, los algoritmos exactos que han demostrado mejor performance son los basados en una
formulación del problema original como un problema deProgramación Lineal Entera. En los últimos años,
las técnicas deBranch-and-Cutque explotan la estructura poliedral del modelo de Programación Lineal
Entera, han permitido resolver de forma exacta instancias de problemas NP-difíciles que sería imposible de
lograr con otros medios. El ejemplo más relevante de la potencialidad de estas herramientas es la resolución
de instancias del problema del viajante de comercio [8]. Por ejemplo, el programaConcordedesarrollado
por David Applegate, Robert E. Bixby, Vašek Chvátal y William J. Cook resolvió en 2006 una instancia
con 85900 ciudades por optimalidad [9]. También son importantes de mencionar las experiencias para la
resolución del problema del máximo conjunto estable [69] y del PCG [64].

En lo que se refiere al PCEG, hasta donde llega nuestro conocimiento, sólo se ha propuesto un algoritmo
Branch-and-Cut en [11, 12]. Sin embargo, sólo utiliza resultados del estudio poliedral realizado en [22] para
el PCG.

1.4. Objetivos de la tesis

El objetivo general de esta tesis es:

implementar un algoritmo competitivo de Ramificación y Corte (Branch-and-Cut) que resuelva el
Problema de Coloreo Equitativo de Grafos.

Los objetivos específicos son:

Proponer diferentes modelos de Programación Lineal Enterapara el PCEG y evaluar empíricamente
la performance de los mismos.

Estudiar el poliedro asociado al modelo de Programación Lineal Entera elegido, con el fin de deter-
minar familias de desigualdades válidas que puedan ser empleadas como cortes en el marco de un
algoritmo Branch-and-Cut.

Diseñar heurísticas para el PCEG que permitan mejorar las cotas involucradas en las diferentes etapas
de un algoritmo Branch-and-Cut.

Implementar un algoritmo Branch-and-Cut para el PCEG que incorpore los resultados derivados de
los objetivos anteriores y comprobar su competitividad frente a otros algoritmos ya existentes.
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La tesis está organizada de la siguiente manera:
En el Capítulo2 relevamos algunos resultados teóricos del PCEG. En el Capítulo 3 presentamos una

heurística para el PCEG y evaluamos la calidad de las soluciones obtenidas por el mismo. En el Capítulo
4 proponemos y analizamos distintos modelos de ProgramaciónLineal Entera para el PCEG. Presentamos
también la estructura general de un algoritmo Branch-and-Cut. En el Capítulo5 desarrollamos el estudio
poliedral de uno de los modelos presentados en el Capítulo4. En el Capítulo6describimos en profundidad el
algoritmo Branch-and-Cut propuesto para resolver el PCEG.En el Capítulo7 ajustamos nuestro algoritmo
mediante la experimentación computacional y comparamos elmismo con otros algoritmos Branch-and-Cut
existentes. El Capítulo8 está destinado a conclusiones y líneas de investigación futuras relacionadas con
este trabajo. El Capítulo9 es un compendio de demostraciones de teoremas presentados en el Capítulo5.

1.5. Definiciones y notaciones

En esta sección presentamos las definiciones y notaciones utilizadas a lo largo de esta tesis.

En este trabajo todos los grafos son simples y los notamosG = (V,E), dondeV = {1, . . . ,n} es el
conjunto de vértices yE el conjunto de aristas. Si(u,v) ∈ E, llamamosextremos de la aristaa los vértices
u y v, y decimos queu y v son adyacentes. SiE = ∅, decimos queG es ungrafo aislado. Si E = {(u,v) :
u,v∈V, u 6= v} decimos queG es ungrafo completo. Denotamos conKn al grafo completo den vértices.

El complemento de Ges el grafo que resulta de invertir la relación de adyacenciade los vértices deG, y
lo denotamos conG. Es decir,G= (V,E) dondeE = {(u,v) /∈ E : u,v∈V, u 6= v}. Claramente, siG es un
grafo aislado entoncesG es un grafo completo.

DadoV ′ ⊂V, denotamos porG[V ′] al grafo cuyo conjunto de vértices esV ′ y el conjunto de aristas es el
subconjunto deE cuyos extremos son vértices deV ′, i.e.G[V ′] = (V ′,E′) dondeE′ = {(u,v) : u,v∈V ′, u 6=
v}∩E. A G[V ′] lo denominamossubgrafo de G inducido por V′. Si G′ es isomorfo a algún subgrafo deG
inducido por un subconjunto de vértices, notamosG′ ⊆G.

Dado S⊂ V, denotamos conG−S al grafo que resulta de borrar los vérticesS y las aristas cuyos
extremos están enS, i.e. G−S= G[V\S]. En el caso en queS sea un único vértice,S= {u}, escribimos
simplementeG−u en vez deG−{u}.

Decimos queS⊂ V es unconjunto estable de Gsi G[S] es un grafo aislado. Un conjunto estableSes
maximal si para todo vérticev ∈ V\S, S∪ {v} no es un conjunto estable. La máxima cardinalidad de un
estable enG se denota conα(G), también llamadonúmero de estabilidad de G. Si Ses un conjunto estable
deG tal que su cardinal esα(G) decimos queSes unestable máximo. Por simplicidad en la notación, dado
V ′⊂V acordamos notar conα(V ′) aα(G[V ′]). Decimos queV ′ esα-maximalsi para todo vérticev∈V\V ′,
α(V ′∪{v})> α(V ′).

Decimos queQ⊂V es unaclique de Gsi G[Q] es un grafo completo o, equivalentemente, siα(Q) = 1.
La máxima cardinalidad de una clique enG se denota conω(G). Si Q es una clique cuyo cardinal esω(G),
diremos queQ es unaclique máxima. Unaclique maximales una cliqueα-maximal.

La vecindadde un vérticev es el conjunto de todos los vértices adyacentes av y se denota conN(v). La
vecindad cerradadev es la unión entrev y N(v) y se denota conN[v]. El gradode un vérticev es el cardinal
deN(v) y se denota conδ (v). Si δ (v) = 0 decimos quev esaislado en Gy si δ (v) = n−1 decimos quev
esuniversal en G. Denotamos con∆(G) al grado del vértice con mayor grado enG. Si, en particular, todos
los vértices deG tienen el mismo grador entonces decimos queG esr-regular.

Un matchingdeG es un subconjunto de aristas sin extremos en común. Conν(G) denotamos el máximo
número de aristas de un matching deG.

Seak≥ 2. Un grafoPk es uncamino de longitud ksi tienek+1 vértices que pueden ser indexados como
{v0,v1,v2, . . . ,vk} de manera que{(v0,v1), {(v1,v2), (v2,v3), . . ., (vk−1,vk)} es su conjunto de aristas. A los
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1. Introducción

vérticesv0 y vk se los llamaextremosdePk. Dadosu,v∈V, uncamino de G entre u y ves un conjuntoP⊂V
tal queG[P] es un grafo camino cuyos extremos sonu y v. Ladistanciaentre los vérticesu y v es la longitud
mínima entre todos los caminos deG entreu y v.

Seak≥ 3. Un grafoCk es unciclo de longitud ksi tienek vértices que pueden ser indexados como{v1,
v2, . . ., vk} de manera que{(v1,v2), (v2,v3), . . ., (vk−1,vk), (v1,vk)} es su conjunto de aristas. Unagujero de
G (de longitudk) es un conjuntoC⊂V tal queG[C] es un grafo ciclo de longitudk.

Un grafoG esconexosi, para dos vértices cualesquierau,v∈V, existe un camino entreu y v enG. Dado
G′ = (V ′,E′)⊆G, G′ es unacomponente conexa de Gsi G′ es conexo y, para todov∈V\V ′, G[V ′∪{v}] no
es conexo.

Un grafoG es ungrafo árbolsi es conexo y tiene exactamenten−1 aristas.
Un grafoG esbipartito si existe una partición de su conjunto de vértices en dos conjuntos estables de

G.
Denotamos conKp1,p2,...,pr al grafo r-partito completo, definido como el grafo cuyo complemento está

conformado porr componentes completasKp1, Kp2, . . ., Kpr . Para el casor = 2, éste se llamagrafo bipartito
completo.

Un coloreo de Ges una asignaciónc entre vértices deV y números de{1, . . . ,n}, tal que todo par de
vértices adyacentes reciben distintos números, i.e.∀ (u,v) ∈ E : c(u) 6= c(v). Al númeroc(v) lo llamamos
color de v. Si la cardinalidad de la imagen dec esk, entonces decimos quec es unk-coloreo de Gy también
queG admite un k-coloreo. El número cromático de Gse define como el mínimok para el cualG admite
un k-coloreo, y se escribeχ(G). Dado un coloreoc y un color j, llamamosclase de color jal conjunto de
vértices que reciben el colorj y lo denotamos conCj , i.e.Cj = {v∈V : c(v) = j}.

Un coloreoc deG es uncoloreo equitativosi la diferencia entre los tamaños de dos clases de color no
vacías es a lo sumo de una unidad, i.e.∀ i, j tales queCi 6= ∅, Cj 6= ∅, se verifica||Ci| − |Cj || ≤ 1. Esta
imposición se llamarestricción de equidad. Si c es unk-coloreo que es equitativo entonces decimos quec
es unk-coloreo equitativo, o para abreviar, unk-eqcol. El número cromático equitativo de Gse define como
el mínimok para el cualG admite unk-eqcol, y se escribeχeq(G).

Dadox un número real,bxc es el mayor número entero menor o igual quex, y dxe es el menor número
entero mayor o igual quex. Seay un número real distinto de cero, entonces definimosx mod y= x−ybx/yc.

De la definición de coloreo equitativo se deducen fácilmentelas siguientes propiedades:

Observación 1.5.1.Sea G un grafo de n vértices, c un k-coloreo de G para algún1≤ k≤ n y r= n mod k.
Entonces, las siguiente afirmaciones son equivalentes:

c es un k-eqcol,

toda clase de color no vacía en c tiene tamañobn/kc o dn/ke,

en c hay r clases de tamañobn
kc+1 y k− r clases de tamañobn

kc,

si los tamaños de las clases decrecen respecto a los colores,esto es,|Cj | ≥ |Cj+1| para todo1≤ j ≤
n−1, entonces|Cj |= d

n− j+1
k e para todo1≤ j ≤ k.

Un conjunto de puntosx1,x2, . . . ,xk ∈ Rn esafínmente independientesi el sistema
{

∑k
i=1 αixi = 0,

∑k
i=1 αi = 0,

tiene solución únicaαi = 0 para todo 1≤ i ≤ k.
SeaP⊂ Rn. Decimos queP es unpoliedrosi es el conjunto solución de un sistema finito de desigual-

dades lineales; esto es, existenA∈ Rm×n y b∈ Rm tales queP= {x∈ Rn : Ax≤ b}.
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Un poliedroP tienedimensión ksi el número máximo de puntos afínmente independientes que se pueden
encontrar enP esk+1. La dimensión deP se denota condim(P).

SeaP un poliedro yA′x= b′ un sistema de ecuaciones que se verifica para todox∈ P. Si el rango de la
matrízA′ esn−dim(P) entoncesA′x= b′ es unsistema minimal de ecuacionesdeP. Toda igualdad lineal
satisfecha por todox∈P puede obtenerse como combinación lineal de las ecuaciones de un sistema minimal
deP.

SeaSun conjunto finito de puntosx1,x2, . . . ,xk ∈ Rn. La cápsula convexadeSse define como:

conv(S) =

{ k

∑
i=1

αix
i :

k

∑
i=1

αi = 1, αi ≥ 0 para todo 1≤ i ≤ k

}

.

Es sabido queconv(S) es un poliedro para todoSfinito.
Decimos queπx≤ π0 es unadesigualdad válidaparaP si se satisface para todox ∈ P. En tal caso,

F = {x∈ P : πx= π0} es lacara definidapor πx≤ π0.
Una desigualdad válidaπx≤ π0 define unacara propia FdeP si F 6= ∅ y F 6= P. En tal caso, existen

puntosx1,x2 ∈ P tales queπx1 = π0 y πx2 < π0. De ahora en más, cuando nos referimos a una cara deP
nos estamos refiriendo a una cara propia deP. Decimos que una desigualdad válida define unafacetadeP
si define una caraF tal quedim(F) = dim(P)−1.
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Capítulo 2

Problema de Coloreo Equitativo: algunos
resultados previos

En este capítulo presentamos algunos resultados generalesde la literatura referentes al PCEG. Se pre-
sentan similitudes y diferencias entre coloreo clásico y coloreo equitativo, algunas familias de grafos en
dónde el PCEG se puede resolver polinomialmente y finalmente, resultados relativos a cotas del número
cromático equitativo.

2.1. Coloreo clásico vs. coloreo equitativo

Es sabido que, cualquiera sea el grafoG, si G admite unk-coloreo entonces también admite un(k+1)-
coloreo. Esto no es válido para los coloreos equitativos [33]. El ejemplo más pequeño que viola la propiedad
anterior es el grafo bipartito completoK3,3 que puede colorearse equitativamente con 2 colores pero no con
3. En la Figura2.1se muestran coloreos equitativos admisibles paraK3,3.

1

1

1

2

2

2

1

1

3

2

2

4

1

1

3

2

4

5

1

2

3

4

5

6

Figura 2.1: Coloreos equitativos deK3,3

Esto justifica la definición deumbral cromático de Gcomo el mínimok para el cualG admite unl -eqcol
para todol ≥ k, y se escribeχ∗eq(G).

Otra definición de la que haremos un uso intensivo en los capítulos siguientes es el conjunto de aquellos
k para los cuales el grafo no admite unk-eqcol:

Definición 2.1.1. Dado un grafo G,S (G) = {k : χeq(G)≤ k≤ n,G no admite un k-eqcol}.

En el caso de coloreo clásico, el umbral cromático coincide siempre con el número cromático. Sin em-
bargo,χeq(K3,3) = 2 mientras queχ∗eq(K3,3) = 4. Además,S (K3,3) = {3}.

Los resultados presentados en [54], trabajando con grafos aleatorios distribuidos uniformemente, indican
que los parámetrosχeq y χ∗eq no se alejan muchoentre sí. El comportamiento asintótico de los mismos se
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expresa a través de la siguiente relación:

χ(G)≤ χeq(G)≤ χ∗eq(G) = (1+o(1))χ(G).

Esta quiere decir que, a medida que el tamaño del grafo aumenta, tantoχeq comoχ∗eq tienden a separarse de
χ en una distancia constante.

Los grafos para los cuales el número cromático equitativo coincide con el umbral cromático equitativo
(o equivalentemente, los grafosG tales queS (G) =∅) se denominanmonótonos.

Determinar si un grafoG es monótono o explicitarS (G) son problemas tan difíciles como el propio
PCEG. Sin embargo, existen familias de grafos donde estas propiedades son conocidas. Por ejemplo, es
sabido que los grafos árboles [57] y los grafos de intervalos [26] son monótonos.

En los grafos bipartitos completos es trivial ver que, para todo m≥ 3, χeq(Km,m) = 2, mientras que en
[58] se prueba queKm,m admite unk-eqcol si y sólo si

⌈

m
bk/2c

⌉

−

⌊

m
dk/2e

⌋

≤ 1.

Luego,χ∗eq(Km,m) = mı́n{r : d m
bk/2ce−b

m
dk/2ec ≤ 1 ∀ k≥ r}.

Otra diferencia entre coloreos clásicos y equitativos es lareferida a la relación entre los números cromáti-
cos de un grafo y sus subgrafos.

Sabemos que siG′ es un subgrafo deG entoncesχ(G′) ≤ χ(G). De esta manera, el número crómatico
de cualquier subgrafo deG nos aporta una cota inferior deχ(G). Esta propiedad no es válida en los coloreos
equitativos. Por ejemplo, siG es el grafo de la figura2.2(a), χeq(G) = 2 y sin embargo,χeq(G−5) = 3.

(a) vértices deG

1

2

3

4

5

(b) 2-eqcol deG

1

2

2

2

1

(c) 3-eqcol deG−5

1

2

2

3

Figura 2.2: Coloreos equitativos de un grafo y un subgrafo

Otra implicancia negativa de esta propiedad es el hecho de que no nos permite restringirnos a trabajar
con grafos conexos. En efecto, siG es un grafo no conexo con componentesGi dondei ∈ {1, . . . ,m}, es
sabido que:

χ(G) = máx{χ(G1),χ(G2), . . . ,χ(Gm)}.

Lamentablemente la propiedad anterior no se verifica paraχeq(G) como lo muestra el siguiente ejemplo. Sea
G un grafo compuesto de 3 componentes conexas isomorfas aK1,5. Entoncesχeq(K1,5) = 4 peroχeq(G) = 3.

Sin embargo, los coloreos equitativos de las componentes conexas permiten construir coloreos equi-
tativos del grafo en el sentido expresado en el siguiente resultado:

Teorema 2.1.2. [79] Sean G1, G2, . . ., Gm las componentes conexas de G. Si Gi admite un k-eqcol para
todo i∈ {1, . . . ,m}, entonces G también admite un k-eqcol.

Del resultado anterior se desprende también el siguiente corolario.

Corolario 2.1.3. χeq(G)≤ χ∗eq(G)≤máx{χ∗eq(G1),χ∗eq(G2), . . . ,χ∗eq(Gm)}.
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1
23

23

4

1
23

23
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2
31

31

3

3
12

12

1

Figura 2.3: Coloreos equitativos deK1,5 y G

2.2. Familias de grafos con números cromáticos equitativosconocidos

Si bien resolver el PCEG en grafos arbitrarios es NP-difícil, existen familias de grafos en donde resulta
sencillo calcular su número cromático equitativo. Una lista de estas familias puede ser consultada en el libro
Graph Coloringsde Kubale [33]. A continuación enumeramos algunas de ellas.

Grafos completos, casi completos y aislados. Tenemos queχeq(G) = n si y sólo siG=Kn. También,
χeq(G) = n−1 si y sólo siω(G) = n−1. Además,χeq(G) = 1 si y sólo siω(G) = 1.

Ciclos, Complementos de Ciclos y Ruedas. [33] Es sencillo verificar que para ciclos de longitud par
se satisfaceχeq(C2k) = 2 mientras que para los de longitud impar se satisfaceχeq(C2k+1) = 3. Para
los complementos de ciclos se verificaχeq(Cn) = dn/2e. SeaWn un grafo den vértices que tiene un
agujero de longitudn−1 y el vértice que no pertenece al agujero es universal enWn. A este grafo se
le llamarueday verificaχeq(Wn) = d

n−1
2 e+1.

Hipercubos. [33] Un hipercubo Qd es un grafo definido recursivamente de la siguiente forma:Q2 es
un grafo completo de 2 vértices yQd se forma a partir unir 2 copias deQd−1. Si Q1

d−1 = (V1,E1)
y Q2

d−1 = (V2,E2) representan cada copia deQd−1 entoncesQd = (V,E) dondeV =V1∪V2 y E =
E1∪E2∪{(v1,v2) : v1 ∈V1,v2 ∈V2}. Es simple corroborar queχeq(Qd) = 2.

Grafos árboles. [57] SeaT un árbol yX e Y una partición en conjuntos estables de sus vértices.
Entonces

χeq(T) =







2, si ||X|− |Y|| ≤ 1,

máx

{

3,máx

{⌈

n+1
α(V\N[v])+2

⌉

: v∈V

}}

, si no.

El cálculo deχeq(T) involucra conocer el número de estabilidad deV\N[v] que se puede obtener
polinomialmente, pues las componentes conexas deV\N[v] son árboles.

Grafos r-partitos completos. [76] SeaKp1,p2,...,pr un grafor-partito completo conr > 1. Si M es el
mayor número entero tal quepi mod M< dpi/Me para todo 1≤ i ≤ r entonces

χeq(Kp1,p2,...,pr ) =
r

∑
i=1

⌈

pi

M+1

⌉

.

Productos cartesianos de caminos de longitud par. [36] Seanp,q números impares y seaGpq =
(V,E) el grafo tal queV = {vi j : i ∈ {1, . . . , p}∧ j ∈ {1, . . . ,q}} y E = {(vi j ,vi+1 j) : i ∈ {1, . . . , p−
1}∧ j ∈ {1, . . . ,q}}∪{(vi j ,vi j+1) : i ∈ {1, . . . , p}∧ j ∈ {1, . . . ,q−1}}. Entoncesχeq(Gpq) = 2.

Grafos con vértices universales. Si G presenta un vértice universalu entonces, en un coloreo equita-
tivo, dicho vértice forma una clase de color. Entonces las clases de color no pueden superar el tamaño
2 y, por lo tanto, el número cromático equitativo deG puede calcularse a partir de conocer un máximo
matching en el complemento deG. Más precisamente,χeq(G) = n−ν(G−u).
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2. Problema de Coloreo Equitativo: algunos resultados previos

Grafos con número de estabilidad 2. Para aquellos grafosG tales queα(G) = 2, las clases de
color sólo tienen tamaño 1 y 2. Luego, el número cromático puede calcularse conociendo un máximo
matching en el complemento deG: χeq(G) = n−ν(G).

Teniendo en cuenta las propiedades mencionadas, en este tesis abordamos el PCEG sobre grafosG sin
vértices universales y con 2≤ ω(G)≤ n−2. Por lo tanto, también verifican 2≤ χeq(G)≤ n−2.

2.3. Cotas para el número cromático equitativo

Claramente, como todo coloreo equitativo deGes un coloreo deG en el sentido tradicional, sabemos que
χeq(G)≥ χ(G). De esta manera todas las cotas inferiores conocidas paraχ(G) son a la vez cotas inferiores
de χeq(G). Por ejemplo,ω(G) es una cota inferior deχ(G) y χeq(G). Sin embargo, calcularω(G) es tan
difícil como calcularχeq(G) [48]. Una cota inferior más débil queω(G) y que puede obtenerse en tiempo
polinomial es el cardinal de cualquier clique maximal deG.

Al final del capítulo presentamos el algoritmo FINDCLIQUE que permite obtener una clique maximal
de un grafoG. Para poder obtener una cota más ajustada, podemos generar varias cliques maximales de
G y luego quedarnos con la de mayor cardinal. Este es el propósito del procedimiento BESTCLIQUE que
también presentamos al final del capítulo.

Existen casos en dondeχ(G) (y por lo tanto cualquier cota inferior de éste) puede llegara ser muy pobre
para acotar aχeq(G) como ocurre con los grafos estrellaK1,m donde se verifica [65]:

χeq(K1,m)− χ(K1,m) = (dm/2e+1)−2= dm/2e−1.

Esto justifica la búsqueda de cotas inferiores paraχeq(G) que no sean válidas paraχ(G).
Es claro que, en todo coloreo, el tamaño de la clase de color a la que pertenece un verticev está aco-

tado superiormente porα(G−N[v])+ 1. Además, en unχeq(G)-eqcol, ese tamaño también está acotado
inferiormente porbn/χeq(G)c, por lo cual tenemos que

⌊

n
χeq(G)

⌋

≤ α(V\N[v])+1,

pudiéndose concluir:

Teorema 2.3.1.[57] Sea G un grafo de n vértices, entoncesχeq(G)≥máx

{⌈

n+1
α(V\N[v])+2

⌉

: v∈V

}

.

Esta cota es ajustada en el caso de los grafosK1,m ya que coincide con el número cromático equitativo de
ellos. Además, es evidente que no es cota inferior del númerocromático clásico para estos mismos grafos.

La cota dada por el teorema anterior requiere de conocer el número de estabilidad deG[V\N[v]] para
todov∈V. Similarmente a lo que sucede con la cota provista porω(G), computar estos parámetros puede
ser tan difícil como computarχeq mismo [48].

Es sabido que, para cualquier grafoG, si P= {Q1,Q2, . . . ,Qr} es una partición en cliques deG de su
conjunto de vértices, entoncesα(G)≤ r [77]. Por lo tanto, una cota inferior deχeq más débil que la provista
por el Teorema2.3.1se obtiene reemplazando, para cadav∈V, α(V\N[v]) por el cardinal de una partición
en cliques del conjunto de vértices deG[V\N[v]]. Particiones del conjunto de vértices de un grafo en cliques
pueden ser halladas en tiempo polinomial con el procedimiento CLIQUEPART descripto al final del capítulo.

En la Sección3.3analizamos empíricamente la bondad de las cotas inferioresgeneradas por los algorit-
mos propuestos.
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2. Problema de Coloreo Equitativo: algunos resultados previos

En lo que se refiere a cotas superiores es bien sabido que, en todo grafoG, χ(G) ≤ ∆(G)+ 1. Para
el caso de coloreos equitativos, Hajnal y Szemerédi [41] probaron queχ∗eq(G) ≤ ∆(G)+1 y, por lo tanto,
∆(G)+1 es también una cota superior deχeq(G). Más aún, en 2008 se prueba que, dador ≥ ∆(G), existe
un algoritmo de complejidadO(n5) que construye un(r +1)-eqcol deG [49]. Este resultado fue mejorado
en 2010, pues se propone un algoritmo de complejidadO(rn2) para realizar la misma tarea [51].

El Teorema de Brooks [19] afirma que, para todo grafoG conexo que no es completo ni ciclo de longitud
impar, χ(G) ≤ ∆(G). Este hecho motivó a Meyer [65] a conjeturar que el mismo resultado es válido para
coloreo equitativo. Esto es decir que para todo grafoG conexo que no es completo ni ciclo de longitud
impar, χeq(G) ≤ ∆(G). La conjetura ha sido probada sólo en determinadas familiasde grafos como los
grafos bipartitos conexos [58], grafos de intervalos [26], grafos árboles [57] y grafossplit [25], e intentar
demostrarla para el caso general es el tópico más activo en loque a coloreo equitativo se refiere. Para
mayores detalles, se puede consultar en [56].

Recientemente en [50] se prueba el siguiente resultado que generaliza el teoremade Hajnal y Szemerédi:

Teorema 2.3.2.[50] Sea G un grafo y r un número. Si para toda arista(u,v) ∈ E, δ (u)+ δ (v) ≤ 2r +1,
entonces G admite un(r +1)-eqcol.

A diferencia de lo que sucede con los(∆(G)+ 1)-eqcols, no se conoce un algoritmo polinomial que
construya el coloreo equitativo cuya existencia se garantiza en el Teorema2.3.2[51]. Sin embargo, de este
teorema, es inmediato obtener la siguiente cota superior para χeq:

χeq(G)≤

⌈

máx{δ (u)+δ (v) : (u,v) ∈ E}−1
2

⌉

+1. (2.1)

Es fácil comprobar que la cota dada en (2.1) siempre es al menos tan ajustada como∆(G)+1.

Estas cotas superiores tienen la ventaja de que pueden ser calculadas en tiempo lineal. No obstante, en
general suelen ser muy débiles.

Claramente, la cantidad de colores usados por cualquier coloreo equitativo deG es naturalmente una
cota superior deχeq(G). Por esta razón, es conveniente contar con algoritmos que generenbuenoscoloreos
equitativos en un tiempo razonable. Estos se denominanalgoritmos heurísticospara el PCEG y el próximo
capítulo está dedicado a los mismos.

A continuación presentamos un pseudocódigo de los algoritmos FINDCLIQUE, BESTCLIQUE y CLIQUE-
PART mencionados anteriormente.
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2. Problema de Coloreo Equitativo: algunos resultados previos

Algoritmo 1: FINDCLIQUE

Data: grafoG
Result: Q = clique maximal deG

1 begin
2 v← vértice de mayor grado enG
3 Q←{v}
4 candidatos← N(v)
5 while candidatos 6=∅ do
6 v← vértice de mayor grado encandidatos
7 Q←Q∪{v}
8 candidatos← candidatos∩N(v)
9 end

10 end

Algoritmo 2: BESTCLIQUE

Data: grafoG
Result: Q = clique maximal deG

1 begin
2 V← vértices deG
3 Q←∅
4 while |V| ≥ |Q| do
5 Q′← clique obtenida con FINDCLIQUE sobre el grafoG[V]
6 v← vértice de mayor grado enQ′

7 V← V\{v}
8 si Q′ no es maximal enG, agregar vértices aQ′ hasta que sea maximal
9 si |Q′|> |Q|, actualizarQ←Q′

10 end
11 end

Algoritmo 3: CLIQUEPART

Data: grafoG
Result: part = cardinal de una partición en cliques deG

1 begin
2 V← vértices deG
3 part← 0
4 while V 6=∅ do
5 Q← clique obtenida con FINDCLIQUE sobre el grafoG[V]
6 V← V\Q
7 part← part+1
8 end
9 end
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Capítulo 3

Algoritmos heurísticos para el Problema de
Coloreo Equitativo

En este capítulo desarrollamos una búsqueda Tabú para obtener coloreos equitativos de un grafo y ana-
lizamos la bondad de las soluciones suministradas por la búsqueda Tabú en un conjunto de instancias de
prueba.

3.1. Heurísticas y Metaheurísticas

Cuando lidiamos con instancias medianas y grandes de un problema NP-difícil, sabemos lo complejo
(y muchas veces inviable) que resulta obtener una solución óptima del mismo en un tiempo razonable. En
muchas aplicaciones es necesario contar rápidamente con una solución y la condición de optimalidad pierde
relevancia frente al tiempo de cómputo. En este sentido, contar con herramientas que nos proporcionen
soluciones factibles de buena calidad en tiempos breves tiene un gran valor práctico y, en estos casos, el
desafío es facilitar la mejor solución posible en el tiempo preestablecido.

Más aún, en los casos donde la optimalidad es requerida, lasbuenassoluciones que seamos capaces de
encontrar se utilizan como cotas del valor óptimo buscado que, generalmente, resultan efectivas para mejorar
el rendimiento del algoritmo exacto que estemos utilizando. En particular, en los algoritmos Branch-and-Cut
como el que desarrollaremos en esta tesis, cotas superiorese inferiores de calidad implican generalmente
una importante disminución del número de nodos a explorar y,por ende, en el tiempo total de cómputo.

Los algoritmos que generan soluciones factibles no necesariamente óptimas se denominanalgoritmos
heurísticos, o simplementeheurísticas. En ciertos casos, es posible establecer teóricamente la calidad de la
solución que genera un algoritmo heurístico y en esos casos hablamos dealgoritmos aproximados. Ejemplos
de algoritmos aproximados son conocidos para el problema dela cobertura de vértices (en inglés,cardinality
vertex cover), el problema del árbol Steiner métrico (en inglés,metric Steiner tree) y el problema del viajante
de comercio métrico (en inglés,metric TSP) y pueden encontrarse en [75]. En lo que respecta a coloreo
equitativo, no encontramos algoritmos aproximados en la literatura.

Una técnica habitual es la de combinar un algoritmo heurístico de construcción de soluciones con un
algoritmo de mejora. Estas combinaciones suelen denominarse en algunos casosmetaheurísticas. Los al-
goritmos de mejora parten de una solución factible y exploran la posibilidad de obtener una mejor. Entre
las técnicas de mejora más habituales están las llamadasbúsquedas locales. Estas últimas responden al
siguiente esquema.

SeaSel conjunto de soluciones factibles del problema, también conocido comoespacio de soluciones.
Asumiendo que se trate de un problema de minimización, seaf : S→ R la función objetivo que se desea
minimizar. Entonces, para cada solucións∈ S se define elvecindariode s, N(s), como un conjunto de
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3. Algoritmos heurísticos para el Problema de Coloreo Equitativo

soluciones que resultan de aplicar alguna operación as. Se pretende también queN(s) satisfaga las siguientes
propiedades [16]:

No debe ser costoso computacionalmente calcular cada solución deN(s).

Dada dos solucioness,s′ ∈ S, debe existir uncaminode solucioness1 = s,s2, . . . ,sm = s′ tal que
si+1 ∈ N(si) para todoi = 1, . . . ,m−1.

Partiendo de una solucións1, una iteración de la búsqueda local consiste en calcular una nueva solución
s2 ∈ N(s1) que verifiquef (s2) < f (s1) y f (s2) ≤ f (s′) para todos′ ∈ N(s1). Este procedimiento se repite
hasta que no se pueda encontrar una solución mejor. En ese caso, el algoritmo habrá encontrado unmínimo
local (respecto a las vecindades definidas).

En este tipo de algoritmos cabe la posibilidad de que el mínimo local hallado por la búsqueda local
pueda encontrarse lejos del mínimo global. Sin embargo, existen búsquedas locales más sofisticadas que
permiten lidiar con este inconveniente. Entre ellas se encuentran las búsquedas Tabú, los algoritmos de
recocido simulado (Simulated Annealing), los algoritmos genéticos, los algoritmos basados en colonias de
hormigas y los GRASP (Greedy Randomized Adaptive Search Procedure) [16]. Todos estos enfoques han
sido utilizados para resolver el PCG [60], pero no se conocen trabajos de la literatura que ataquen alPCEG
con estas técnicas.

La búsqueda Tabú fue introducida por Glover [38] y consiste en una búsqueda local con ciertas reglas
adicionales que evitan que la búsquedacicle o quedeatrapadaen un óptimo local. Las soluciones conside-
radas del vecindario de la solución actual son determinadasa través del uso de una memoria. Esta memoria
es conocida comolista tabúy generalmente es un conjunto de reglas utilizadas para filtar entre soluciones
que deben ser consideradas (en el vecindario de la solución actual) de otras que se deben prohibir y que
reciben el nombre desoluciones tabú. En su forma más simple, una lista tabú es un conjunto de soluciones
que fueron visitadas en el pasado reciente. Cada solución esacompañada de un valor que determina por
cuántas iteraciones debe permanecer tabú. Una vez transcurrida esa cantidad de iteraciones, la solución se
elimina de la lista tabú. Coloquialmente se le llamatiempo de vidade la solución a la cantidad de iteraciones
que faltan para que la solución deje de ser tabú.

La cantidad de iteraciones que una solución permanece tabú es denominadatabu tenure. Este es un
parámetro que mide el tiempo de vida de un elemento de la listatabú y su elección impacta en ladiversifi-
caciónde algoritmo. Una búsqueda Tabú con tabu tenure muy bajo se comportará como una búsqueda local
tradicional, en donde el proceso se estancará fácilmente enóptimos locales. Por el contrario, usar un tabu
tenure muy elevado hará divagar al proceso de búsqueda por elespacioSsin converger a la solución óptima.

A continuación presentamos un esquema rudimentario de una búsqueda Tabú. Los pasos 2 a 5 conforman
la iteración de la búsqueda:

1. Inicialización.Se parte de una solución inicials1 ∈ Sy una lista tabúL vacía.
La mejor solucións∗ conocida hasta el momento ess1 por lo que se efectúas∗← s1.

2. Búsqueda.Se calcula la solucións2 ∈ N(s1)\L que satisfagaf (s2)< f (s1) y f (s2)≤ f (s′) para todo
s′ ∈ N(s1)\L.

3. Criterio de aspiración.Si, durante el cómputo deN(s1), se encuentra una solución mejor ques∗

entonces, sin importar si es o nó tabú, se asigna esta solución as2 y se actualizas∗.

4. Actualización de la lista tabú.Con algún criterio determinado se generan un conjunto de soluciones
tabú, de entre las cuales la solucións1 tiene que estar incluída. Estas soluciones se incorporan a la lista
L con un tiempo de vida equivalente al tabu tenure. Además se eliminan aquellas soluciones deL que
tengan tiempo de vida igual a cero. Al tiempo de vida de las soluciones restantes deL se lo reduce en
una unidad.
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5. Transición. Se realiza la asignacións1← s2 y se vuelve al paso 2.

Esta técnica fue aplicada por Hertz y de Werra [44] para el PCG. Su implementación es conocida como
TABUCOL y consiste en hallar unk-coloreo de un grafo a partir de un coloreoinfactibledek colores, en el
sentido de que pueden haber vértices adyacentes que compartan el mismo color. En realidad, TABUCOL ata-
ca un problema de optimización diferente que tiene por conjunto de soluciones a particiones(V1,V2, . . . ,Vk)
del conjunto de vértices, y por función objetivo a la cantidad de aristas tales que sus extremos pertenecen al
mismo conjuntoVi , llamadasaristas conflictivas. Claramente, si no hay aristas conflictivas entonces todos
los conjuntosV1, V2, . . ., Vk son estables y, por lo tanto, conforman unk-coloreo. La búsqueda Tabú finaliza
cuando se alcanza unk-coloreo o cuando se verifica algún criterio de parada que, por lo general, es un límite
a la cantidad de iteraciones o tiempo de CPU utlizado.

Una forma de usar TABUCOL para el PCG es obteniendo una cota superiork del número cromático y
luego aplicar la búsqueda Tabú a una partición arbitraria(V1,V2, . . . ,Vk−1) del conjunto de vértices. En caso
de que la búsqueda Tabú arroje un(k−1)-coloreo, se puede volver a repetir el procedimiento reduciendo
k en una unidad. Cuando la búsqueda tabú finaliza sin poder obtener un coloreo factible, el procedimiento
acaba.

Posteriormente, Galinier y Hao [37] mejoran este método considerando una componente dinámicaen el
tabu tenure haciendo la búsqueda másadaptativaal tamaño de los grafos. Se han propuesto otras modifi-
caciones de TABUCOL (como, por ejemplo, la búsquedareactiva[15]) pero la de Galinier y Hao ha sido la
más competitiva.

Para el coloreo equitativo, sólo conocemos una mención de una búsqueda Tabú en [11] que no se pro-
fundiza.

En las próximas secciones presentamos un algoritmo para el PCEG que denominamos TABUEQCOL.
Este algoritmo es una adaptación de la búsqueda Tabú dinámica propuesta en [37].

3.2. Descripción de TABUEQCOL

El algoritmo que presentaremos a continuación tiene como objetivo generar el mejor coloreo equitativo
posible en un tiempo determinado aplicando una búsqueda Tabú reiteradamente.

Puesto que nos interesa generar coloreos que sean equitativos, el espacio de solucionesSde la búsqueda
Tabú es, para unk dado, el conjunto de particiones(V1,V2, . . . ,Vk) tales quebn/kc ≤ |Vi | ≤ dn/ke para todo
1≤ i ≤ k. Es decir que los conjuntosVi satisfacen la restricción de equidad. Por eso diremos que lapartición
esequitativa. La función objetivof (s) es la misma que para TABUCOL, la cantidad de aristas conflictivas
de la particións.

TABUEQCOL comienza hallando un coloreo equitativo inicial deG mediante una heurística propuesta
por Furmánczyk [36] que es llamada NAIVE y detallada en la Sección3.2.1. Una vez conocido este coloreo
equitativo inicial, el siguiente paso es intentar obtener un coloreo equitativo que utilice un color menos.
Precísamente, sik es la cantidad de colores del coloreo equitativo inicial, elprocedimiento GENINITSOL

de la Sección3.2.2construye una partición equitativa(V1,V2, . . . ,Vk−1) del conjuntoV y la búsqueda Tabú
mejoraaquella partición hasta obtener un(k− 1)-eqcol. A su vez, este(k− 1)-eqcol permite generar una
nueva partición dek−2 conjuntos que luego se mejora hasta alcanzar un(k−2)-eqcol, y este proceso se
vuelve a repetir hasta que se verifique uno de los 3 criterios de parada siguientes:

Que la suma de las iteraciones ejecutadas en todas las búsqueda Tabú supere el parámetroMAXITER.

Que el tiempo transcurrido total supere el parámetroMAXTIME.

Que la cantidad de colores del coloreo equitativo actual seaigual a una cota inferior deχeq(G) calcu-
lada previamente.
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En la práctica resultó adecuado fijarMAXTIME en 30 segundos yMAXITERen 50000 iteraciones.
Podría pensarse que, disponiendo de suficiente tiempo, TABUEQCOL sería siempre capaz de dar un

coloreo óptimo deG. Pero esto no es así pues, aún considerandoMAXTIME= MAXITER= ∞, se puede
llegar al caso en que la búsqueda Tabú entre en un bucle infinito mientras intenta hallar unk-eqcol deG con
k no admisible. Claramente, lo que ocurre en este caso es que toda particiónssatisfacef (s)≥ 1.

En las subsecciones siguientes detallamos los procedimientos involucrados en TABUEQCOL. Al final de
la sección decribimos TABUEQCOL con pseudocódigo.

3.2.1. Heurística NAIVE

La heurística NAIVE consiste básicamente en producir un coloreo clásico del grafo con el algoritmo
goloso SL-COLOR de Matula, Marble e Isaacson [46], para luego someterlo a un procedimiento de balanceo
entre las clases de colores, hasta que se verifique la condición de equidad. La complejidad temporal de esta
heurística es deO(n4) en el peor caso.

Al final de la sección se describen con más detalle los algoritmos SL-COLOR y NAIVE .

3.2.2. Generación de la partición equitativa inicial

En [15] se sugiere usar una heurística constructiva sencilla paraproducir la partición inicial con la que
TABUCOL arranca. Siguiendo esta sugerencia, implementamos una heurística constructiva que llamamos
GENINITSOL para generar una partición equitativa(V1,V2, . . . ,Vk−1) a partir de unk-eqcol, descripta a
continuación.

Sea(C1,C2, . . . ,Ck) un k-eqcol. Comenzamos copiando los vértices de las clasesCi con 1≤ i ≤ k−1 a
los conjuntosVi y asignamos una etiqueta “−” o “+” a cada conjuntoVi según si el tamaño de la claseCi es
bn/kc o dn/ke respectivamente. El próximo paso es distribuir los vértices de la claseCk según el siguiente
criterio. Se elige un vérticev que pertenezca a la clique maximal inicial computada según lo visto en el
Capítulo2. En caso de que ningún vértice deCk contenga vértices de la clique maximal, se elige el de mayor
grado presente enCk. Entonces se quitav deCk y se agrega a un conjuntoVi etiquetado con “−”. Luego se
modifica la etiqueta deVi a a “+”. Si todos los conjuntosV1, . . . ,Vk−1 tienen etiqueta “+” se los re-etiqueta
a “−”. Este proceso se repite hasta que no queden vértices enCk por distribuir.

No es difícil de ver que la partición generada por GENINITSOL resulta equitativa.

3.2.3. Búsqueda Tabú

En las secciones siguientes explicamos los detalles de la búsqueda Tabú utilizada en TABUEQCOL.

Vecindario de una solución

Seans1 = (V1,V2, . . . ,Vk) y s2 = (V ′1,V
′
2, . . . ,V

′
k) particiones equitativas. Consideramos dos esquemas

para establecer sis1 y s2 son vecinas:

Intercambio de vértices de distintas clases: Dadosi, j tales que 1≤ i ≤ k, 1≤ j ≤ k y i 6= j, y vértices
u ∈ Vi , v ∈ Vj , se debe satisfacer queV ′i = (Vi\{u})∪{v}, V ′j = (Vj\{v})∪{u}, V ′l = Vl para todo
l ∈ {1, . . . ,k}\{i, j}.

Movimiento de un vértice de una clase mayor a otra menor:Dadosi, j tales que 1≤ i ≤ k, 1≤ j ≤ k,
i 6= j y |Vi |= |Vj |+1, y un vérticev∈Vi , se debe satisfacer queV ′i =Vi\{v}, V ′j =Vj ∪{v}, V ′l =Vl

para todol ∈ {1, . . . ,k}\{i, j}.
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El primer esquema se puede ver como una operaciónIu,v : S→ S y el segundo como una operaciónMv, j :
S→ S. En la primera se deben probar pares de vérticesu, v donde al menos uno de ellos sea conflictivo, y
en la segunda se deben probar vérticesv que pertenezcan a un conjunto de tamañobn/kc+1, y conjuntos
Vj de tamañobn/kc. Observemos que la segunda operación sólo puede ser aplicada cuandok no divide an.

Ambas operaciones producen particiones que satisfacen la restricción de equidad y tienen la caracterís-
tica de poder ser evaluadas ágilmente desde el punto de vistade complejidad temporal. Además el valor de
f (s2) se calcula en tiempo lineal ya que, para la primer operación es

f (s2) = f (s1)+ |{uw∈ E : w∈Vj}|− |{uw∈ E : w∈Vi}|+ |{vw∈ E : w∈Vi}|− |{vw∈ E : w∈Vj}|,

mientras que para la segunda es
f (s2) = f (s1)+ |{vw∈ E : w∈Vj}|− |{vw∈ E : w∈Vi}|.

Tabu tenure

En la implementación de TABUCOL se fija el tabu tenure en 7 (es decir que un elemento que ingresa
a la listaL permanece allí por 7 iteraciones). Sin embargo, usar un tabutenure estático no permite que el
algoritmo se adapte bien a instancias de distintos tamaños.En [37] se propuso modificar el tabu tenure de
TABUCOL de forma que dependa de alguna característica de la soluciónactual. Nosotros vamos a aplicar
este esquema, pero con la salvedad de que emplearemos una fórmula determinísticapara calcular el tabu
tenure, en vez de una fórmula basada en la elección de un número aleatorio distribuido uniformemente
como es planteado en [37]. La razón de esta decisión es que nuestro algoritmo debe exhibir siempre el
mismo comportamiento ante una misma entrada.

Dada la solucións= (V1,V2, . . . ,Vk), para obtener el tabu tenuret(s) asociado a ella, evaluamos
t(s) = bn(s)T ENUREα +TENUREβc

dondeTENUREα y TENUREβ son parámetros que deben ser ajustados, yn(s) es la cantidad de vértices
conflictivos des, i.e. extremos de aristas conflictivas.

En resumen, simplemente usamos como tabu tenure una funciónlineal de la cantidad de vértices con-
flictivos. Así, cuando trabajamos sobre un grafo de mayor tamaño, sus soluciones suelen estar lejos de ser
un coloreo equitativo y hace que el tabu tenure se eleve. Estogenera una mayor diversificación del algorit-
mo. Nuestra experiencia nos sugiere fijarTENUREα = 0.9 yTENUREβ = 9.0, lo que resulta adecuado a
nuestras necesidades.

Lista tabú

Una lista tabú no necesariamente tiene que contener a las soluciones prohibidan si no que, simplemente,
puede contener características para considerar prohibidaa una solución. Este es el caso de TABUCOL y
TABUEQCOL.

La lista tabú consiste en ternas de la forma(v, j, t) que indican que un vérticev no puede pintarse con un
color j durante las próximast iteraciones.

Seans1 = (V1,V2, . . . ,Vk) y s2 = (V ′1,V
′
2, . . . ,V

′
k) particiones equitativas tales ques2 pertenece al vecin-

dario des1. Si existe un vérticev ∈ V ′j para el cual hay una entrada en la lista tabú(v, j, t), entonces la
solucións2 debe ser considerada tabú y descartada.

Si, en cambio, la solucións2 no es tabú entonces se agrega una nueva terna a la lista tabú enfunción
de qué operación generó la nueva solución. En el caso en ques2 = Iu,v(s1) se debe incorporar a la lista el
elemento(u, i, t(s1)) dondei es el color deu en s1, i.e. u ∈ Vi . En el caso en ques2 = Mv, j(s1) se debe
incorporar a la lista el elemento(v, i, t(s1)) dondei es el color dev ens1, i.e.v∈Vi .

A continuación presentamos los pseudocódigos correspondientes a los algoritmos SL-COLOR, NAIVE

y TABUEQCOL mencionados en esta sección.
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3. Algoritmos heurísticos para el Problema de Coloreo Equitativo

Algoritmo 4: SL-COLOR

Data: grafoG
Result: c = coloreo deG

1 begin
2 inicializamosK como una lista vacía
3 while V\K 6=∅ do
4 v← vértice de grado mínimo en el subgrafoG[V\K]
5 agregamosv al final deK
6 end
7 seac : V →{1, . . . ,n}∪{unde�ned}
8 inicializamosc(v) = unde�ned para todov∈V
9 while K 6=∅ do

10 v← último vértice deK
11 quitarv de la listaK
12 j← color mínimo que puede recibirv sin que exista un vecino con el mismo color enc
13 c(v)← j
14 end
15 end

Algoritmo 5: NAIVE

Data: grafoG
Result: c = coloreo equitativo deG

1 begin
2 c← coloreo deG dado por el algoritmo SL-COLOR

3 while c no es equitativodo
4 colmin← color menos utilizado
5 colmax← color más utilizado
6 buscar vérticev1 ∈Ccolmin que pueda ser coloreado concolmax
7 buscar vérticev2 ∈Ccolmax que pueda ser coloreado concolmin
8 if es posible intercambiar los colores de v1 y v2 then
9 Ccolmin←Ccolmin∪{v2}\{v1}

10 Ccolmax←Ccolmax∪{v1}\{v2}

11 else
12 asignar un nuevo color a algún vértice deCcolmax
13 end
14 end
15 end
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3. Algoritmos heurísticos para el Problema de Coloreo Equitativo

Algoritmo 6: TABUEQCOL

Data: grafoG
Result: coloreo = mejor coloreo equitativo encontrado

1 begin
2 cotainf ← cota inferior calculada con los procedimientos dados en Sección 2.3
3 coloreo← coloreo equitativo generado por NAIVE

4 cotasup← cantidad de colores decoloreo
5 if cotasup = cotainf then
6 el coloreo generado es óptimo,stop
7 end
8 iter← 0
9 while tiempo transcurrido≤MAXTIME∧ iter≤MAXITERdo

10 a partir decoloreo obtener solución decotasup−1 colores con GENINITSOL

11 coloreo← (cotasup−1)-eqcol generado por la búsqueda Tabú
12 iter← iter + iteraciones realizadas por la búsqueda Tabú
13 cotasup← cotasup−1
14 if cotasup = cotainf then
15 el coloreo generado es óptimo,stop
16 end
17 end
18 end

3.3. Resultados computacionales

Esta sección tiene como objetivo principal analizar la calidad de los coloreos obtenidos por TABUEQCOL.
También examinaremos las cotas inferiores dadas por los procedimientes propuestos en la Sección2.3.

Para efectuar las mediciones consideraremos dos conjuntosde instancias. El primero de ellos está com-
puesto de 25 grafos de 100 vértices generados aleatoriamente y el segundo contiene grafos Kneser [24] y
parte de la librería COLORLIB de DIMACS [5]. Esta librería es una colección de instancias de diferentes
fuentes que los investigadores suelen usar para realizar benchmarks de problemas de optimización que in-
volucran grafos. En particular, estos grafos y los grafos Kneser fueron utilizados para evaluar la performance
de un algoritmo Branch-and-Cut para el PCEG [11].

En los casos en donde evaluamos grafos generados al azar, losagrupamos según sugrado de densidad,
i.e. porcentaje de aristas de un grafo den vértices respecto de la cantidad de aristas de un grafo completo
Kn: 100|E|

n(n−1)/2. En general las densidades de los grafos se fijan en 10%, 30%, 50%, 70% y 90%.

En el Cuadro3.1 mostramos los resultados obtenidos por las heurísticas sobre las instancias generadas
al azar. Las primeras dos columnas dan el número de la instancia y el grado de densidad. Las columnas 3 y
4 dan cotas inferiores deχeq proporcionadas por el procedimiento BESTCLIQUE y el que calcula una cota
basada en el Teorema2.3.1(ambos descriptos en Sección2.3). Las columnas 5, 6 y 7 dan cotas superiores
proporcionadas por∆(G)+1, heurística NAIVE y TABUEQCOL en un lapso de no más de 30 segundos.

En lo que respecta a las cotas inferiores, BESTCLIQUE da mejores resultados en instancias de hasta 50%
de densidad mientras que en las de mayor densidad la situación se revierte. La generación de ambas cotas se
producen en menos de un segundo de tiempo, por lo que que es preferible ejecutar ambos procedimientos y
retener la mejor cota en vez de elegir uno por sobre el otro.
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Cota inferior Cota superior
Instancia % Densidad BESTCLIQUE Teorema2.3.1 ∆(G)+1 NAIVE TABUEQCOL

1 10 4 3 18 7 5
2 10 4 3 18 6 5
3 10 3 3 19 5 5
4 10 4 3 17 7 5
5 10 3 3 20 6 5
6 30 6 5 38 13 10
7 30 6 5 47 14 10
8 30 5 5 43 15 10
9 30 6 5 41 20 10
10 30 6 6 42 16 10
11 50 9 8 63 32 15
12 50 9 9 65 29 16
13 50 8 8 61 21 15
14 50 9 10 65 29 16
15 50 10 8 60 22 16
16 70 14 17 80 36 23
17 70 13 15 77 35 22
18 70 13 15 80 37 22
19 70 14 17 86 36 23
20 70 12 15 79 36 22
21 90 27 34 96 53 41
22 90 28 34 96 55 39
23 90 28 34 98 52 42
24 90 30 34 95 55 39
25 90 27 34 97 55 40

Cuadro 3.1: Instancias aleatorias de 100 vértices

En los resultados referidos a las cotas superiores, es evidente que NAIVE siempre obtiene un coloreo
equitativo inicial bastante mejor que si se usase alguno de los algoritmos para obtener(∆(G)+ 1)-eqcols
(comentados en la Sección2.3). La cantidad de colores usados en los coloreos generados por NAIVE son, a
su vez, reducidos por TABUEQCOL hasta un 53% (instancia 11). Esta reducción es más significativa en los
grafos de densidad media, lo que justifica aún más usar TABUEQCOL pues es sabido que en problemas de
coloreo las instancias aleatorias de densidad media son lasmás difíciles de resolver y es donde se requieren
cotas iniciales de mayor calidad.

En los Cuadros3.2y 3.3mostramos las características de las instancias DIMACS y grafos Kneser, junto
con los resultados obtenidos por las heurísticas. El formato de los cuadros son similares al del Cuadro3.1
con la diferencia de que, en las primeras tres columnas, se reporta el nombre de la instancia, la cantidad de
vértices y la cantidad de aristas. En los casos donde la mejorcota inferior y superior coinciden, ambas cotas
se muestran ennegrita dándonos a entender que alcanzamos la optimalidad.

Como puede observarse, de un total de 62 instancias evaluadas se alcanza la optimalidad en 11 de ellas.
El óptimo es dado por NAIVE en 6 instancias mientras que en las otras 5 la optimalidad sólo es alcanzada
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3. Algoritmos heurísticos para el Problema de Coloreo Equitativo

por la búsqueda Tabú. Por otro lado, la instanciadavid se resuelve por optimalidad gracias a la cota inferior
dada por Teorema2.3.1.

Existen también muchas instancias que, si bien no son resueltas, las mejores cotas están muy próximas
entre sí. Las siguientes 21 instancias tienen una diferencia de una unidad entre su mejor cota inferior y
su mejor cota superior:miles750, queen6_6, queen8_8, 1-FullIns_3, 2-FullIns_3, 3-FullIns_3,4-FullIns_3, 5-FullIns_3, mug88_1, mug88_25, mug100_1, mug100_25, school1, 2-Insertions_3,3-Insertions_3, DSJC125.1, le450_15a, le450_15b, will199GPIA, kneser7_3 y kneser9_4.

En resumen, del total de instancias evaluadas se resuelven por optimalidad un 18% de ellas y se logra
una diferencia de una unidad entre las cotas en un 34% de ellas. Podemos concluir entonces que vale la pena
invertir 30 segundos en ejecutar TABUEQCOL pues, junto con las heurísticas para calcular cotas inferiores
de χeq, generan cotas de buena calidad y, eventualmente, resuelven la instancia sin necesidad de recurrir a
un algoritmo exacto.

21
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Cota inferior Cota superior
Instancia |V| |E| BESTCLIQUE Teorema2.3.1 ∆(G)+1 NAIVE TABUEQCOL

miles750 128 2113 30 11 65 33 31
miles1000 128 3216 40 17 87 47 43
miles1500 128 5198 69 43 107 74 73
zeroin.i.1 211 4100 49 3 112 51 51
zeroin.i.2 211 3541 30 4 141 51 50
zeroin.i.3 206 3540 30 4 141 49 48
queen6_6 36 290 6 5 20 10 7
queen7_7 49 476 7 6 25 12 7
queen8_8 64 728 8 8 28 18 9
queen8_12 96 1368 12 11 32 20 12
queen9_9 81 1056 9 8 33 15 11

queen10_10 100 1470 10 10 36 18 12
jean 80 254 10 3 37 10 10
anna 138 493 11 3 72 11 11
david 87 406 11 30 83 40 30

games120 120 638 9 5 14 9 9
homer 561 1628 13 2 100 13 13
huck 74 301 11 6 54 11 11

1-FullIns_3 30 100 3 3 12 7 4
2-FullIns_3 52 201 4 3 16 9 5
3-FullIns_3 80 346 5 3 20 7 6
4-FullIns_3 114 541 6 3 24 12 7
5-FullIns_3 154 792 7 3 28 9 8
1-FullIns_4 93 593 3 3 33 7 5
mug88_1 88 146 3 3 5 4 4
mug88_25 88 146 3 3 5 4 4
mug100_1 100 166 3 3 5 4 4
mug100_25 100 166 3 3 5 4 4
mulsol.i.1 197 3925 49 4 122 63 53
mulsol.i.2 188 3885 31 11 157 58 51
school1 385 19095 14 9 283 49 15

school1_nsh 352 14612 14 8 233 40 14

Cuadro 3.2: Instancias DIMACS (parte 1)
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Cota inferior Cota superior
Instancia |V| |E| BESTCLIQUE Teorema2.3.1 ∆(G)+1 NAIVE TABUEQCOL

fpsol2.i.1 496 11654 65 3 253 85 74
fpsol2.i.2 451 8691 30 5 347 62 60
fpsol2.i.3 425 8688 30 7 347 80 73

1-Insertions_4 67 232 2 3 23 5 5
2-Insertions_3 37 72 2 3 10 4 4
3-Insertions_3 56 110 2 3 12 4 4
4-Insertions_3 79 156 2 2 14 4 4

DSJC125.1 125 736 4 3 24 8 5
DSJC125.5 125 3891 9 9 76 27 19
DSJC125.9 125 6961 30 42 121 66 47
DSJC250.1 250 3218 4 3 39 13 9
DSJC250.5 250 15668 10 11 148 65 34
DSJC250.9 250 27897 37 63 235 136 93
le450_25a 450 8260 25 5 129 26 25
le450_25b 450 8263 25 6 112 25 25
le450_15a 450 8168 15 5 100 18 16
le450_15b 450 8169 15 5 95 17 16
le450_5a 450 5714 5 3 43 12 7
le450_5b 450 5734 5 4 43 12 7
inithx.i.1 864 18707 54 3 503 70 69
inithx.i.2 645 13979 30 8 542 158 122
myciel4 23 71 2 3 12 5 5
myciel5 47 236 2 3 24 9 6
myciel6 95 755 2 3 48 11 7

flat300_20_0 300 21375 10 11 161 81 38
will199GPIA 701 6772 6 4 39 9 7

kneser7_2 21 105 3 3 11 8 6
kneser7_3 35 70 2 2 5 3 3
kneser9_4 126 315 2 2 6 4 3
kneser11_5 462 1386 2 2 7 4 4

Cuadro 3.3: Instancias DIMACS (parte 2) y grafos Kneser
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Capítulo 4

Modelos de Programación Lineal Entera
para el Problema de Coloreo Equitativo en
Grafos

En este capítulo analizamos distintos modelos de Programación Lineal Entera para el PCEG con el ob-
jetivo de elegir uno de ellos como formulación inicial en nuestro algoritmo Branch-and-Cut. En las primeras
secciones damos una breve introducción a la Programación Lineal Entera y presentamos la estructura general
de un algoritmo Branch-and-Cut.

4.1. Programación Lineal Entera

Un programa linealconsiste en determinar una solución que maximiza o minimizael valor de una
función objetivo lineal en un dominio definido por un sistemafinito de desigualdades lineales.

El problema de resolver un sistema de desigualdades lineales se remonta al siglo XIX con la aparición
del método de eliminación de Fourier-Motzkin, pero la programación lineal fue mayormente desarrollada
durante la Segunda Guerra Mundial para planificar los gastosy reducir costos, lo que la hizo una actividad
secreta hasta 1947 [27]. Los fundadores de este campo fueron Leonid Kantorovich, un matemático ruso que
desarrolló problemas de programación lineal en 1939, George B. Dantzig, que publicó el método Simplex en
1947, y John von Neumann, que propuso la teoría de dualidad enel mismo año. Sin embargo, no fue hasta
1979 que Leonid Khachiyan demostró que el problema de resolver programas lineales puede ser llevado a
cabo en tiempo polinomial [40].

En muchas aplicaciones se requiere que la solucion óptima sea entera. El agregado de las restricciones
de integralidad de las variables a un programa lineal, da lugar a unprograma lineal entero. A diferencia de
los primeros, no se conocen algoritmos que resuelvan estos últimos en tiempo polinomial. Más aún, se sabe
que la Programación Lineal Entera es un problema NP-difícil.

En nuestro caso, trabajaremos con problemas de programación entera de minimización. O sea, unpro-
grama enterode la forma

Calcular zPE = mı́n{cx : Ax≤ b,x∈ Zn},

dondeA es una matrízm×n y b∈ Rn. Si eliminamos las restricciones de integralidad, obtenemos un pro-
grama lineal de la forma

Calcular zPL = mı́n{cx : Ax≤ b,x∈ Rn},

al cual denomimamosrelajación linealde nuestro programa entero.
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Claramente,zLP ≤ zPE con lo cual la resolución de la relajación lineal de nuestro programa entero nos
brinda una cota inferior del mismo, que puede ser obtenida entiempo polinomial.

A pesar de que la Programación Lineal Entera sea NP-difícil,el importantísimo avance en el desarrollo
de técnicas para su resolución y, en particular, los algoritmos Branch-and-Cut que explotan la estructura
poliedral del modelo elegido, han consolidado a esta área como el mejor abordaje de una gran cantidad de
problemas de Optimización Combinatoria y de Teoría de Grafos [66, 78].

En la próxima sección presentamos la estructura general de un algoritmo Branch-and-Cut.

4.2. Algoritmos Branch-and-Cut

Los algoritmos exactos para resolver problemas de Programación Lineal Entera son, en esencia,algo-
ritmos enumerativos. Es decir que exploran las soluciones factibles del problema en base a un árbol de
posibilidades, pero guiándose por reglas que permitan determinar zonas del árbol en donde no es necesario
explorar, ya sea por que el problema presenta simetrías que pueden ser evitadas, o simplemente por que se
tiene la certeza de que las soluciones óptimas no están en dicha zona.

Un algoritmo Branch-and-Cut es una clase particular de algoritmo enumerativo que conjuga principal-
mente dos métodos:Branch-and-Boundy Planos de Corte.

4.2.1. Branch-and-Bound

Este método consiste en la enumeración sistemática de todaslas soluciones factibles del programa en-
tero, aprovechando el hecho de que un número muy grande de soluciones infructuosas pueden ser descar-
tadas mediante la estimación de cotas inferiores y superiores del valor que desea encontrarse. El esquema
básico es el siguiente:

1. Inicialización. Se crea una listaL de problemas que, en un principio, sólo contiene la relajación lineal
del programa entero y se incializa la cota superior global dezPE: z← ∞ (o cualquier otra cota que se
tenga disponible).

2. Elección de un subproblema. SiL está vacía o las cotas coinciden, el algoritmo termina. Si no, se elige
un problemaP deL y se lo elimina de la lista. Luego se resuelve ese problema lineal.

3. Poda por infactibilidad. Si el problemaP resulta infactible, se vuelve al paso 2.

4. Poda por cota. Si se obtiene una solución factiblex∗ deP que satisfacez≤ cx∗, se vuelve al paso 2
(las soluciones de ese problema o las de los que desciendan deéste no son prometedoras).

5. Poda por optimalidad. Si la solución factiblex∗ que se obtiene deP es entera,x∗ es también una
solución del programa entero. Por lo tanto se actualiza la cota superiorz← cx∗, y se vuelve al paso 2.

6. Bifurcación. En caso de que una de las componentes de la solución factiblex∗ no sea entera, se
generan nuevos problemas linealesP1,P2, . . . ,Pm con la siguiente propiedad: las soluciones enteras de
cada problema linealPi conforman una partición de las soluciones enteras del problemaP. Luego, los
nuevos problemas se agregan al final de la listaL y se vuelve al paso 2.

La propiedad de que las soluciones enteras de cadaPi conforman una partición de las soluciones enteras de
P asegura que no quede fuera del proceso ninguna solución entera, pero que tampoco se visite una solución
entera más de una vez.
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El esquema dado anteriormente resulta algo rudimentario, dado que no especificamos cómo elegir un
subproblema particular deL en el paso 2, ni como generar subproblemas a partir de un problema dado en el
paso 6. Tanto para la elección del subproblema como para la generación de nuevos subproblemas, podemos
elegir entre diseñar criterios específicos para el problemade optimización en cuestión o utilizar criterios
conocidos de propósito general.

Respecto a la elección de un subproblema, que se conoce comoEstrategia de Selección de Nodos, se
puede optar por las siguiente estrategias de uso general:

DFS (primero profundo): Se elige el último problema de la lista.

BFS (primero a lo ancho): Se elige el primer problema de la lista.

BestF(mejor cota): Se elige el problema cuyo valor óptimoc.x∗ es mínimo entre los problemas de la
lista.

El criterio usado para generar subproblemas a partir de un problema linealP es conocido comoEstrate-
gia de generación de nodoso Estrategia de Branching. Una muy común es aplicar la dicotomía clásica. Es
decir que, dada la solución óptimax∗ del problemaP, se toma una componente fraccionariax∗i /∈ Z y se
crean los subproblemas mı́n{cx : x∈ P,xi ≤ bx∗i c} y mı́n{cx : x∈ P,xi ≥ dx∗i e}. Como puede verse, ambos
subproblemas resultan lineales, sus soluciones enteras son disjuntas y la union de ellas conforman todas las
soluciones enteras deP. En caso de que haya más de una componente fraccionaria, se debe decidir cuál
elegir. Aquí también existen varios criterios al respecto.A modo de ejemplo mencionamos el más sencillo,
que consiste en la elección de lavariable más fraccionaria: aquella componente cuya parte fraccionaria esté
más cercana a12.

En la terminología referida a algoritmos Branch-and-Boundes usual llamarnodo a cada subproble-
ma generado,nodo raíza la relajación lineal inicial del programa entero yárbol de búsquedaal árbol de
posibilidades que explora el algoritmo.

4.2.2. Planos de corte

Un algoritmo de planos de corte es un algoritmo iterativo quetiene el propósito de ajustar la relajación
lineal de un programa entero mediante la incorporación de desigualdades que resulten válidas para todas las
soluciones enteras de aquel programa entero. En una iteración del algoritmo de planos de corte, se computa
una solución óptimax1 de un problema linealz1 = mı́n{cx : Ax≤ b,x∈ R} y un conjunto de desigualdades
A′x≤ b′ que suelen llamarsecortespor que cada desigualdad no es satisfecha porx1. El resultado es otra
relajación lineal de la formaz2 = mı́n{cx : Ax≤ b,A′x≤ b′,x∈R} de lo cual, obviamente,z2≥ z1.

En la actualidad existen algoritmos de planos de corte que fueron diseñados para ser aplicados sobre
cualquier programa entero. El primero surgió en la década delos 60 y es conocido como Algoritmo Frac-
cionario de Gomory [39]. A partir de aquí se propusieron otros, pero hay que destacar que todos ellos tienen
una eficiencia limitada por el hecho de que no aprovechan la estructura inherente del problema en cuestión.
Este motivo dió lugar a plantear algoritmos de planos de corte para problemas particulares, en donde se
utilizan familias de desigualdades válidas que son determinadas a través de unestudio poliedraldel proble-
ma. Ese estudio involucra caracterizar, al menos parcialmente, el poliedro que resulta de calcular la cápsula
convexa de las soluciones enteras del modelo. En este contexto, la efectividad de una desigualdad válida
guarda cierta relación con la dimensión de la cara que ella defina en el poliedro. De ahí surge la importancia
de caracterizar desigualdades que definan caras con dimensión alta y, particularmente, facetas del poliedro
(aquellas cuya dimensión es máxima).

27



4. Modelos de Programación Lineal Entera para el Problema deColoreo Equitativo en Grafos

4.2.3. Cut-and-Branch y Branch-and-Cut

A comienzo de los 80, se propuso un algoritmo para resolver programas enterosgrandes(en donde sus
variables eran binarias) [30] y tuvo bastante éxito. Este constaba de aplicar un algoritmo de planos de corte
a la relajación lineal del problema y luego resolver la relajación más ajustada con un algoritmo Branch-and-
Bound. Esta técnica es ahora conocida comoCut-and-Branch.

Ahora bien, si en cada nodo del árbol ejecutamos un algoritmode planos de corte sobre la relajación
lineal de dicho nodo, se pueden obtener cotas inferiores másajustadas, lo que puede ocasionar que se in-
crementen los nodos que son podados por cota en el paso 4 del algoritmo Branch-and-Bound. Esta idea
da origen a los algoritmos Branch-and-Cut. El esquema de un algoritmo Branch-and-Cut es similar al de
Branch-and-Bound, pero el paso 6 debe ser reemplazado por los siguientes:

6. Separar o Bifurcar. En caso de que una de las componentes de la solución factiblex∗ no sea entera,
debe decidirse si se buscarán planos de corte o se procederá ala bifurcación. En este último caso, se
va al paso 8.

7. Separación. Identificar desigualdades válidas violadas porx∗. En caso de encontrarse, se agregan aP.
Luego se resuelveP y se regresa al paso 3. Si no se encuentran desigualdades válidas, se continúa con
el siguiente paso.

8. Bifurcación. Se generan nuevos problemas linealesP1,P2, . . . ,Pm con la siguiente propiedad: las solu-
ciones enteras de cada problema linealPi conforman una partición de las soluciones enteras del pro-
blemaP. Luego, los nuevos problemas se agregan al final de la listaL y se vuelve al paso 2.

En esta descripción quedan nuevamente puntos sin especificar. En los pasos 6 y 7 se deben preestablecer
criterios para decidir cuándo se buscan planos de cortes y enqué cantidad. Estos son factores a determinar
que deben considerarse junto con los ya mencionados en la Sección4.2.1. En la práctica, lograr un equilibrio
entre todos ellos no resulta sencillo y, por lo general, depende del problema particular que se quiera resolver.

En general el proceso de separación mencionado en el paso 7 consiste de varios algoritmos de sepa-
ración, cada uno de ellos asociado a una determinada familiade desigualdades válidas. Estas familias suelen
surgir de un estudio poliedral del modelo de programación entera.

No hay un regla estricta que nos permita decidir cuáles son los mejores cortes de entre un conjunto de
ellos, pero existen algunos criterios que suelen funcionarbien en la práctica:

Dimensión de la cara. A mayor dimensión se espera un mejor rendimiento general enel algoritmo.
De ahí que uno ponga énfasis en estudiar cuándo las desiguadades válidas definen facetas.

Violación de un corte. Es la diferencia entre el lado izquierdo de la desigualdad evaluada en la solu-
ción fraccionaria y el lado derecho de la misma. A mayor diferencia se espera mayor eliminación de
soluciones fraccionarias, y por ende, mayor crecimiento enla cota inferior cuando el corte es añadido.
En general, las rutinas de separación intentan maximizar esta diferencia.

Ortogonalidad entre cortes. La ortogonalidad se refiere al ángulo que forman dos hiperplanos entre
sí y está relacionado directamente con el soporte de las desigualdades involucradas. Desigualdades
con soporte similar suelen producir un comportamiento similar al ser agregadas como cortes y el
rendimiento general decae. Además, en ciertos casos, dos desigualdades poco ortogonales pueden
generar inestabilidad numérica. Las rutinas de separaciónque generen muchos cortes deben introducir
un mecanismo adicional que evite agregar cortes que sean poco ortogonales entre ellos.
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4.3. Modelos de Programación Lineal Entera para el PCEG

Dado que toda solución factible del PCEG es una solución factible de PCG que satisfaga las restriccio-
nes de equidad, es natural plantearse modelos como programas lineales enteros para el PCEG obtenidos a
partir de un programa entero para el PCG con el agregado de lasrestricciones de equidad, modeladas como
desigualdades lineales en las variables del programa original.

Existen muchos modelos para el PCG. En particular, nos interesa mencionar los propuestos en [62, 64],
basados en el modelo deasignación de colores a vértices[6, 29] y el modelo derepresentantes asimétricos
[21, 22] sobre los cuales existen antecedentes de su adaptación al PCEG. Otros modelos para el PCG que,
según nuestro conocimiento, no han sido adapatados al PCEG pueden encontrarse en [20, 35, 42, 55, 61].

4.3.1. El modelo de representantes asimétricos y el PCEG

En [22] se propuso elmodelo de representantespara resolver el PCG y consiste en elegir un vértice por
cada color que utilice un coloreo. Ese vértice debe pertenecer a la clase de color que “representa”. En este
sentido, un vérticev que se coloree con un colorj puede admitir dos estados únicamente: o bienv representa
a j, o bien existe otro vértice que representa aj, de manera que no es importante aquí el conocimiento del
valor de j sino del vértice que representa el color dev. Esta relación puede ser modelada como un problema
de asignación.

Dado un grafoG= (V,E) conexo, consideremos las siguientes variables binariasxuv para todou,v∈V:

xuv =

{

1 si el vérticeu representa el color del vérticev,

0 si no,

Tenemos las siguientes restricciones asociadas a estas variables:

n

∑
u∈V

xuv = 1, ∀ v∈V (4.1)

xuv+xuw≤ xuu, ∀ u∈V, (v,w) ∈ E (4.2)

xuv = 0, ∀ u∈V, v∈ N(u) (4.3)

xuv∈ {0,1}, ∀ u,v∈V

Las ecuaciones (4.1) aseguran que cada vértice admita un único representante, las inecuaciones (4.2) es-
tablecen que dos vértices adyacentes no pueden tener el mismo representante en común y las inecuaciones
(4.3) afirman que un vértice no puede representar a ninguno de sus vecinos.

A partir de una solución factible de esta formulación se puede armar un coloreo cuya cantidad de colores
es∑v∈V xvv, simplemente asignando las distintas clases de colores a los vértices representados por un mismo
vértice. Para resolver el PCG, minimizamos la función objetivo ∑v∈V xvv.

Posteriormente se presentó una modificación de este modelo con el nombre derepresentantes asimétri-
cos[21]. Básicamente, lo que se propone es introducir las siguientes restricciones:

xuv = 0, ∀ u,v∈V, u> v (4.4)

Estas restricciones fuerzan a que un vértice sólo pueda ser representado por un vértice cuyo número (o eti-
queta) sea inferior. Así, el vértice que representa un colores justamente el vértice cuyo número es mínimo
en dicha clase de color. Esto produce una reducción de la cantidad de soluciones simétricas. En la siguiente
sección hablaremos sobre el concepto de simetría con mayor profundidad.
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La formulación de representantes asimétricos fue modificada para que los coloreos intervinientes sean
equitativos [11]. Consideremos el vector entero(x,w) que satisface las restricciones (4.1)-(4.4). Los autores
introducen nuevas variables binariasyi y zui dondeu∈V y 1≤ i ≤ n definidas como sigue:

yi =

{

1 si el cardinal de la clase de color de máximo cardinal esi,

0 si no,

zui = xuu yi .

Con estas variables, las restricciones de equidad son modeladas a través de las siguientes restricciones
lineales:

xuv≤ xuu, ∀ u∈V, v∈ I , u 6= v (4.5)

xuu+ ∑
v∈V

xuv≤
n

∑
i=1

i zui, ∀ u∈V (4.6)

2xuu+ ∑
v∈V

xuv≥
n

∑
i=1

i zui, ∀ u∈V (4.7)

n

∑
i=1

yi = 1, (4.8)

zui ≤ yi , ∀ u∈V, 1≤ i ≤ n (4.9)

zui ≤ xuu, ∀ u∈V, 1≤ i ≤ n (4.10)

zui ≥ yi +xuu−1, ∀ u∈V, 1≤ i ≤ n (4.11)

yi ,zui ∈ {0,1}, ∀ u∈V, 1≤ i ≤ n

Las restricciones (4.5), junto con las (4.2), indican que un vértice sólo puede ser representado por otro vértice
si este último se representa a sí mísmo. En las restricciones(4.6) y (4.7), la clase de color representada poru
tiene cardinal entrei e i−1 sólo sizui = 1. Las restricciones (4.8)-(4.11) aseguran queyi esté bien definida
y quezui = xuu yi .

En [11, 12] se presenta un algoritmo Branch-and-Cut basado en este modelo. Si bien este algoritmo
incorpora componentes que aprovechan características propias del PCEG (como una búsqueda Tabú y una
estrategia de generación de nodos específica), en lo que respecta a la estructura poliedral del modelo sólo
utiliza resultados del estudio realizado en [21] para el PCG.

Para nuestro algoritmo Branch-and-Cut utilizaremos un modelo de programación lineal entera para el
PCEG, basado en los modelos de asignación de colores a vértices para el PCG propuestos en [62, 64].

4.3.2. Modelo de asignación de colores a vértices

Dado un grafoG= (V,E) conexo den vértices, los coloreos deG pueden modelarse a través de variables
binariasxv j y w j para todov∈V y 1≤ j ≤ n, definidas de la siguiente manera:

xv j =

{

1 si el vérticev es coloreado con el colorj ,

0 si no,

w j =

{

1 si el color j es usado por algún vértice,

0 si no.
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Entonces toda solución del siguiente sistema representa uncoloreo deG:
n

∑
j=1

xv j = 1, ∀ v∈V (4.12)

xu j +xv j ≤ w j , ∀ uv∈ E, 1≤ j ≤ n (4.13)

xv j,w j ∈ {0,1}, ∀ v∈V, 1≤ j ≤ n

Las ecuaciones (4.12) reciben el nombre derestricciones de asignacióny aseguran que cada vértice sea col-
oreado exactamente con un color. Las inecuaciones (4.13) reciben el nombre derestricciones de adyacencia
y evitan que dos vértices adyacentes compartan el mismo color. Dado que el grafoG es conexo, las inecua-
ciones (4.13) además impiden que un vértice utilice el colorj si w j = 0 (pues cada vérticev es adyacente a
algún otro y, por lo tanto, cada variablexv j figura al menos una vez en estas restricciones).

El PCG puede resolverse, por lo tanto, minimizando la función objetivo∑n
j=1w j sobre el conjunto de

soluciones enteras del sistema. Lo llamamosmodelo de asignación de colores a vértices.

Ejemplo 4.3.1. Consideremos un grafo G de 3 vértices y conjunto de aristas E= {(1,2),(2,3)}. En el
modelo de asignación de colores a vértices, la cantidad de soluciones enteras que representan coloreos
asciende a 18, de las cuales las que representan 2-coloreos son 12 (las variables que no son mencionadas
tienen el valor cero):

x11 = x22 = x31 = w1 = w2 = 1, x11 = x23 = x31 = w1 = w3 = 1,
x12 = x21 = x32 = w1 = w2 = 1, x12 = x23 = x32 = w2 = w3 = 1,
x13 = x21 = x33 = w1 = w3 = 1, x13 = x22 = x33 = w2 = w3 = 1,
x11 = x22 = x31 = w1 = w2 = w3 = 1, x11 = x23 = x31 = w1 = w2 = w3 = 1,
x12 = x21 = x32 = w1 = w2 = w3 = 1, x12 = x23 = x32 = w1 = w2 = w3 = 1,
x13 = x21 = x33 = w1 = w2 = w3 = 1, x13 = x22 = x33 = w1 = w2 = w3 = 1,

y para el caso de los 3-coloreos, la cantidad de soluciones enteras que los representan es seis:

x11 = x22 = x33 = w1 = w2 = w3 = 1, x12 = x23 = x31 = w1 = w2 = w3 = 1,
x11 = x23 = x32 = w1 = w2 = w3 = 1, x13 = x21 = x32 = w1 = w2 = w3 = 1,
x12 = x21 = x33 = w1 = w2 = w3 = 1, x13 = x22 = x31 = w1 = w2 = w3 = 1.

Cuando modelamos una aplicación real del PCEG, varias soluciones del modelo son traducidas al pro-
blema real como una misma solución debido a que los colores seconsideran indistinguibles entre sí. En el
ejemplo anterior se puede ver que los 3-coloreos guardan la misma esencia: sin importar qué color se asigne
a cada vértice, se verifica que todos los colores asignados son distintos entre sí.

Entonces sería conveniente que pudiésemos eliminar, aunque sea, parte de estas soluciones para acelerar
el proceso de búsqueda de la solución óptima.

Las soluciones que tienen el mismo valor de la función objetivo se llamansoluciones simétricas. En
muchos casos estas soluciones pueden ser generadas a partirde otras soluciones mediante la permutación
de sus componentes. Por lo general, la existencia de soluciones simétricas suele producir un deterioro en la
performance de los algoritmos de resolución.

Un concepto que se empezó a usar hace unos años atrás es el deromper simetrías[28] y consiste
justamente en construir modelos que eliminen la mayor cantidad de soluciones asegurándose de que, para
cada valor posible de la función objetivo, exista al menos una solución factible del mismo.

Este concepto ya ha sido aplicado al PCG con éxito [64]. Aquí, los autores plantean varios enfoques
para eliminar soluciones simétricas en el modelo de asignación de colores a vértices, que detallamos a
continuación:
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1. En el modelo de asignación de colores a vértices existen soluciones enteras en donde, para un color
j cualquiera,w j = 1 aunque el colorj no sea utilizado por ningún vértice. Estas soluciones pueden
eliminarse incorporando las restricciones:

∑
v∈V

xv j ≥ w j , ∀ 1≤ j ≤ n (4.14)

En el Ejemplo4.3.1, el número total de soluciones enteras disminuye a 12, puesto que los 2-coloreos
se representan sólo con:
x11 = x22 = x31 = w1 = w2 = 1, x11 = x23 = x31 = w1 = w3 = 1,
x12 = x21 = x32 = w1 = w2 = 1, x12 = x23 = x32 = w2 = w3 = 1,
x13 = x21 = x33 = w1 = w3 = 1, x13 = x22 = x33 = w2 = w3 = 1.

2. También vemos que hay soluciones factibles que representan un coloreo en donde un colorj+1 puede
ser usado aún cuando el colorj no lo es. Para evitar estas soluciones adicionales, podemosexigir que
el color j +1 no pueda ser usado si los colores 1, . . . , j no fueron usados en algún vértice. Para lograr
esto, es suficiente con agregar las restricciones:

w j+1≤ w j , ∀ 1≤ j ≤ n−1 (4.15)

Considerando las restricciones (4.14) y (4.15), la cantidad total de soluciones enteras del Ejemplo
4.3.1se reduce a 8 debido a que los 2-coloreos se representan sólo con:
x11 = x22 = x31 = w1 = w2 = 1, x12 = x21 = x32 = w1 = w2 = 1.

3. En la formulación anterior aún permanecen determinadas soluciones simétricas que pueden ser elimi-
nadas si exigimos que el número de vértices coloreados con uncolor j sea mayor o igual al número
de vértices coloreados conj +1. Entonces basta con agregar las siguientes restricciones:

∑
v∈V

xv j ≥ ∑
v∈V

xv j+1, ∀ 1≤ j ≤ n−1 (4.16)

Esta vez, sólo uno de los 2-coloreos del Ejemplo4.3.1puede ser representado:x11= x22= x31=w1 =
w2 = 1, y por lo tanto el número total de soluciones enteras es de 7.

4. El modelo de asignación de colores a vértices no distinguelos colores que le pueden ser asignados
a conjuntos estables con igual cardinal. Para evitar estas soluciones, vamos a considerar los vértices
de una clase de color y elegir aquel cuyo número (o etiqueta) sea el menor dentro de dicha clase. Las
clases de color se pueden ordenar de acuerdo al número de estos vértices y, como el ordenamiento es
único, permite eliminar en forma total las permutaciones delos colores: a la clase de color ubicada
en la j-ésima posición (según este ordenamiento) se le asigna el color j. Para alcanzar este objetivo,
agregamos las siguientes restricciones a la formulación:

xv j = 0, ∀ 1≤ v< j ≤ n (4.17)

xv j ≤
v−1

∑
u= j−1

xu j−1, ∀ 2≤ j < v≤ n (4.18)

La restricción (4.17) indica que a un vértice cuya etiqueta esv nunca se le puede asignar un color
superior av y la restricción (4.18) indica que a un vértice cuya etiqueta esv se le puede asignar el
color j únicamente si algún vertice con etiqueta menor usa el colorj−1. Un vértice que no cumpla
esta condición está obligado a colorearse con 1, . . . , j−1.
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Si consideramos las restricciones (4.14), (4.15), (4.17) y (4.18), sólo uno de los 2-coloreos del Ejemplo
4.3.1puede ser representado con una solución:x11 = x22 = x31 = w1 = w2 = 1. Análogamente, sólo
uno de los 3-coloreos del ejemplo puede ser representado:x11 = x22 = x33 = w1 = w2 = w3 = 1. Por
lo tanto, la cantidad total de soluciones enteras se reduce a2.

La siguiente tabla da un resumen de las distintas formulaciones para el problema de coloreo clásico pro-
puestas en [64], según las restricciones que la conforman:

Formulación (4.12) (4.13) (4.14) (4.15) (4.16) (4.17) (4.18)
Estándar • •

1 • • •
2 • • • •
3 • • • •
4 • • • • • •

Los criterios para romper simetrías involucrados en las formulaciones 3 y 4 no son compatibles entre sí,
por lo que no es posible emplearlos de manera simultánea. Porejemplo, consideremos el grafo de la Figura
(i) que se diferencia del grafo del Ejemplo4.3.1en el etiquetado de sus vértices.

(i) 2 1 3 (ii) 1 2 1 (iii) 2 1 2

En (ii) y (iii) se muestran los 2-coloreos posibles, teniendo en cuenta las restricciones (4.14) y (4.15). El
coloreo dado en (iii) no tiene asociada una solución entera factible en la formulación 3 mientras que ocurre
lo mismo con el coloreo de (ii) y la formulación 4. Si mezclásemos ambos criterios, no habría ninguna
solución factible con 2 colores en la formulación resultante.

En [64] se analizaron las formulaciones 2, 3 y 4 antes mencionadas alos efectos de la implementacion de
un Branch-and-Cut para el PCG. Nosotros analizaremos en forma similar las adaptaciones de estos modelos
al PCEG.

4.3.3. Modelos para el Problema de Coloreo Equitativo

En esta sección utilizamos el modelo de asignación de colores a vértices que identifica cada coloreo con
un vector entero(x,w) que satisface las restricciones (4.12) y (4.13).

Observemos que siG es un grafo conexo, la restricciones (4.13) implican que si un colorj no es usado
(w j = 0) ningún vértice puede ser coloreado con ese color (xv j = 0 para todov∈V). Sin embargo, en caso
de queG tenga un vértice aisladou, las restricciones (4.13) no evitan una solución conw j = 0 y xu j = 1.
Esto no es tenido en cuenta en los modelos del PCG ya que para resolver este problema basta contemplar
cada una de las componentes conexas deG. Sin embargo, como se ha visto en la Sección2.1, esto no sucede
cuando trabajamos con el PCEG. Por esta razón, para cualquier modelo del PCEG, debemos tener en cuenta
restricciones adicionales que eviten este inconveniente,como las siguientes:

xv j ≤ w j , ∀ v∈ I , 1≤ j ≤ n (4.19)

dondeI = {v∈V : δ (v) = 0} (I es el conjunto de vértices aislados deG).

Por otra parte recordemos que, para que un coloreo sea equitativo, debe satisfacer la restricción de
equidad. Esto es, la diferencia entre los tamaños de dos clases de color no puede superar la unidad. Si somos
capaces de escribir esta condición con desigualdades lineales en términos de las variables del modelo para
el PCG, entonces podemos definir un modelo para el PCEG.

Observemos que si(x,w) satisface las restricciones (4.12), (4.13) y (4.19), y j es un color que se usa en
el coloreo que(x,w) representa, entoncesw j = 1 y el tamaño de la clasej puede ser calculado con∑v∈V xv j.
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Entonces, la restricción de equidad puede ser reformulada en términos de las variables de(x,w):

wi = w j = 1 ⇒ −1≤ ∑
v∈V

xvi−∑
v∈V

xv j ≤ 1 ∀ 1≤ i < j ≤ n.

Para modelar esta restricción como una inecuación lineal, los autores de [13] introducen una constante
M de valor muy grande (big M, coloquialmente) y proponen las siguientes restricciones:

∑
v∈V

xvi−∑
v∈V

xv j ≤ (2M+1)−Mwi−Mw j, ∀ 1≤ i < j ≤ n (4.20)

∑
v∈V

xvi−∑
v∈V

xv j ≥−(2M+1)+Mwi +Mw j, ∀ 1≤ i < j ≤ n (4.21)

Asumiendo que se usen al menos dos colores para pintar aG, el tamaño de una clase de color no puede
superar adn/2e. Entonces un valor apropiado paraM puede serdn/2e−2, dado que el resultado de evaluar
(2M+1)−Mwi−Mw j es 2dn/2e−1, dn/2e o 1 dependiendo de si cero, uno o dos de los coloresi y j son
empleados. En los primeros casos, ambas restricciones son redundantes mientras que en el último imponen
que||Ci |− |Cj || ≤ 1.

La formulación compuesta por las restricciones (4.12), (4.13), (4.19), (4.20) y (4.21) nos permite re-
solver el PCEG. A esta formulación la llamaremosSECF(Symmetric Equitable Coloring Formulation).

Sin embargo, es sabido que las restricciones que utilizan unabig M generalmente producen relajaciones
lineales muy pobres. Además de esto, la formulaciónSECFno evita soluciones simétricas con el agregado
de restricciones como las vistas en la sección anterior, lascuales han funcionado muy bien en el marco de
un algoritmo Branch-and-Cut para el PCG [64].

De hecho, esta formulación no se ha utilizado para resolver el PCEG más que en instancias muy pe-
queñas [13] (no más de 35 vértices, con excepción de algunas instanciasmayores de muy baja densidad
como el grafokneser9_4).

Si, junto a las restricciones (4.12) y (4.13), consideramos también las restricciones (4.15) (aquellas que
impedían que se use el colorj +1 si no se usa el colorj), entonces una solución entera(x,w) representa un
r-eqcol si y sólo si los colores 1, . . . , r son los únicos que se utilizan, es decir quew1 = w2 = . . .= wr = 1 y
wr+1 = wr+2 = . . .= wn = 0. Equivalentemente,(x,w) representa unr-eqcol si y sólo si

wk−wk+1 =

{

1, si k= r ,

0, si k 6= r .

Según la Observación1.5.1, las restricciones de equidad para unr-eqcol también pueden ser formu-
ladas comobn/rc ≤ |Cj | ≤ dn/re para todo 1≤ j ≤ r. De esta manera, las restricciones de equidad pueden
modelarse con las siguientes desigualdades lineales:

∑
v∈V

xv j ≥
n

∑
k= j

⌊

n
k

⌋

(

wk−wk+1
)

, ∀ 1≤ j ≤ n (4.22)

∑
v∈V

xv j ≤
n

∑
k= j

⌈

n
k

⌉

(

wk−wk+1
)

, ∀ 1≤ j ≤ n (4.23)

En efecto, para cualquier solución que represente unr-eqcol, el lado derecho de las restricciones (4.22)
y (4.23) serábn/rc y dn/re respectivamente para todoj ≤ r, mientras que paraj > r el lado derecho de
ambas será cero. Para facilitar la escritura de estas restricciones se utiliza una variablewn+1 no definida, que
se considera siempre con valor cero.

A la formulación compuesta por las restricciones (4.12), (4.13), (4.15), (4.19), (4.22) y (4.23) la llamare-
mosECF (Equitable Coloring Formulation). Esta formulación tiene asociada el siguiente poliedro:
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Definición 4.3.2. El poliedroECP es la cápsula convexa de las soluciones enteras de la formulación ECF:

ECP = conv{(x,w) ∈ {0,1}n
2+n : (x,w) satisface(4.12),(4.13),(4.15),(4.19),(4.22),(4.23)}

Puede observarse que no agregamos las restricciones (4.14) enECF. En realidad, estas últimas son do-
minadas por las restricciones (4.22).

Tal como fue planteado anteriormente, en la formulaciónECF aún permanecen determinadas soluciones
simétricas que pueden ser eliminadas con la incorporación de las restricciones (4.16). De esta manera, nos
aseguramos que los tamaños de las clases decrezcan en relación a los colores y, de acuerdo a lo observado
en 1.5.1, un k-coloreo será equitativo si|Cj | = d

n− j+1
k e para todo 1≤ j ≤ k. Es decir que conocemos

exactamente el tamaño de cada clase en unk-eqcol, y las restricciones de equidad pueden modelarse con
ecuaciones lineales de la forma:

∑
v∈V

xv j =
n

∑
k= j

⌈

n− j +1
k

⌉

(wk−wk+1), ∀ 1≤ j ≤ n (4.24)

La igualdad anterior para el casoj = 1 es combinación lineal de las demás y, por lo tanto, puede omitirse.

LlamaremosECF1 a la formulación que comprende (4.12), (4.13), (4.15), (4.19), y (4.24). Esta formu-
lación tiene asociada el siguiente poliedro:

Definición 4.3.3.El poliedroECP 1 es la cápsula convexa de las soluciones enteras de la formulación ECF1:

ECP 1 = conv{(x,w) ∈ {0,1}n
2+n : (x,w) satisface(4.12),(4.13),(4.15),(4.19),(4.24)}

En el modeloECF1 aún subsisten coloreos simétricos debido a que las clases decolor con el mismo
cardinal son intercambiables entre sí, en el siguiente sentido. Para unk que divide an, todas las clases de
color de unk-eqcol tienen el mismo cardinal yECF1 no elimina más soluciones simétricas queECF. En el
caso en quek no divida an, existen clases de color de tamañosbn/kc y bn/kc+1. Si bienECF1 elimina las
soluciones simétricas que se desprenden de intercambiar los vértices entre una clase de tamañobn/kc con
una de tamañobn/kc+1, aún mantiene las soluciones que surgen de intercambiar los vértices de dos clases
de color del mismo tamaño.

Ya vimos que para evitar estas soluciones, agregamos las restricciones (4.17) y (4.18).
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2
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4

56

7

8

(a) 432 soluciones

8

2
3

4

56

7

1

(b) 653 soluciones

Figura 4.1: Dos etiquetados paraK1,7

Es importante aclarar que el número de soluciones enteras deECF2 depende fuertemente de la forma
en que etiquetamos los vértices. En la Figura4.1establecemos dos etiquetados diferentes del grafoK1,7. El
etiquetado de la izquierda da lugar a 432 soluciones diferentes mientras que el de la derecha produce 653.
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Esto va a ser un factor a tener en cuenta cuando implementemosel modelo, puesto que distintos criterios de
etiquetado pueden conducir a distintos comportamientos del algoritmo que resuelve el modelo.

LlamaremosECF2 a la formulación que consta de (4.12), (4.13), (4.15), (4.17), (4.18), (4.19), (4.22) y
(4.23). Esta tiene asociada el siguiente poliedro.

Definición 4.3.4.El poliedroECP 2 es la cápsula convexa de las soluciones enteras de la formulación ECF2:

ECP 2 = conv{(x,w) ∈ {0,1}n
2+n : (x,w) satisface(4.12),(4.13),

(4.15),(4.17),(4.18),(4.19),(4.22),(4.23)}

4.4. Comparación de los modelos propuestos

A continuación analizamos los modelos de la Sección4.3.3en base a los siguientes parámetros:cantidad
de variables, cantidad de restriccionesy cantidad de soluciones enteras.

En primer lugar, podemos asumir que las variablesxv j conv< j pueden ser eliminadas de la formulación
ECF2 debido a las restricciones (4.17), y estas últimas no se deben tener cuenta al contabilizar lacantidad
de restricciones deECF2. También asumiremos que el grafoG en cuestión es conexo, pues de no serlo,
simplemente debemos agregar las restricciones (4.19) a cualquiera de los modelos, que sonn|I | dondeI es
el conjunto de vértices aislados deG. Bajo estas consideraciones armamos el Cuadro4.1.

SECF ECF ECF1 ECF2

Variables n2+n n2+n n2+n 1
2n2+ 3

2n
Restricciones n2+ |E|n (|E|+4)n−1 (|E|+3)n−1 1

2n2+(|E|+ 7
2)n−1

Cuadro 4.1: Cantidad de variables y restricciones

En lo que respecta a cantidad de soluciones enteras, no podemos dar un valor único para cada formu-
lación pues éste depende de la estructura del grafo. Por ejemplo, para un grafo estrellaK1,m, la cantidad de
soluciones enteras asociadas a la formulaciónECF es

m+1

∑
k=dm+2

2 e

( k

∏
r=m−k+2

r×
m−k+1

∏
r=1

(

m−2r +2
2

))

,

mientras que para un grafo completoKm+1, esta cantidad es(m+1)!.
En el cuadro4.2se pueden consultar los números de soluciones para cada modelo en grafos estrellaK1,m

con 3≤m≤ 7. ParaECF2 se muestran dos columnas. La columna (a) corresponde al casoen que el primer
vértice es el centro de la estrella y la (b) corresponde al resto de los casos (véase la Figura4.1 para el caso
m= 7).

De los cuadros4.1 y 4.2 podemos ver que la formulaciónSECFes la que más restricciones tiene (de
las cuales hayn2−n restricciones que dependen de un valorbig M) y el número de soluciones enteras crece
más rápido que en los otros casos. Pruebas preliminares sobre instancias muy pequeñas ya descartan aSECF
como opción.

Los modelos restantes, sin embargo, deben ser analizados con mayor profundidad. Si bienECF2 tiene
menos variables que el resto de los modelos y además muestra un número bajo de soluciones enteras, tiene
más restricciones queECF y ECF1, lo que podría ocasionar que el cómputo de las relajaciones lineales con-
suma mayor tiempo. Por otro lado,ECF1 podría presentar mejor performance queECF porque involucra
menos restricciones y rompe más simetrías. En el Capítulo7 probaremos empíricamente los modelosECF,
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Grafo χeq(G) SECF ECF ECF1 ECF2 (a) ECF2 (b)
K1,3 3 96 42 30 4 5
K1,4 3 1020 282 162 11 15
K1,5 4 13320 2280 1020 33 48
K1,6 4 206640 21600 7470 115 170
K1,7 5 3709440 234360 61740 432 653

Cuadro 4.2: Cantidad de soluciones enteras para grafos estrella

ECF1 y ECF2 a fín de obtener aquel que pueda brindar el mayor beneficio a nuestro algoritmo Branch-and-
Cut.

Respecto a los poliedros asociados a estos modelos,ECP es el que resulta ser más independiente de las
particularidades del grafo, lo que lo vuelve más sencillo deanalizar poliedralmente comparado conECP 1

y ECP 2. En particular, la dimensión deECP 2 depende también del etiquetado de los vértices que hace aún
más difícil su caracterización. Profundizaremos más sobreesta problemática en la Sección5.5.

Por otro lado, cualquier desigualdad válida paraECP es también válida para los otros poliedros men-
cionados, ya que tantoECP 1 como ECP 2 están contenidos enECP . En otras palabras, podemos estudiar
el poliedroECP independientemente del modelo que elijamos luego. Este va aser el objetivo del Capítu-
lo 5. Los resultados que obtengamos allí serán utilizados posteriormente en el Capítulo6 para desarrollar
las rutinas de separación vinculadas a cada familia que, junto a otros elementos, constituirán un algoritmo
Branch-and-Cut que resuelva el PCEG.
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Capítulo 5

Estudio del Poliedro de Coloreo Equitativo

En este capítulo presentaremos un detallado estudio poliedral deECP , el poliedro asociado a la formu-
laciónECF vista en la Sección4.3.3. Sobre el final haremos algunas observaciones acerca de los poliedros
ECP 1 y ECP 2.

5.1. Dimensión del poliedroECP

De acuerdo a lo observado en la Sección2.2, a partir de este momento trabajamos con grafosG sin
vértices universales y tales que 2≤ χeq(G) ≤ n− 2. En los casos restantes el problema PCEG se puede
resolver en tiempo polinomial. Asumiremos además queG tiene al menos 5 vértices.

Para simplificar la notación vamos a escribirχeq en vez deχeq(G) y ∆ en vez de∆(G) siempre queG
sea el grafo al que se hace referencia en el contexto.

Recordemos queI es el conjunto de vértices aislados del grafoG y S es el conjunto de enterosk≥
χeq(G) tales queG no admite unk-eqcol, según la Definición2.1.1. Recordemos también queECP es la
cápsula convexa de las soluciones(x,w) ∈ {0,1}n

2+n que satisfacen:

n

∑
j=1

xv j = 1, ∀ v∈V (4.12)

xu j +xv j ≤ w j , ∀ uv∈ E, 1≤ j ≤ n (4.13)

xv j ≤ w j , ∀ v∈ I , 1≤ j ≤ n (4.19)

w j+1≤ w j , ∀ 1≤ j ≤ n−1 (4.15)

∑
v∈V

xv j ≥
n

∑
k= j

⌊

n
k

⌋

(

wk−wk+1
)

, ∀ 1≤ j ≤ n (4.22)

∑
v∈V

xv j ≤
n

∑
k= j

⌈

n
k

⌉

(

wk−wk+1
)

, ∀ 1≤ j ≤ n (4.23)

A partir de ahora, cada vez que nos refiramos a un coloreo equitativo, estaremos aludiendo a un coloreo
asociado a un punto extremo del poliedroECP . Además, usaremos indistintamente las representaciones de
los coloreos como vectores binarios, mapeos o clases de color. Si, por ejemplo,c es unk-eqcol tal que
c(1) = c(2) = 1 entonces{1,2} ⊂C1 y x11 = x21 = 1, x1 j = x2 j = 0 para todo 2≤ j ≤ n, w j = 1 para todo
1≤ j ≤ k y w j = 0 para todok+1≤ j ≤ n.

Dos operadores entre coloreos serán de gran utilidad en estecapítulo. El primero se basa en el hecho de
que el intercambio de colores en unk-eqcol produce otrok-eqcol.
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5. Estudio del Poliedro de Coloreo Equitativo

Definición 5.1.1. Sea c un k-eqcol de G con clases de colores C1, . . ., Ck y sea L= ( j1, j2, . . . , jr) una lista
ordenada de distintos colores entre 1 y k. Se define como swapL(c) al k-eqcol cuyas clases de colores son
C′1, . . ., C′k y satisfacen C′jt =Cjt+1 ∀ 1≤ t ≤ r−1, C′jr =Cj1 y C′i =Ci ∀ i /∈ L.

El otro operador nos permite construir un(k+1)-eqcol a partir de unk-eqcol condn/2e ≤ k≤ n−1.
Observemos que en todos losk-eqcols conk≥ dn/2e, las clases de colores tienen uno o dos elementos, y
asignándole el colork+1 a un vértice perteneciente a una clase de tamaño dos, obtenemos un(k+1)-eqcol.
Formalmente:

Definición 5.1.2. Sea c un k-eqcol de G condn/2e ≤ k ≤ n− 1 y v 6= v′ tal que c(v) = c(v′). Se define
intro(c,v) como el(k+1)-eqcol c′ que satisface c′(v) = k+1 y c′(i) = c(i) ∀ i ∈V\{v}.

En la Proposición 1 de [64] se presenta un procedimiento para generar coloreos afínmente independien-
tes a partir de unn-coloreo. Al incorporar en éste la condición de equidad en los coloreos, obtenemos un
nuevo procedimiento que nos permitirá generar coloreos equitativos afínmente independientes a partir de un
n-eqcol.

Definición 5.1.3. Sean u y u′ vértices no adyacentes en G y sea c1 un n-eqcol dado, en donde c1(u) = n y
c1(u′) = n−1. Se define PROC(c1) como el conjunto de coloreos que incluye a c1 y a los siguientes:

c2
j, j ′ = swapn, j, j ′(c1) para cada j, j ′ ∈ {1, . . . ,n− 1} tal que j 6= j ′. De esta manera, construimos

(n−1)(n−2) coloreos.

c3
j = swapn, j (c1) para cada j∈ {1, . . . ,n−1}. Así construimos n−1 coloreos más.

El (n−1)-eqcol c4 tal que c4(u) = n−1 y c4(i) = c1(i) ∀ i ∈V\{u}.

c5
j = swapn−1, j(c4) para cada j∈ {1, . . . ,n−2}. Aquí tenemos n−2 coloreos más.

Un k-eqcol arbitrario de G c6k para cada k∈ {χeq, . . . ,n−2}\S . Obtenemos n−χeq−|S |−1 colo-
reos más.

Lema 5.1.4. Sea c1 un n-eqcol de G tal que los vértices de colores n y n−1 no son adyacentes. Entonces
PROC(c1) es un conjunto de n2− χeq−|S | coloreos equitativos de G afínmente independientes.

La prueba de este lema es casi idéntica a la de la Proposición 1de [64], y puede encontrarse en el
Capítulo9.

Para el estudio de la estructura facial deECP debemos comenzar identificando la dimensión deECP .

Teorema 5.1.5.La dimensión deECP es n2− (χeq+ |S |+ 1) y un sistema minimal de ecuaciones para
ECP es:

n

∑
j=1

xv j = 1, ∀ v∈V (5.1)

w j = 1, ∀ 1≤ j ≤ χeq (5.2)

w j = w j+1, ∀ j ∈S (5.3)

∑
v∈V

xvn = wn. (5.4)

Demostración.Debemos probar que:

(i) Todo coloreo equitativo satisface las igualdades del sistema minimal.
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(ii) Las igualdades son mutuamente independientes.

(iii) Existen n2− χeq−|S | coloreos equitativos afínmente independientes.

La primera condición se cumple pues las igualdades (5.1) están explícitamente declaradas enECF como
restricciones de asignación, las igualdades (5.2) y (5.3) surgen de la definición deχeq y S respectivamente
y la igualdad (5.4) afirma que la última clase de color tiene exactamente un elemento si el último color es
usado. La segunda condición también se cumple dado que cada igualdad involucra una variable que no está
presente en las demás igualdades. Finalmente, debido a queG no es un grafo completo, existen vérticesu
y u′ no adyacentes. Seac1 un n-eqcol tal quec1(u) = n y c1(u′) = n−1. Con este coloreo, el Lema5.1.4
prueba la condición (iii).

En las próximas secciones analizaremos la dimensión de las caras deECP definidas por diversas de-
sigualdades válidas. Para ello, haremos uso reiterado de lasiguiente observación.

Observación 5.1.6.Dado un poliedro P y una cara F= {x ∈ P : πx = π0} definida por una desigualdad
πx≤ π0 válida en P, para probar que F es faceta de P, es suficiente con exhibir dim(P) puntos afínmente
independientes de F. Por el contrario, si deseamos probar que F no es faceta de P basta con exhibir una
igualdadµx= µ0 que no pueda obtenerse mediante una combinación lineal de las ecuaciones del sistema
minimal de P y la igualdadπx= π0.

5.2. Caras definidas por las desigualdades de la relajación lineal del modelo

Comenzamos por las restricciones de no negatividad de las variables.
Es fácil ver que las restricciones de no negatividad de las variablesw j nunca definen facetas. En efecto,

w j ≥ 0 está dominada por la restricción (4.15) paraχeq < j < n, y nunca se satisface por igualdad para
j ≤ χeq. Paraj = n, tenemoswn = ∑v∈V xvn≥ 0 por (5.4) y la no negatividad dexvn para todov∈V.

No sucede lo mismo con las variablesx para las cuales podemos probar:

Teorema 5.2.1.Sea v∈V y1≤ j ≤ n. La restricción xv j ≥ 0 define una faceta deECP .

Demostración.Para probar quexv j ≥ 0 define una faceta deECP , vamos a exhibirn2−χeq−|S |−1 colo-
reos afínmente independientes que satisfacenxv j = 0, acorde a la Observación5.1.6.

Caso j ≤ n−2. Seanu,u′ ∈V\{v} vértices no adyacentes y seac1 un n-eqcol tal quec1(u) = n, c1(u′) =
n−1 y c1(v) 6= j. Consideramos los coloreos dePROC(c1), pero elegiendo los coloreosc6

k de manera que
no pinten av de color j lo cual siempre es posible. Cada elemento de este conjunto decoloreos, excepto
c2

j,c1(v), satisfacexv j = 0.

Caso j = n− 1. SeaS el conjunto de losn-eqcols y(n− 1)-eqcols presentados en el caso anterior para
j = n− 2. Es claro que todo coloreo deS satisfacexvn−2 = 0. Consideramos los coloreosswapn−1,n−2(c̃)
para cada ˜c∈ Sy unk-eqcol arbitrario deG para cadak∈ {χeq, . . . ,n−2}\S . Todos los coloreos satisfacen
xvn−1 = 0.

Caso j = n. Seau′ un vértice no adyacente av y seac1 un n-eqcol tal quec1(v) = n y c1(u′) = n− 1.
Consideremos los coloreos dePROC(c1) pero excluyendo ac1. Los coloreos restantes satisfacenxvn =
0.

Analizamos ahora las desigualdades de cota superior de las variables. Las desigualdadesxv j ≤ 1 nunca
definen facetas porque son implicadas por la restricción de asignación (4.12) y las desigualdadesxv j ≥ 0.
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Respecto a las desigualdadesw j ≤ 1, su facetitud será un corolario del resultado asociado a las desigual-
dades del orden establecido entre los colores.

Teorema 5.2.2.Sea1≤ j ≤ n− 1. La restricción (4.15), wj+1 ≤ w j , define faceta deECP si y sólo si G
admite un j-eqcol y j6= n−1.

Demostración.SeaFj la cara deECP definida por la desigualdadw j+1≤ w j .
Si G admite unj-eqcol y j 6= n−1, consideramos las soluciones dePROC(c1) para cualquiern-eqcolc1

y excluimos elj-eqcolc6
j . Es fácil ver que estos sonn2− χeq−|S |−1 coloreos afínmente independientes

que satisfacenw j+1 = w j .

Ahora demostramos que siG no admite unj-eqcol o j = n−1 entoncesFj no es una faceta deECP .
Si G no admite unj-eqcol, i.e. j ∈ {1, . . . ,χeq−1}∪S , entonces (4.15) es una combinación lineal de

ecuaciones del sistema minimal y, por lo tanto,Fj = ECP .
Por otro lado, la clase de colorn−1 de todo coloreo(x,w) que satisfacewn = wn−1 tiene a lo sumo un

vértice. En este caso,(x,w) verifica∑v∈V xvn−1 = wn−1 y, según la Observación5.1.6, Fn−1 no es una faceta
deECP .

Corolario 5.2.3. La desigualdad wj ≤ 1 define faceta deECP si y sólo si j= χeq+1.

Demostración.SeaFj la cara deECP definida por la desigualdadw j ≤ 1.
Si j ≤ χeq, Fj = ECP por las ecuaciones (5.2). Si j ≥ χeq+2, la desigualdadw j ≤ 1 es dominada por

(4.15). Para el casoj = χeq+1, la caraFj es la misma que la cara que definew j ≤ w j−1, la cual es faceta
por el teorema anterior.

Los resultados anteriores (Teoremas5.2.1y 5.2.2) son, en realidad, adaptaciones de resultados similares
propuestos en las Proposiciones 2 y 3 de [64] para el poliedro de coloreo clásico.

Los siguientes teoremas examinan la facetitud de las restricciones de equidad.

Teorema 5.2.4.Sea1≤ j ≤ n. La restricción

∑
v∈V

xv j ≥
n

∑
k= j

⌊

n
k

⌋

(wk−wk+1)

define una faceta deECP si y sólo si j6= n.

Demostración.SeaFj la cara deECP definida por (4.22). Vamos a demostrar que, paraj ≤ n−1, Fj es una
faceta deECP exponiendon2−χeq−|S |−1 coloreos afínmente independientes que caigan enFj . Seanu,u′

vértices no adyacentes yc1 un n-eqcol tal quec1(u) = n y c1(u′) = n−1. Consideremos las soluciones de
PROC(c1) y elijamos aquellos coloreosc6

k de forma que satisfagan|Cj |= bn/kc cuandok≥ j. Los coloreos
propuestos, excepto aquel(n−1)-eqcol que asigna el colorj au y u′ simultáneamente (sij = n−1 éste es
c4 y, si no, esc5

j ), pertenecen aFj . Por lo tanto,Fj es una faceta deECP .

Si j = n, la desigualdad (4.22) dada por igualdad es equivalente a la ecuación (5.4) del sistema minimal
y, consecuentemente,Fn no es faceta deECP .

Teorema 5.2.5.Sea1≤ j ≤ n. La restricción

∑
v∈V

xv j ≤
n

∑
k= j

⌈

n
k

⌉

(wk−wk+1)

define una faceta deECP si y sólo si j= n−1.
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Demostración.SeaFj la cara deECP definida por (4.23). Vamos a exponern2− χeq− |S | − 1 coloreos
afínmente independientes que caigan enFn−1, es decir la cara definida por∑v∈V xvn−1 ≤ 2wn−1−wn. Dado
quen≥ 5 y χeq≤ n−2, existen vérticesu1,u2,u3,u4,u5 ∈V tales queu1 no es adyacente au2 y u3 no es
adyacente au4. Seac1 unn-eqcol tal quec1(u1) = n y c1(u2)= n−1. Sean ademásj1 = c1(u3) y j2 = c1(u4).
Consideramos los coloreosc1, c2

j, j ′ , c3
j y c4 generados porPROC(c1), junto con los siguientes:

El (n−2)-eqcolĉ tal queĉ(u1) = ĉ(u2) = j1, ĉ(u3)= ĉ(u4)= j2 y ĉ(i) = c1(i) ∀ i ∈V\{u1,u2,u3,u4}.

swapj, j1(ĉ) para cadaj ∈ {1, . . . ,n−2}\{ j1, j2}. De esta forma, construimosn−4 coloreos más.

swap̂c(u5), j2(ĉ).

Un k-eqcol arbitrario deG para cadak ∈ {χeq, . . . ,n− 3}\S . Tenemosn− χeq− |S | − 2 coloreos
más.

Se puede probar que estos coloreos son afínmente independientes siguiendo un razonamiento similar al del
Lema5.1.4. Por lo tanto,Fn−1 es faceta deECP .

Cuando j 6= n− 1, Fj no es faceta deECP . En efecto, sij = n entonces la desigualdad (4.23) dada
por igualdad es equivalente a la ecuación (5.4) del sistema minimal, concluyéndose así queFn = ECP . Si
j ≤ n−2, todo coloreo(x,w) que cae enFj satisface∑v∈V xvn−1 =wn−1 y Fj no puede ser faceta deECP .

Más adelante veremos una familia de desigualdades que domina a las restricciones (4.23) para los casos
en quej ≤ n−2.

Respecto a las restricciones de adyacencia (4.13) y de vértices aislados (4.19) veremos que son domina-
das por desigualdades que presentamos en la próxima sección.

5.3. Desigualdades válidas heredadas del poliedro de coloreo clásico

En [62] se estudia el siguiente poliedro asociado a una formulación del PCG.

Definición 5.3.1. El poliedro CP es la cápsula convexa de las soluciones enteras de la formulación de
asignación de colores a vértices con las restricciones (4.14) y (4.15):

CP = conv{(x,w) ∈ {0,1}n
2+n : (x,w) satisface(4.12),(4.13),(4.14),(4.15)}

ComoECP está incluído enCP , toda desigualdad válida paraCP también lo es paraECP . En esta sección
analizaremos la dimensión de las caras que definen enECP las desigualdades válidas estudiadas en [62] para
CP .

En algunos casos donde desigualdades que definen facetas deCP no definen faceta deECP , aplicaremos
el procedimiento delifting secuencialdefinido en [66] que permite incrementar la dimensión de la cara que
define la desigualdad estudiada y, eventualmente, alcanzarla condición de faceta.

5.3.1. Desigualdadesblock

Estas desigualdades fueron introducidas en [62] con el nombre de desigualdadesAnula Color. Dado un
vérticev y un color j, la desigualdad(v, j)-blockestá definida como

n

∑
k= j

xvk≤ w j . (5.5)

Esta desigualdad es válida enCP ya que, siw j = 0, el vérticev no utiliza ningún color dej, . . . ,n.
En ECP , las desigualdades block dominan a las desigualdades de vértices aislados (4.19).
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Teorema 5.3.2.Sea v∈V y1≤ j ≤ n. La desigualdad (5.5) define una faceta deECP si y sólo si, o bien G
admite un( j−1)-eqcol y3≤ j ≤ n−1, o bien j= 2.

Demostración.SeaF la cara deECP definida por la desigualdad(v, j)-block. Para efectuar la prueba de
que F es faceta deECP adaptamos las Proposiciones 5.6.1 y 5.6.2 de [62]. Sabiendo queG admite un
( j − 1)-eqcol y 2≤ j ≤ n− 1, vamos a proponern2− χeq− |S | − 1 coloreos afínmente independientes
pertenecientes aF . La independencia afín de ellos puede determinarse de manera similar a la presentada en
Lema5.1.4. Sea ˜c un ( j−1)-eqcol deG y seaq= c̃(v).

Caso3≤ j ≤ n−2. Seanu,u′ ∈V\{v} no adyacentes. Consideramos el siguiente conjunto de coloreos:

Un n-eqcolc tal quec(v) = j, c(u) = n y c(u′) = n−1.

swapn,k,k′ (c) para cadak,k′ ∈ {1, . . . ,n−1} tal quek′ 6= k y, en el caso quek′ = j entoncesk > j.
Tenemos(n−1)(n−2)− j +1 coloreos.

swapn,k(c) para cadak∈ {1, . . . ,n−1}. Con esto construimosn−1 coloreos más.

El (n−1)-eqcolc′ tal quec′(u) = n−1 y c′(i) = c(i) ∀ i ∈V\{u}.

swapn−1,k(c′) para cadak∈ {1, . . . ,n−2}. Aquí tenemosn−2 coloreos.

El ( j−1)-eqcolc̃.

swapq,k(c̃) para cadak∈ {1, . . . , j−1}\{q}. Tenemosj−2 coloreos aquí.

Un k-eqcol deG que coloreev con color j para cadak∈ { j, . . . ,n−2}\S , y unk-eqcol arbitrario de
G para cadak∈ {χeq, . . . , j−2}\S . Obtenemosn− χeq−|S |−2 coloreos más.

Caso j = n−1. ComoG no tiene vértices universales, existe un vérticev′ no adyacente av. Además, dado
que χeq≤ n− 2, existenu,u′ ∈ V\{v,v′} no adyacentes entre sí. Consideramos el siguiente conjuntode
coloreos:

Un n-eqcolc tal quec(v) = n−1, c(v′) = n y c(u) = n−2.

swapn,k,k′ (c) para cadak,k′ ∈ {1, . . . ,n− 1} tal quek′ 6= k y k′ 6= n− 1. Tenemos(n− 2)(n− 2)
coloreos.

swapn,k(c) para cadak∈ {1, . . . ,n−1}. Con esto construimosn−1 coloreos más.

El (n−1)-eqcolc′ tal quec′(v′) = n−1 y c′(i) = c(i) ∀ i ∈V\{v′}.

El (n−1)-eqcolc′′ tal quec′′(u′) = n−2, c′′(v′) = c(u′) y c′′(i) = c(i) ∀ i ∈V\{u′,v′}.

swapn−2,k(c′′) para todok∈ {1, . . . ,n−3}. Aquí tenemosn−3 coloreos.

El (n−2)-eqcolc̃.

swapq,k(c̃) para cadak∈ {1, . . . ,n−2}\{q}. Tenemosn−3 coloreos aquí.

Un k-eqcol arbitrario deG para cadak∈ {χeq, . . . ,n−3}\S . Obtenemosn− χeq−|S |−2 coloreos
más.
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Caso j = 2. Dado quew2 = 1, la desigualdad(v,2)-block es∑n
k=2 xvk ≤ 1. Restando la igualdad de asig-

nación (5.1) obtenemosxv1≥ 0, que define faceta deECP por Teorema5.2.1. Luego, la(v,2)-block también
define faceta deECP .

Ahora revisamos los casos en dondeF no es faceta deECP . La desigualdad(v,1)-block siempre es
satisfecha por igualdad y entoncesF = ECP . En el caso de la desigualdad(v,n)-block, los puntos de la
cara que la definen también satisfacenxv′n = 0 para todov′ 6= v, no siendo entonces una desigualdad que
defina faceta deECP . Finalmente, siG no admite un( j − 1)-eqcol entonces toda solución deF satisfaría
xv j−1 = 0. En efecto, sea(x,w) un k-eqcol deG tal que∑n

k= j xvk = w j . Si k≤ j−2, claramentexv j−1 = 0.
Si no, ∑n

k= j xvk = 1 dado quek 6= j − 1, y entoncesxv j−1 = 0. De aquí queF no puede ser una faceta de
ECP .

5.3.2. Desigualdades de rango

Dado un conjuntoS⊂V y un color j, llamamosdesigualdad de rango(asociada aSy j) a la desigualdad
∑v∈Sxv j ≤ α(S)w j . Puede verse fácilmente que todas las desigualdades de rango son válidas paraCP . Más
aún, siSno esα-maximal, es decir que existe un vérticev tal queα(S∪{v}) =α(S), entonces la desigualdad
de rango asociada aSy j está dominada por la desigualdad de rango asociada aS∪{v} y j. Por este motivo,
en esta sección asumimos que los conjuntosSsiempre sonα-maximales.

Observemos que siα(S) = 1, Ses una clique deG y las desigualdades de rango toman la forma

∑
v∈S

xv j ≤ w j .

Estas son lasdesigualdades de cliquepresentadas en [62]. Dada una cliqueQ y un color j, nosotros llamare-
mos(Q, j)-clique a esa desigualdad, i.e.∑v∈Q xv j ≤w j .

Si |Q| = 1, i.e.Q = {v} para algúnv, entonces la desigualdad(Q, j)-clique es dominada por la(v, j)-
block. Si|Q| ≥ 2, esta desigualdad siempre define faceta deCP [62]. Esto vale aún paraECP , como afirma
el siguiente teorema.

Teorema 5.3.3.Sea j≤ n−1 y Q una clique maximal de G tal que|Q| ≥ 2. La desigualdad(Q, j)-clique
define una faceta deECP .

La prueba de este teorema puede encontrarse en el Capítulo9.

En [62] se prueba que, paraα(S) ≥ 2, las desigualdades de rango asociadas a unS α-maximal y un
j ≤ n− α(S) no definen facetas deCP , y mediante la aplicación de un lifting secuencial se obtiene la
siguiente desigualdad válida paraCP :

∑
v∈S

xv j + ∑
v∈V

n−1

∑
k=n−α(S)+1

xvk≤ α(S)w j +wn−α(S)+1−wn.

Nos referiremos a esta última como ladesigualdad(S, j)-rango. En la Proposición 5.9 de [62] se dan condi-
ciones suficientes para que estas desigualdades definan facetas deCP .

Analizamos ahora las desigualdades(S, j)-rango cuandoα(S) = 2. En este caso, la desigualdad toma la
forma:

∑
v∈S

xv j + ∑
v∈V

xvn−1≤ 2w j +wn−1−wn, (5.6)

y nosotros la llamaremos desigualdad(S, j)-2-rango.
El siguiente resultado da una condición necesaria para que esta desigualdad defina faceta deECP .
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Lema 5.3.4.Sea j≤ dn/2e−1 y S⊂V tal queα(S) = 2 y S esα-maximal. Si la desigualdad(S, j)-2-rango
define faceta deECP entonces para todo k tal que k∈ {máx{χeq, j}, . . . ,n−1}\S , existe un k-eqcol donde
dos vértices de S comparten el mismo color.

Demostración.SeaF la cara deECP definida por (5.6). Si existiese unk∈ {máx{χeq, j}, . . . ,n−1}\S en
donde ningúnk-eqcol deG pueda colorear dos vértices deScon el mismo color, entonces, en todok-eqcol,
el lado izquierdo de (5.6) sería menor que el lado derecho (cuyo valor es 2). Luego, no habría ningúnk-eqcol
que yace enF y, por lo tanto, todos los coloreos deF satisfaríanwk = wk+1. Dado quek /∈S , esta igualdad
no podría ser obtenida como combinación lineal de las igualdades del sistema minimal deECP y (5.6), y la
caraF no podría ser una faceta deECP .

Condiciones suficientes para que la desigualdad(S, j)-2-rango defina faceta deECP son presentadas en
el siguiente teorema. Su prueba se encuentra en el Capítulo9.

Teorema 5.3.5.Sea j≤ dn/2e−1 y S⊂V tal queα(S) = 2 y S esα-maximal. Si

(i) existe un conjunto estable H de tamaño 3 en G tal que:

si n es impar, el complemento de G−H tiene un matching perfecto M y ambos extremos de
alguna arista de este matching pertenecen a S,

si n es par, existe otro conjunto estable H′ también de tamaño 3 en G tal que H∩H ′ = ∅, el
complemento de G− (H ∪H ′) tiene un matching perfecto M, ambos extremos de alguna arista
de este matching pertenecen a S y existen vértices h∈ H, h′ ∈ H ′ no adyacentes entre sí,

(ii) para todo v∈ V\S, existen vértices diferentes s,s′ ∈ S y un conjunto estable Hv = {v,s,s′} en G tal
que:

si n es impar, el complemento de G−Hv tiene un matching perfecto,

si n es par, existe otro conjunto estable H′v de tamaño 3 en G tal que Hv∩H ′v = ∅ y el comple-
mento de G− (Hv∪H ′v) tiene un matching perfecto,

(iii) para todo k tal que k∈ {máx{χeq, j}, . . . ,dn/2e−2}\S , existe un k-eqcol donde dos vértices de S
comparten el mismo color

entonces la desigualdad(S, j)-2-rango define una faceta deECP .

Para el casoj > dn/2e−1, presentaremos más adelante una desigualdad válida que ladomina.

Presentamos un ejemplo donde el teorema anterior se aplica para demostrar que una desigualdad(S, j)-
2-rango define una faceta deECP .

1 2
3

4
5

6
7

8 9 10 11

Figura 5.1: Grafo de los Ejemplos5.3.6y 5.3.11

Ejemplo 5.3.6. Sea G el grafo presentado en la Figura5.1. Su número cromático equitativo es 5. Si S=
{1,2, . . . ,7} entoncesα(S) = 2 y S esα-maximal. Si H= {4,7,8} entonces H es un conjunto estable
tal que G−H tiene un matching perfecto{(1,10),(2,11),(3,5),(6,9)} con {3,5} ⊂ S. Más aún, para
todo v∈ {8,9,10,11} existe un conjunto estable Hv = {4,7,v} tal queG−Hv tiene un matching perfecto.
Entonces, si1≤ j ≤ 5= d11/2e−1, la desigualdad(S, j)-2-rango define una faceta deECP (G).
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A continuación presentamos otra forma de reforzar la desigualdad de rango clásica cuandoα(S) = 2.
SeaQ el conjunto de vértices deS que son universales enG[S], i.e. Q= {q ∈ S : S⊂ N[q]}. Si Q no

es vacío, para cadav∈Q, el coeficiente dexv j se puede incrementar en la desigualdad∑v∈Sxv j ≤ 2w j . Esto
motiva a la siguiente definición.

Definición 5.3.7. Sea S⊂ V tal queα(S) = 2 y S esα-maximal. Sea Q= {q ∈ S : S⊂ N[q]} 6= ∅ y
j ≤ n−1. Definimos la desigualdad(S,Q, j)-2-rangocomo

∑
v∈S\Q

xv j +2 ∑
v∈Q

xv j ≤ 2w j . (5.7)

Lema 5.3.8. La desigualdad(S,Q, j)-2-rango es válida paraCP .

Demostración.Notemos que si algún vérticev deQ utiliza el color j, ninguno más enSpuede pintarse de
j dado que todo vértice deSes adyacente av. Luego, el valor del lado izquierdo es a lo sumo 2 cuando el
color j se usa.

Si |Q| = 1, la desigualdad(S,Q, j)-2-rango es dominada por otra desigualdad que presentaremos más
adelante.

Los siguientes resultados nos dan condiciones suficientes para que la(S,Q, j)-2-rango defina faceta de
ECP . Sus pruebas se hallan en el Capítulo9.

Teorema 5.3.9.Sea S⊂V tal queα(S) = 2 y S esα-maximal, y sea Q= {q∈ S : S⊂N[q]}. Si |Q| ≥ 2 y

(i) ninguna componente conexa del complemento de G[S\Q] es bipartita,

(ii) para todo v∈ V\S tal que Q⊂ N(v), existen vértices diferentes s,s′ ∈ S\Q y un conjunto estable
Hv = {v,s,s′} en G que satisfacen:

Si n es impar, el complemento de G−Hv tiene un matching perfecto,

Si n es par, existe otro conjunto estable H′v de tamaño 3 en G tal que Hv∩H ′v = ∅ y el comple-
mento de G− (Hv∪H ′v) tiene un matching perfecto,

entonces, para todo j≤ dn/2e−1, la desigualdad(S,Q, j)-2-rango define una faceta deECP .

Corolario 5.3.10. Sea S⊂V tal queα(S) = 2 y S esα-maximal, y sea Q= {q∈ S : S⊂N[q]}. Si |Q| ≥ 2,
ninguna componente conexa del complemento de G[S\Q] es bipartita y para todo v∈ V\S, Q\N(v) 6= ∅,
entonces la desigualdad(S,Q, j)-2-rango define una faceta deECP para todo j≤ n−1.

El siguiente es un ejemplo en donde se emplea el resultado anterior.

Ejemplo 5.3.11. Sea G el grafo de la Figura5.1, S= {1,2, . . . ,7} y Q= {1,2}. La desigualdad(S,Q, j)-
2-rango define faceta deECP (G) para 1≤ j ≤ 10 pues se verifica el enunciado del corolario5.3.10: los
vértices3, . . . ,7 definen un agujero de longitud impar enG y para todo v∈ {8,9,10,11}, Q\N(v) = {1,2}.

En lo que respecta a las desigualdades(S, j)-rango conα(S) ≥ 3, el siguiente resultado nos brinda
condiciones necesarias para que las mismas definan facetas de ECP .

Teorema 5.3.12.Sea S$ V tal queα(S) ≥ 3, y sea j≤ n−α(S). Si la desigualdad(S, j)-rango define
faceta deECP entonces se verifican las siguientes condiciones:
(a) α(S)< dn/χeqe.
(b) G no admite un(n−α(S))-eqcol.
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Demostración.SeaF la cara deECP definida por la desigualdad(S, j)-rango. Demostraremos por el ab-
surdo, asumiendo que si no se cumple (a) o (b), siempre existeuna igualdad que no puede escribirse como
combinación lineal de las ecuaciones del sistema minimal deECP y la (S, j)-rango, lo que lleva a probar
queF no es faceta deECP .

Supongamos que no se verifique (a). Entoncesα(S) ≥ dn/χeqe. Si α(S) > dn/χeqe, ningúnχeq-eqcol
pertenece aF porque el lado derecho de la desigualdad valeα(S) mientras que el lado izquierdo a lo sumo
puede valerdn/χeqe. Luego, todos los coloreos deF satisfacenwχeq+1 = 1.

Por lo tanto, sólo puede darseα(S) = dn/χeqe. Seav ∈ V\S y seac un coloreo equitativo arbitrario
que yace enF. Observemos que la clase de colorj de c tiene que estar contenida completamente enS,
implicando quev no puede colorearse conj enc. Es decir que todos los coloreos deF satisfacenxv j = 0.

Debido a que (a) está obligada a verificarse, supongamos ahora que no se verifique (b). Es decir que
n−α(S)≥ χeq y n−α(S) /∈S . Dado queχeq≥ 2, resulta 3≤α(S)≤dn/χeqe−1≤dn/2e−1, lo que obliga
aG a tener al menos 7 vértices. Luego,α(S)≥d n

n−α(S)e+1 y, por lo tanto, ningún(n−α(S))-eqcol satisface
la desigualdad(S, j)-rango por igualdad. Entonces todo coloreo deF satisfacewn−α(S) = wn−α(S)+1. Dado
quen−α(S) /∈S , esta ecuación no puede escribirse como combinación linealde las ecuaciones del sistema
minimal y la(S, j)-rango.

Las condiciones (a) y (b) del teorema anterior indican que las desigualdades(S, j)-rango definen fa-
cetas conpoca frecuencia. En particular, es fácil ver que siG es monótono nunca se verifican (a) y (b)
simultáneamente y, por lo tanto, estas desigualdades no definen facetas.

Respecto al casoS=V, veremos más adelante nuevas desigualdades válidas paraECP que dominan a
la desigualdad(V, j)-rango.

5.4. Nuevas desigualdades válidas paraECP

En esta sección presentaremos familias de desigualdades válidas paraECP que no son válidas para
CP . Daremos condiciones suficientes para que definan faceta y, en algunos casos, condiciones necesarias.
También determinaremos una cota inferior de la dimensión dela cara que definen enECP , mostrando que
todas ellas definen caras de alta dimensión.

5.4.1. Desigualdadessubvecindad

Las desigualdadesde vecindadfueron definidas en [64] de la siguiente manera. Dado un colorj y un
vérticeu∈V, la desigualdad

α(N(u))xu j + ∑
v∈N(u)

xv j ≤ α(N(u))w j

es válida paraCP . Estas desigualdades pueden verse como un caso particular de las desigualdades que
proponemos a continuación.

Sea j un color,u un vértice deV y S⊂N(u). Es fácil comprobar que la desigualdad

α(S)xu j +∑
v∈S

xv j ≤ α(S)w j

también es válida paraCP .
De hecho, si el colorj no se usa, ambos lados valen cero, y si el colorj se usa, entonces∑v∈Sxv j puede

contribuir hastaα(S) cuandou no se pinta dej.
Observemos que siα(S) = 1, obtenemos la desigualdad clique, ya analizada en la Sección5.3.2. Por esa

razón, de ahora en más suponemos queα(S)≥ 2.
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En [62], la desigualdad de vecindad es ajustada mediante un lifting secuencial, para el casoj ≤ n−
α(N(u))+1, obteniéndose la siguiente desigualdad válida paraCP :

α(N(u))xu j + ∑
v∈N(u)

xv j +
n

∑
k=n−α(N(u))+2

(

α(N(u))+k−n−1
)

xuk≤ α(N(u))w j .

Nosotros realizamos un ajuste similar, sobre las desigualdades más generales presentadas anteriormente
y en el contexto del poliedroECP . Con este mecanismo obtuvimos dos familias de desigualdades válidas
que bautizamos como desigualdades desubvecindad.

Definición 5.4.1. Dados u∈V, S⊂ N(u) tal que S no es una clique y j≤ n−1, la desigualdad(u, j,S)-
subvecindades definida como

γ jSxu j +∑
v∈S

xv j +
n

∑
k= j+1

(γ jS− γkS)xuk≤ γ jSw j , (5.8)

dondeγkS= mı́n{dn/χeqe,dn/ke,α(S)} para todo k.

Lema 5.4.2. La desigualdad(u, j,S)-subvecindad es válida paraECP .

Demostración.Sea(x,w) un r-eqcol. Sir < j, ambos lados de (5.8) valen cero. Sir ≥ j y xu j = 1, el valor
del lado izquierdo de (5.8) es exactamenteγ jS. En cambio, sixu j = 0, el término∑v∈Sxv j puede contribuir
hastaγrS mientras que el término∑n

k= j+1(γ jS− γkS)xuk puede contribuir hastaγ jS− γrS. Así que el lado
izquierdo nunca excede deγ jS y la desigualdad resulta válida.

El siguiente resultado demuestra que estas desigualdades siempre definen caras de alta dimensión. Más
específicamente, la dimensión de la cara definida por la desigualdad(u, j,S)-subvecindad eso(n2) como
también lo es la dimensión deECP .

Teorema 5.4.3.Sea F la cara deECP definida por la desigualdad(u, j,S)-subvecindad. Entonces dim(F)≥
dim(ECP )− p, donde:

p=

{

δ (u)+1−|S|, si γ jS = 2

dn/2e−1−|S|+δ (u), si γ jS≥ 3

Demostración.Seans1,s2 ∈ S vértices no adyacentes y sea 1≤ r ≤ dn/2e − 1 tal quer 6= j. Vamos a
proponern2− χeq−|S |− p coloreos equitativos afínmente independientes que yacen en F:

Un n-eqcolc tal quec(u) = j, c(s1) = n y c(s2) = r.

swapn, j1, j2(c) para cadaj1, j2 ∈ {1, . . . ,n−1}\{ j} tales quej1 6= j2. Así son construidos(n−2)(n−
3) coloreos.

swapc(s),n, j (c) para cadas∈ S\{s1}. Tenemos|S|−1 coloreos más.

swapn, j ′(c) para cadaj ′ ∈ {1, . . . ,n−1}. Tenemosn−1 coloreos más.

El (n−1)-eqcolc′ tal quec′(s1) = r y c′(i) = c(i) ∀ i ∈V\{s1}.

swapj ′,r(c′) para cadaj ′ ∈ {1, . . . ,n−1}\{ j, r}. Así fabricamosn−3 coloreos más.

Consideramos 2 casos según el valor deγ jS:
Casoγ jS = 2. swapj,r, j ′(c′) para cadaj ′ ∈ {1, . . . ,n−1}\{ j, r}, y swapj,r(c′). Así obtenemosn−2
coloreos.
Casoγ jS≥ 3. swapj,r, j ′(c′) para cadaj ′ ∈ {dn/2e, . . . ,n−1} (observemos quej ′ 6= j). Así obtenemos
bn/2c coloreos.
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Los (n− 1)-eqcolsc′′ tales quec′′(s1) = c(v), c′′(v) = j y c′′(i) = c(i) ∀ i ∈ V\{s1,v}, para cada
v∈V\N[u]. De esta manera se construyenn−δ (u)−1 coloreos.

Si j ≥ χeq, entonces proponemos unk-eqcol arbitrario deG para cadak∈ {χeq, . . . , j−1}\S .

swapj,ĉ(u)(ĉ) donde ˆc es unk-eqcol arbitrario deG, para cadak∈
{

máx{ j,χeq}, . . . ,n−2
}

\S . Entre
este ítem y el anterior sumann− χeq−|S |−1 coloreos más.

La independencia afín de estos coloreos puede ser verificadade manera análoga a la propuesta en el Lema
5.1.4.

Corolario 5.4.4. Si α(N(u)) = 2, la desigualdad(u, j,N(u))-subvecindad define faceta deECP .

Demostración.Observar que cuandoα(N(u)) = 2, γ jN(u) = 2 y el teorema anterior nos asegura que la
dimensión de la cara definida por la desigualdad(u, j,N(u))-subvecindad es al menosdim(ECP )−1. Como
claramente existen coloreos equitativos que no satisfacenpor igualdad esta desigualdad, sabemos que la
dimensión de la cara es exactamentedim(ECP )−1 y, por lo tanto, la desigualdad siempre define faceta de
ECP .

Veamos a continuación que no es necesario analizar la dimensión de las caras definidas por las desigual-
dades(u, j,S)-subvecindad para valores dej tales quedn/ je > dn/χeqe, ya que la misma coincide con la
dimensión de la cara definida por la desigualdad(u,χeq,S)-subvecindad.

Teorema 5.4.5.Sea j tal quedn/ je > dn/χeqe, Fj la cara deECP definida por la desigualdad(u, j,S)-
subvecindad y Fχeq la cara deECP definida por la desigualdad(u,χeq,S)-subvecindad. Entonces, dim(Fj) =
dim(Fχeq).

Demostración.Claramente, siα(S) < dn/χeqe, ambas desigualdades coinciden. Así que supondremos que
α(S)≥ dn/χeqe. Debido a quedn/ je> dn/χeqe, entoncesj < χeq y w j = wχeq = 1. Luego, ambas desigual-
dades sólo difieren en los coeficientes que acompañanan axv j y xvχeq, para todov∈V. Más precísamente, el
coeficiente dexv j en la(u, j,S)-subvecindad es igual al coeficiente dexvχeq en la(u,χeq,S)-subvecindad, y
viceversa.
Sead = dim(Fχeq) y d′ = dim(Fj). Si c1,c2, . . . ,cd+1 son coloreos afínmente independientes enFχeq, en-
toncesswapj,χeq(c

i) para todo 1≤ i ≤ d+ 1 resultan coloreos bien definidos. Es evidente que estosd+ 1
puntosson también afínmente independientes, pues sólo hemos hecho intercambio de columnas entre ellos.
Además yacen enFj y, por lo tanto,d≤ d′.
Para probar qued′ ≤ d, seguimos el mismo razonamiento.

El siguiente teorema presenta condiciones suficientes paraque las desigualdades (5.8) definan facetas
deECP , para el caso en quedn/ je ≤ dn/χeqe. Su prueba se encuentra en el Capítulo9.

Teorema 5.4.6.Sea G un grafo monótono, u∈V, j≤ n−1 tal quedn/ je ≤ dn/χeqe y S⊂ N(u) tal que S
no es una clique y además, si S6= N(u) entoncesα(S)≤ dn/ je−1.
Si se satisfacen las siguientes condiciones:

(i) para todo3≤ i ≤mı́n{dn/ je,α(S)}, existe un

(⌈

n
i−1

⌉

−1

)

-eqcol cuya clase de color Cj satisface

|Cj ∩S|= i,

(ii) para todo v∈ N(u)\S, existe un coloreo equitativo cuya clase de color Cj satisface|Cj ∩S|= α(S) y
(Cj ∩N(u))\S= {v} (i.e. que pinta a v yα(S) vértices de S de color j y a ningún vértice más en el
vecindario de u).
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entonces la desigualdad(u, j,S)-subvecindad define una faceta deECP .

Recordemos que en el análisis de las desigualdades(S,Q, j)-2-rango mencionamos que, cuando|Q|= 1,
la misma se encontraba dominada por otra desigualdad válidaque presentaríamos más adelante. Veremos
ahora que existe una desigualdad subvecindad que la domina.

Más específicamente, dadosj ≤ n−1, S⊂V tal queα(S) = 2 y Q= {v∈ S : S⊂ N[v]} = {q} (para
algúnq), la desigualdad(S,Q, j)-2-rango es dominada por la desigualdad(q, j,S\{q})-subvecindad.

Como vimos en el Corolario5.4.4esta desigualdad siempre define faceta deECP cuandoS\{q}=N(q).
Para los casos en queS\{q}$ N(q), las condiciones suficientes del Teorema5.4.6pueden ser simplificadas
como muestra el siguiente corolario.

Corolario 5.4.7. Sea G un grafo monótono, j≤ dn/2e−1, u∈V y S$ N(u) tal queα(S) = 2. Si para todo
v∈N(u)\S, existen vértices s,s′ ∈ S y un conjunto estable Hv = {v,s,s′} en G tal que:

Si n es impar, el complemento de G−Hv tiene un matching perfecto,

Si n es par, existe otro conjunto estable H′v de tamaño 3 en G tal que Hv∩H ′v = ∅ y el complemento
de G− (Hv∪H ′v) tiene un matching perfecto,

entonces la desigualdad(u, j,S)-subvecindad define una faceta deECP .

Demostración.Casodn/ je ≤ dn/χeqe. Vamos a probar que las hipótesis del Teorema5.4.6se satisfacen.
La hipótesis (i) se satisface trivialmente. La hipótesisα(S)≤ dn/ je−1 también puesj ≤ dn/2e−1.
Seav ∈ N(u)\S y Mv, Hv y H ′v (en caso de quen sea par) el matching y los conjuntos estables dado por
hipótesis. Consideremos el(dn/2e−1)-eqcol cuya claseCj esHv y el resto de las clase de colores sonH ′v
(en caso de quen sea par) y los extremos de las aristas deMv. Entonces,|Cj ∩S|= 2, (Cj ∩N(u))\S= {v}
y la hipótesis (ii) del Teorema5.4.6se cumple. Por lo tanto, la desigualdad(u, j,S)-subvecindad define una
faceta deECP .

Casodn/ je> dn/χeqe. Según el caso probado anteriormente, sabemos que la desigualdad(u,χeq,S)-subve-
cindad define faceta deECP y, en virtud del Teorema5.4.5, también define faceta la desigualdad(u, j,S)-
subvecindad.

Finalizamos esta sección presentando ejemplos en donde se aplican los Teoremas5.4.5y 5.4.6.

Ejemplo 5.4.8.Sea G el grafo de la Figura5.2(a). Tenemos que G es monótono yχeq(G)= 3. Consideremos
la desigualdad(u, j,S)-subvecindad en los siguientes casos:

1. Si u= 1, S= N(1) y j = 3, la desigualdad toma la forma

4x1,3+
6

∑
v=2

xv,3+x1,4+x1,5+2x1,6+2x1,7+2x1,8+2x1,9+2x1,10+3x1,11≤ 4w3.

Probaremos que define faceta deECP exhibiendo un (d11
2 e−1)-eqcol que verifique|C3∩S|= 3 y un

(d11
3 e− 1)-eqcol que verifique|C3∩S| = 4. Ambos coloreos se muestran en la Figura5.2 (b) y (c)

respectivamente. Con estos coloreos podemos aplicar el Teorema5.4.6.

2. Si u= 1, S= N(1) y 4 ≤ j ≤ 10, no es difícil de ver que, usando también el Teorema5.4.6, la
desigualdad(u, j,S)-subvecindad define faceta deECP .

3. Si u= 1, S= N(1) y j ∈ {1,2}, la desigualdad(u, j,S)-subvecindad define faceta deECP por el
Teorema5.4.5.
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4. Si u= 1, S= {3,4,5} y j = 3, la desigualdad toma la forma

3x1,3+x3,3+x4,3+x5,3+x1,6+x1,7+x1,8+x1,9+x1,10+2x1,11≤ 3w3,

y, por Teorema5.4.6, define faceta deECP dado queα(S)≤ d11
3 e−1 y existen los siguientes coloreos:

un (d11
2 e−1)-eqcol tal que|C3∩S|= 3, un coloreo equitativo tal que|C3∩S|= 3 y (C3∩N(1))\S=

{2}, y finalmente un coloreo equitativo tal que|C3∩S|= 3 y (C3∩N(1))\S= {6}. Ellos se muestran
en la Figura5.2(b), (c) y (d) respectivamente.

(a) vértices

1
2

3
4

5
6

7 8 9 10 11

(b) 5-eqcol deG

5
1

3
3

3
2

4 5 1 2 4

(c) 3-eqcol conc(2) = 3

1
3

3
3

3
2

1 2 1 2 1

(d) 3-eqcol conc(6) = 3

1
2

3
3

3
3

1 2 1 2 1

Figura 5.2: Grafo y coloreos del Ejemplo5.4.8

5.4.2. Desigualdadesfuera-vecindad

La siguiente familia de desigualdades surge de examinar la interacción entre un vérticeu y los vértices
que están fuera de su vecindario. Seaj ≥ χeq y sea(x,w) un j-eqcol. Entonces se puede ver que(x,w)
verifica la desigualdad

(⌊

n
j

⌋

−1

)

xu j− ∑
v∈V\N[u]

xv j ≤ 0.

Efectivamente, sixu j = 0, la desigualdad se verifica claramente y sixu j = 1, la clase de colorj no puede
tener menos debn/ jc−1 vértices deV\N[u] pues el vecindario deu no puede pintarse de colorj. Luego el
lado izquierdo es cero o un valor negativo.

Consideremos ahoraj < χeq y (x,w) un χeq-eqcol. También se puede ver que(x,w) satisface

(⌊

n
χeq

⌋

−1

)

xu j− ∑
v∈V\N[u]

xv j ≤ 0.

Las desigualdades presentadas en la definición siguiente son una generalización de las mencionadas
anteriormente.

Definición 5.4.9. Dados j≤ bn/2c y u∈ V tal que N(u) no es una clique, la desigualdad(u, j)-fuera-
vecindadse define como

(⌊

n
t j

⌋

−1

)

xu j− ∑
v∈V\N[u]

xv j +
n

∑
k=t j+1

b jkxuk≤
n

∑
k=t j+1

b jk(wk−wk+1), (5.9)

donde tj = máx{ j,χeq} y bjk = bn/t jc−bn/kc.
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Lema 5.4.10.La desigualdad(u, j)-fuera-vecindad es válida enECP .

Demostración.Sea(x,w) un r-eqcol deG. Si r < j, ambos lados de (5.9) son iguales a cero. Asumamos
entonces quer ≥ j y denotemos conCj a la clase de colorj de(x,w).

Caso r = t j . Los términos∑n
k=t j+1b jkxuk y ∑n

k=t j+1b jk(wk−wk+1) desaparecen de la desigualdad así que
sólo necesitamos chequear que(bn/t jc−1)xu j−∑v∈V\N[u] xv j es un valor no positivo. Sixu j = 0, claramente
la desigualdad vale. Si en cambioxu j = 1,

∑
v∈V\N[u]

xv j = |Cj\N[u]| ≥ bn/t jc−1

y (5.9) se verifica.

Caso r > t j . Solamente necesitamos chquear que el lado izquierdo de (5.9) sea a lo sumob jr . Si xu j = 0
entonces∑n

k=t j+1b jkxuk ≤ máx{b jk : t j + 1 ≤ k ≤ r} = b jr y la desigualdad vale. Si en cambioxu j = 1,
∑n

k=t j+1b jkxuk = 0 y

∑
v∈V\N[u]

xv j = |Cj\N[u]| ≥ bn/rc−1

y (5.9) se verifica nuevamente.

Debido a que no tiene sentido considerar desigualdades fuera-vecindad sin la variablexu j (i.e. el coefi-
cientebn/t jc−1 es cero), vamos a suponer que el número cromático equitativo deG es a lo sumobn/2c.

Para poder estudiar las caras deECP definidas por desigualdades fuera-vecindad, caractericemos primero
los coloreos equitativos que pertenecen a aquellas caras.

Observación 5.4.11.Sea F la cara deECP definida por la desigualdad(u, j)-fuera-vecindad y c un r-eqcol.
Notemos que si r< j, c siempre cae en F. Para el caso r≥ j, sea Cj la clase de color j de c. Entonces c cae
en F si y sólo si se satisfacen las siguientes condiciones:

Si c(u) = j entonces|Cj |= bn/rc.

Si c(u) 6= j entonces

• Cj ⊂N(u) y además

• si

⌊

n
r

⌋

<

⌊

n
máx{ j,χeq}

⌋

entonces c(u) ≥

⌊

n
bn/rc+1

⌋

+1.

Al igual que las desigualdades subvecindad, las fuera-vecindad definen caras de alta dimensión:

Teorema 5.4.12.Sea F la cara definida por la desigualdad(u, j)-fuera-vecindad. Entonces:

dim(F)≥ dim(ECP )−
(

3n−dn/2e− |S |− χeq−4−δ (u)
)

.

Demostración.Seav1 ∈V\N[u], v2,v3 ∈N(u) tales quev2 no es adyacente av3 y sea 1≤ r ≤ bn/2c tal que
r 6= j. A continuación proponemosn2+dn/2e−3n+4+δ (u) coloreos equitativos afínmente independientes
que yacen enF:

Un n-eqcolc tal quec(u) = j, c(v1) = n, c(v2) = n−1 y c(v3) = r.

swapn, j1, j2(c) para cadaj1, j2∈{1, . . . ,n−1}\{ j} tales quej1 6= j2. Con esto formamos(n−2)(n−3)
coloreos.
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swapn, j,c(v)(c) para cadav∈ N(u). Aquí tenemosδ (u) coloreos más.

swapj,r, j ′(c) para cadaj ′ ∈ {bn/2c+1, . . . ,n−1}. Tenemosdn/2e−1 coloreos más.

swapn, j ′(c) para cadaj ′ ∈ {1, . . . ,n−1}\{ j}. De esta manera obtenemosn−2 coloreos más.

El (n−1)-eqcolc′ tal quec′(v1) = r, c′(v3) = n−1 y c′(i) = c(i) ∀ i ∈V\{v1,v3}.

swapj ′,n−1(c′) para cadaj ′ ∈ {1, . . . ,n−2}. Se generann−2 coloreos más.

Un (n−2)-eqcolc′′ tal quec′′(v1) = c′′(u) = n−2 y c′′(v2) = c′′(v3) = j.

La independencia afín de estos coloreos puede ser verificadade manera análoga a la propuesta en el Lema
5.1.4.

La cota inferior dedim(F) presentada en el teorema anterior puede mejorarse un poco cuando j > χeq:

Corolario 5.4.13. Sea F la cara definida por la desigualdad(u, j)-fuera-vecindad. Siχeq≤ bn/2c y j > χeq

entonces:
dim(F)≥ dim(ECP )−

(

3n−dn/2e− |S |−2χeq−4−δ (u)
)

.

Demostración.Notemos que el vérticeu solo recibe colores de{bn/2c+1, . . . ,n}∪{ j} en el conjunto de
coloreos propuestos en el teorema anterior. Entonces, siχeq≤ bn/2c y j > χeq, es posible incorporar unχeq-
eqcolck deG tal queck(u) = k para cadak∈ {1, . . . ,χeq}. Así, sumamosχeq coloreos al conjunto de coloreos
del teorema anterior, y todos los coloreos del conjunto resultante son afínmente independientes.

La cota dedim(F) dada por el resultado anterior es ajustada en algunos casos.Por ejemplo, considere-
mos la desigualdad(1,3)-fuera-vecindad en el grafoK3,3. La dimensión de la cara que define esta desigual-
dad esdim(ECP )−3= 29, exactamente el mismo valor que propone el Corolario5.4.13.

En el Capítulo6 presentaremos una rutina de separación para las desigualdades fuera-vecindad que está
basada en la siguiente condición necesaria para que las mismas definan faceta deECP .

Teorema 5.4.14.Si la desigualdad(u, j)-fuera-vecindad define una faceta deECP entonces

α(N(u))≥

⌊

n
máx{ j,χeq}

⌋

.

Demostración.Seat j = máx{ j,χeq} y F la cara deECP definida por la(u, j)-fuera-vecindad. Supongamos
queα(N(u))< bn/t jc. Vamos a probar que todo coloreo equitativo perteneciente aF satisface la igualdad:

j−1

∑
l=1

xul +w j = 1 (5.10)

Dado que esta igualdad no puede ser obtenida como combinación lineal del sistema minimal deECP y la
igualdad(u, j)-fuera-vecindad,F no es una faceta deECP .
Seac un r-eqcol que cae enF. Claramente, sir < j entoncesw j = 0 y c(u) = l para algúnl ≤ j−1. Luego,
se verifica (5.10). Si en cambior ≥ j, w j = 1 y tenemos que probar que∑ j−1

l=1 xul = 0, o equivalentemente,
quec(u)≥ j. Según la Observación5.4.11, si c(u) 6= j entoncesCj ⊂N(u) que implica queα(N(u))≥ |Cj |.
A su vez este hecho implica quebn/rc < bn/t jc (si bn/rc = bn/t jc entonces|Cj | ≥ bn/t jc y esto contradice
la premisaα(N(u))< bn/t jc). Entonces, por la Observación5.4.11,

c(u)≥

⌊

n
bn/rc+1

⌋

+1> j,

y nuevamente se verifica5.10.
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De la misma forma que con las desigualdades subvecindad, sij < χeq las desigualdades(u, j)-fuera-
vecindad definen faceta si y sólo si la desigualdad(u,χeq)-fuera-vecindad también define faceta:

Teorema 5.4.15.Sea j< χeq, Fj la cara definida por la desigualdad(u, j)-fuera-vecindad y Fχeq la cara
definida por la desigualdad(u,χeq)-fuera-vecindad. Entonces, dim(Fj) = dim(Fχeq).

El resultado anterior se puede demostrar siguiendo los mismos lineamientos presentes en la prueba del
Teorema5.4.5.

Ahora presentaremos condiciones suficientes para que las desigualdades fuera-vecindad definan facetas
deECP , sólo considerando los casos dondej ≥ χeq. Su prueba se encuentra en el Capítulo9.

Teorema 5.4.16.Sea G un grafo monótono, u∈V tal que N(u) no es una clique yχeq≤ j ≤ bn/2c. Si

(i) existe un vérticêv∈V\N[u] que no es universal en G−u,

(ii) si n es impar, el complemento de G−u tiene un matching perfecto,

(iii) para todo v∈V\N[u], ocurre lo siguiente:

si n es par, el complemento de G−{u,v} tiene un matching perfecto,

si n es impar, existe un conjunto estable Hv⊂V\{u,v} de tamaño 3 en G tal que el complemento
de G− (Hv∪{u,v}) tiene un matching perfecto,

(iv) para todo r tal que j≤ r ≤ bn/2c, ocurre lo siguiente:

Si bn
r c > b

n
r+1c entonces existen dos r-eqcols cuya clase de color Cj satisface Cj ⊂ N(u) en el

primero de ellos y u∈Cj , |Cj |= bn/rc en el segundo,

Sibn
r c= b

n
r+1c entonces existe un r-eqcol que satisface las condiciones dadas en la Observación

5.4.11, i.e. que cae en la cara definida por la desigualdad,

entonces la desigualdad(u, j)-fuera-vecindad define una faceta deECP .

A continuación exponemos ejemplos en donde se aplican los Teoremas5.4.15y 5.4.16.

Ejemplo 5.4.17.Sea G el grafo introducido en la Figura5.2(a). Recordemos que G es monótono yχeq(G)=
3. Consideremos la desigualdad(u, j)-fuera-vecindad en los siguientes casos:

1. Si u= 1 y j = 3, la desigualdad es

2x1,3−
11

∑
v=7

xv,3+x1,4+x1,5+2x1,6+2x1,7+2x1,8+2x1,9+2x1,10+2x1,11≤ w4+w6.

No es difícil de ver que las premisas del Teorema5.4.16se satisfacen. Abajo mostramos algunos
ejemplos de coloreos requeridos por la hipótesis (iv) de este teorema: en la Figura5.3(a) hay un
5-eqcol de G tal que C3 ⊂ N(1), en la Figura5.3(b) hay un 5-eqcol de G tal que1∈C3 y |C3| = 2,
en la Figura5.3(c) hay un 3-eqcol de G tal que C3 ⊂ N(1) y, finalmente, en la Figura5.3(d) hay un
3-eqcol de G tal que1∈C3 y |C3|= 3. Luego, esta desigualdad define una faceta deECP .

2. Si u= 1 y j ∈ {1,2}, el Teorema5.4.15nos permite deducir que la desigualdad(1, j)-fuera-vecindad
también define faceta deECP .
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(a) 5-eqcol,C3⊂N(1)

4
3

3
3

1
2

4 5 1 2 5

(b) 5-eqcol, 1∈C3, |C3|= 2

3
1

1
1

2
4

3 2 5 4 5

(c) 3-eqcol,C3⊂N(1)

1
3

3
3

3
2

1 2 1 2 1

(d) 3-eqcol, 1∈C3, |C3|= 3

3
2

1
1

1
2

3 2 3 2 1

Figura 5.3: Coloreos del Ejemplo5.4.17

5.4.3. Desigualdadesclique-vecindad

Consideremos un vérticeu∈V, un conjuntoS⊂V\N[u] y númerosr, k, j tales quek= dn/re y j ≤ r.
Si (x,w) es unr-eqcol entonces el tamaño máximo de cualquier clase de coloren(x,w) esk y la siguiente
desigualdad

(

k−α(S)
)

xu j + ∑
v∈N(u)

xv j +∑
v∈S

xv j ≤ k (5.11)

es satisfecha por(x,w). En efecto, sixu j = 0 entonces la desigualdad se cumple porque|Cj | ≤ k. Si xu j = 1,
∑v∈N(u) xv j = 0 y (5.11) se convierte en la desigualdad de rango∑v∈Sxv j ≤ α(S), que también se cumple
para(x,w).

La desigualdad planteada no depende der. Entonces, para asegurar la existencia der a partir de unk y
j dados, podemos elegir cualquierk que satisfaga:

k=

⌈

n
⌈

n
k−1

⌉

−1

⌉

, (5.12)

Luego,r =

⌈

n
k−1

⌉

−1 y sólo resta verificar quej ≤ r.

Si nos limitamos al caso en queS es una clique, la idea planteada anteriormente puede aprovecharse
para obtener desigualdades que sean válidas enECP :

Definición 5.4.18. Dados u∈ V, una clique Q de G tal que Q∩N[u] = ∅ y números j, k tales que se

satisfaga (5.12), 3≤ k≤ α(N(u))+1 y 1≤ j ≤

⌈

n
k−1

⌉

−1, la desigualdad(u, j,k,Q)-clique-vecindadse

define como

(k−1)xu j +
n−2

∑
l=d n

k−1e

(

k−

⌈

n
l

⌉)

xul +(k−1)
(

xun−1+xun
)

+ ∑
v∈N(u)∪Q

xv j

+ ∑
v∈V\{u}

(xvn−1+xvn)≤
n

∑
l= j

bul(wl −wl+1), (5.13)

donde

bul =











mı́n{dn/le,α(N(u))+1}, si j ≤ l ≤ dn/ke−1

k, si dn/ke ≤ l ≤ n−2

k+1, si l ≥ n−1
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Lema 5.4.19.La desigualdad(u, j,k,Q)-clique-vecindad es válida enECP .

Demostración.Sea(x,w) un r-eqcol ofG. Si r < j, ambos lados de (5.13) son cero. Entonces asumamos
que r ≥ j y observemos que el lado derecho de (5.13) siempre valebur. SeanCj , Cn−1 y Cn las clases de
color j, n−1 y n de(x,w) respectivamente.

Casor ≤ dn/ke−1. Hay que probar que(x,w) verifica

(k−1)xu j + ∑
v∈N(u)∪Q

xv j ≤ bur = mı́n

{⌈

n
r

⌉

,α(N(u))+1

}

.

Si xu j = 1, ∑v∈N(u) xv j = 0 y ∑v∈Q xv j ≤ 1. Debido a quebur ≥ k, la desigualdad es válida. Si en cambio
xu j = 0, ∑v∈N(u)∪Q xv j = |Cj ∩ (N(u)∪Q)| ≤mı́n

{

dn/re,α(N(u)∪Q)
}

≤mı́n
{

dn/re,α(N(u))+1
}

.

Casodn/ke ≤ r ≤ n−2. Hay que probar que(x,w) verifica

(k−1)xu j +
n−2

∑
l=d n

k−1e

(

k−

⌈

n
l

⌉)

xul + ∑
v∈N(u)∪Q

xv j ≤ k.

Si xu j = 1, ∑n−2
l=d n

k−1e
(k−dn/le)xul = 0 y ∑v∈N(u)∪Q xv j ≤ 1. Por lo tanto la desigualdad es válida.

Si en cambioxu j = 0, ∑n−2
l=d n

k−1e
(k−dn/le)xul ≤ k−dn/re y ∑v∈N(u)∪Q xv j ≤ |Cj | ≤ dn/re y la desigualdad es

válida.

Casor ≥ n−1. Notemos primero que siempre se satisface|Cj |+ |Cn−1|+ |Cn| ≤ 3. Al igual que en los casos
anteriores, hay que probar que(x,w) satisface

L(x)+ ∑
v∈N(u)∪Q

xv j + ∑
v∈V\{u}

(xvn−1+xvn)≤ k+1.

donde

L(x) = (k−1)xu j +
n−2

∑
l=d n

k−1e

(

k−

⌈

n
l

⌉)

xul +(k−1)
(

xun−1+xun
)

.

Observemos queL(x)≤ k−1 y, en particular,L(x) = k−1 si y sólo siu∈Cj ∪Cn−1∪Cn. Entonces siL(x) =
k−1, u∈Cj ∪Cn−1∪Cn y tenemos que∑v∈N(u)∪Q xv j +∑v∈V\{u}(xvn−1+xvn)≤ |Cj |+ |Cn−1|+ |Cn|−1≤ 2,
y la desigualdad es válida.
Si, en cambio,L(x) ≤ k− 2, la desigualdad es válida pues∑v∈N(u)∪Q xv j +∑v∈V\{u}(xvn−1 + xvn) ≤ |Cj |+
|Cn−1|+ |Cn| ≤ 3.

Hay que destacar que siQ no fuese maximal enG−N[u], la desigualdad(u, j,k,Q)-clique-vecindad
estaría dominada por una(u, j,k,Q′)-clique-vecindad, con una cliqueQ′ tal queQ$ Q′ ⊂G−N[u].

En la Definición5.4.18siempre consideramosk tales quek≥ 3. En realidad sik fuese 2, la desigualdad
(u, j,k,Q)-clique-vecindad estaría dominada por otra que veremos en la siguiente sección.

Nos proponemos analizar las caras deECP definidas por desigualdades clique-vecindad. Para ello es
necesario caracterizar aquellos coloreos que pertenezcana dichas caras:

Observación 5.4.20.Sea F la cara deECP definida por la desigualdad(u, j,k,Q)-clique-vecindad y c un
r-eqcol. Si r< j entonces c siempre yace en F. En cambio, si r≥ j, denotemos con Cj , Cn−1 y Cn a las clases
de color j, n− 1 y n de c respectivamente. El coloreo c yace en F si y sólo si se satisfacen las siguientes
condiciones:
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Si r≤ dn/ke−1 entonces:

• Si c(u) = j entonces|Cj ∩Q|= 1 y k= α(N(u))+1.
Si no,|Cj ∩ (N(u)∪Q)|= mı́n{dn/re,α(N(u))+1}.

Si dn/ke ≤ r ≤ n−2 entonces:

• Si c(u) = j entonces|Cj ∩Q|= 1. Si no,

◦ |Cj ∩ (N(u)∪Q)|= dn/re y

◦ si r ≥

⌈

n
k−1

⌉

entonces c(u)≥

⌈

n
dn/re

⌉

.

Si r≥ n−1 entonces:

• Si c(u) ∈ { j,n−1,n} entonces|Cj ∩Q|+ |Cn−1\{u}|+ |Cn\{u}| = 2.
Si no, c(u) ≥ dn/2e y |Cj ∩ (N(u)∪Q)|+ |Cn−1|+ |Cn|= 3.

Al igual que las fuera-vecindad, las desigualdades clique-vecindad definen caras de dimensión alta:

Teorema 5.4.21.Sea F la cara definida por la desigualdad(u, j,k,Q)-clique-vecindad. Entonces

dim(F)≥ dim(ECP )−
(

3n−|S |− χeq−bn/2c−δ (u)−|Q|−4
)

.

Demostración.Seanv1,v2 ∈ N(u) vértices no adyacentes, yq ∈ Q. Abajo proponemosn2 + bn/2c+ 4−
3n+δ (u)+ |Q| coloreos equitativos afínmente independientes que yacen en F :

Un n-eqcolc tal quec(u) = j y c(q) = n.

swapn, j1, j2(c) para cadaj1, j2∈ {1, . . . ,n−1}\{ j} tales quej1 6= j2. Tenemos(n−2)(n−3) coloreos.

swapn, j,c(v)(c) para cadav∈ (N(u)∪Q)\{q}. Tenemosδ (u)+ |Q|−1 coloreos más.

swapj ′, j,n(c) para cadaj ′ ∈ {dn/2e, . . . ,n−1}. Tenemosbn/2c coloreos más.

swapj ′,n(c) para cadaj ′ ∈ {1, . . . ,n−1}. Tenemosn−1 coloreos más.

Un (n−1)-eqcolc′ tal quec′(u) = j y c′(v1) = c′(v2) = n−1.

swapj,n−1(c′).

Un (n−2)-eqcolc′′ tal quec′′(u) = c′′(q) = j y c′′(v1) = c′′(v2) = n−2.

swapj ′,n−2(c′′) para cadaj ′ ∈ {1, . . . ,n−3}\{ j}. Tenemosn−4 coloreos más.

La independencia afín de estos coloreos puede ser verificadade manera análoga a la propuesta en el Lema
5.1.4.

De la misma forma que el Corolario5.4.13se puede probar el siguiente:

Corolario 5.4.22. Sea F la cara definida por la desigualdad(u, j,k,Q)-clique-vecindad. Siχeq≤ dn/2e−1
y j > χeq entonces:

dim(F)≥ dim(ECP )−
(

3n−|S |−2χeq−bn/2c−δ (u)−|Q|−4
)

.
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La cota dedim(F) que provee el Teorema5.4.21es ajustada en algunos casos, como el siguiente. Sea
G un grafo de 5 vértices cuyo conjunto de aristas esE = {(1,2),(1,3),(2,3),(1,4),(4,5)}. La dimensión
de la cara definida por la(1,1,2,{5})-clique-vecindad esdim(ECP )−2= 19 que coincide con la cota que
brinda el teorema.

El siguiente resultado da condiciones suficientes para que esta desigualdad defina faceta deECP , y cuya
prueba se detalla en el Capítulo9.

Teorema 5.4.23.Sea G un grafo monótono. Dados u∈V, Q una clique de G tal que Q∩N[u] =∅ y números

j,k que verifican3≤ k≤mı́n{α(N(u))+1,dn/χeqe}, 1≤ j ≤

⌈

n
k−1

⌉

−1 y (5.12), si

(i) para todo v∈ V\(N[u]∪Q), existendn/3e ≤ r ≤ dn/2e−1, q1,q2 ∈ V y dos r-eqcols tales que, en
uno de ellos Cj = {u,v,q1} y en el otro Cj = {u,q2} (aquí, q1 y q2 pueden tratarse del mismo vértice),

(ii) para todo t tal que max{ j,χeq} ≤ t ≤ n−3, tenemos que:

si dn
t e> d

n
t+1e entonces existen q∈Q y un t-eqcol tales que Cj ⊂N(u), |Cj |= dn/te y u,q∈Ct ,

si dn
t e= d

n
t+1e enonces existe un t-eqcol que satisface las condiciones dadas en la Observación

5.4.20, i.e. que cae en la cara definida por (5.13),

entonces la desigualdad(u, j,k,Q)-clique-vecindad define una faceta deECP .

Sería lógico presentar condiciones suficientes (para que ladesigualdad clique-vecindad definiese faceta
deECP ) que no involucren la existencia de coloreos equitativos específicos, pues es claro que hallarlos es tan
difícil como el mismo PCEG. Si bien no fuimos capaces de modificar la hipótesis (ii) del Teorema5.4.23sin
tener que restringir drásticamente la familia de grafos en las que se aplican, si pudimos relajar la hipótesis
(i) para no requerir la existencia de coloreos:

Corolario 5.4.24. Sea G un grafo monótono y u, j, k, Q definidas como en el Teorema5.4.23. Si la hipótesis
(ii) del Teorema5.4.23se satisface y para todo v∈V\(N[u]∪Q) tenemos que:

en caso de ser n impar,

• existe un vértice q1 ∈Q y un conjunto estable H1v = {u,v,q1} tal que el complemento de G−H1
v

tiene un matching perfecto Mv,

• existe un vértice q2 ∈Q y dos conjuntos estables disjuntos H2
v = {u,q2}, H3

v tales que|H3
v |= 3

y el complemento de G− (H2
v ∪H3

v ) tiene un matching perfecto M′v,

en caso de ser n par,

• existe un vértice q1 ∈Q y dos conjuntos estables disjuntos H1
v = {u,v,q1}, H2

v tales que|H2
v |= 3

y el complemento de G− (H1
v ∪H2

v ) tiene un matching perfecto Mv,

• existe un vértice q2 ∈ Q y tres conjuntos estables disjuntos H3
v = {u,q2}, H4

v , H5
v tales que

|H4
v |= |H

5
v |= 3 y el complemento de G− (H3

v ∪H4
v ∪H5

v ) tiene un matching perfecto M′v,

entonces la desigualdad(u, j,k,Q)-clique-vecindad define faceta deECP .

Demostración.Consideremos primero el caso conn impar. Seav∈V\(N[u]∪Q) y seanMv, M′v, H1
v , H2

v y
H3

v los matchings y los conjuntos estables dados por hipótesis.Por un lado, consideremos un(dn/2e−1)-
eqcol tal que la clase de colorj esH1

v y el resto de las clases de color se conforman con los extremosde las
aristas deMv, y por el otro, consideremos un(dn/2e−1)-eqcol tal que la clase de colorj esH2

v y el resto
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de las clases de color se conforman conH3
v y los extremos de las aristas deM′v. Por lo tanto la hipótesis (i)

del Teorema5.4.23se satisface y la desigualdad(u, j,k,Q)-clique-vecindad define faceta deECP .
La prueba para el caso conn par es análoga a la dada anteriormente.

A continuación presentamos un ejemplo en donde se aplica el resultado anterior.

Ejemplo 5.4.25.Sea G el grafo introducido en la Figura5.2(a). Recordemos que G es monótono yχeq(G)=
3. Vamos a aplicar el Corolario5.4.24considerando la desigualdad(u, j,k,Q)-clique-vecindad con u= 1,
j = 1, k= 4 y Q= {7,8}, i.e.

3x1,1+
8

∑
v=2

xv,1+x1,4+x1,5+2x1,6+2x1,7+2x1,8+2x1,9+

3x1,10+3x1,11+
11

∑
v=2

xv,10+
11

∑
v=2

xv,11≤ 6w1−2w3+w10.

Se puede comprobar que las premisas del corolario son satisfechas. Abajo, presentamos algunos ejemplos
de coloreos relacionados a la hipótesis (ii) del Teorema5.4.23. La Figura5.4(a) muestra un 3-eqcol de G tal
que1,7∈C3, C1⊂ N(1), |C1|= 4 mientras que la Figura5.4(b) muestra un 5-eqcol de G tal que1,7∈C5,
C1⊂ N(1), |C1|= 3.

(a) 1,7∈C3, |C1|= 4

3
1

1
1

1
2

3 2 3 2 3

(b) 1,7∈C5, |C1|= 3

5
1

1
1

2
4

5 3 2 3 4

Figura 5.4: Coloreos del Ejemplo5.4.25

5.4.4. DesigualdadesJ-color

Consideremos un conjunto de coloresJ ⊂ {1, . . . ,n}. Nos preguntamos cuál es el máximo valor que
puede alcanzar la suma de los cardinales de todas las clases de color pertenecientes aJ en unk-eqcol. Sea
dJk la cantidad de coloresdisponiblesde J, i.e. dJk = |J∩{1, . . . ,k}|. Como ya vimos en la Observación
1.5.1, en unk-eqcol hayn mod k= n− kbn

kc clases de tamañobn
kc+ 1 y k− (n mod k) clases de tamaño

bn
kc. Entonces el número de clases de color enJ que tienen tamañobn

kc+1 es a lo sumo mı́n{dJk,n mod k}.
Si denotamos conbJk= dJkb

n
kc+mı́n{dJk,n mod k} entonces tenemos que∑ j∈J |Cj | ≤ bJk, lo que motiva

a la siguiente definición.

Definición 5.4.26.Sea J⊂ {1, . . . ,n} y, para todo1≤ k≤ n, dJk = |J∩{1, . . . ,k}|. La desigualdad J-color
es definida como

∑
j∈J

∑
v∈V

xv j ≤
n

∑
k=1

bJk(wk−wk+1), (5.14)

donde

bJk = dJk

⌊

n
k

⌋

+mı́n

{

dJk,n−k

⌊

n
k

⌋}

.

Lema 5.4.27.La desigualdad J-color es válida paraECP .

Demostración.Sea(x,w) un r-eqcol. Sir < j, ambos lados de (5.14) son cero. Si en cambior ≥ j, el lado
derecho de (5.14) esbJr, que a su vez es una cota superior de∑ j∈J |Cj |= ∑ j∈J ∑v∈V xv j.
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Observación 5.4.28.A continuación presentamos la relación entre las desigualdades J-color y las otras
desigualdades válidas paraECP definidas anteriormente.

1. Sea1≤ j ≤ n−1. Las desigualdades J-color con J= { j} son, en realidad, las restricciones (4.23).
Si j≤ n−2, la desigualdad{ j}-color está dominada por la desigualdad{ j,n−1}-color. En cambio,
si j = n−1, define faceta deECP por Teorema5.2.5.
Las caras que definen las desigualdades J-color con J= {1, . . . ,n− 1}\{ j} son las mismas que
definen las restricciones (4.22). Según el Teorema5.2.4, son facetas deECP .

2. Las desigualdades(V, j)-rango son, o están dominadas por, desigualdades J-color con J = { j,n−
α(G)+1, . . . ,n−1}.

3. Sea S$V y j≥dn/2e. La desigualdad(S, j)-2-rango está dominada por la J-color con J= { j,n−1}.

4. No es difícil de ver que una desigualdad(u, j,k,Q)-clique-vecindad con k= 2 está dominada por la
J-color con J= { j,n−1}.

5. Si para todo k tal que G admite un k-eqcol, tenemos que “k divide a n” o “n mod k≥ dJk”, en-
tonces la desiguadad J-color puede ser obtenida mediante lasuma de restricciones (4.23), ∑v∈V xv j ≤

∑n
k= jdn/ke(wk−wk+1), con j∈ J. En efecto, una desigualdad J-color es capaz de cortar soluciones

fraccionarias de la relajación lineal sólo si existe k∈ {χeq, . . . ,n− 1}\S tal que 1≤ n mod k≤
dJk−1, y no todas las componentes del vector w son enteras.

SeaJ ⊂ {1, . . . ,n−1}. Observemos que las desigualdadesJ-color y (J∪{n})-color definen la misma
cara, pues la segunda se puede obtener a partir de añadir la ecuación (5.4) a la primera. Es por eso que, a
partir de ahora, supondremos sin pérdida de generalidad quen /∈ J.

Estas desigualdades también definen caras de alta dimensión:

Teorema 5.4.29.Sea J⊂ {1, . . . ,n−1} tal que|J| ≥ 1 y sea F la cara deECP definida por la desigualdad
J-color. Entonces,

dim(F)≥ dim(ECP )− (n−|J|−1).

Demostración.Seanu,u′ vértices no adyacentes yc1 un n-eqcol tal quec1(u) = n y c1(u′) = n−1. Consi-
deremos las soluciones dePROC(c1) dadas en la Definicion5.1.3y elijamos aquellos coloreosc6

k de forma
que caigan enF (dado unk-eqcol arbitrario deG siempre es posible intercambiar sus clases de color a fin
de que las clases pertenecientes aJ tengan tamaños maximales). Luego excluimos del conjunto anterior
aquellos(n−1)-eqcols que asignan colores de{1, . . . ,n−1}\J au y u′ simultáneamente, i.e.c4 si n−1 /∈ J
y c5

j para los j /∈ J. Los n2− χeq− |S | − n+ 1+ |J| coloreos propuestos son afínmente independientes y
pertenecen aF.

El teorema anterior da una cota ajustada de la dimensión paralos casos en que|J|= n−2 pues, en estos
casos, la desigualdad define faceta deECP .

El siguiente teorema da condiciones suficientes para que lasdesigualdadesJ-color definan facetas de
ECP . La prueba del teorema se halla en el Capítulo9.

Teorema 5.4.30.Sea M un matching del complemento de G tal que2≤ |M| ≤ bn−1
2 c y sea J⊂{1, . . . ,n−1}

tal que|J|= 2|M|− r−1 con r∈ {1,2} y J contiene todos los colores mayores que n−|M|, i.e.{n−|M|+
1, . . . ,n−1} ⊂ J. Entonces la desigualdad J-color define faceta deECP .

Abajo presentamos un ejemplo en donde se aplica el Teorema5.4.30.
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Ejemplo 5.4.31. Asumamos que G es el grafo presentado en la Figura5.2(a). Observemos queG tiene
el matching{(4,5),(3,6),(1,7),(2,8),(9,11)}. Así que para todo J⊂ {1, . . . ,10} tal que 7 ≤ |J| ≤ 8 y
{7, . . . ,10} ⊂ J, las premisas del Teorema5.4.30se satisfacen y la desigualdad J-color define una faceta
deECP . Más aún, dado queG tiene matchings de tamaños entre 2 y 5, la desigualdad J-color define faceta
para todo J tal que2≤ |J| ≤ 8 y {11−d |J|2 e, . . . ,10} ⊂ J.

5.4.5. Desigualdades(S,J)-color

Si nos limitamos a considerar un subconjunto de vértices en el soporte de la desigualdadJ-color surge
una nueva desigualdad que, bajo determinadas condiciones,puede definir faceta deECP . Sean los conjuntos
S⊂V y J⊂ {1, . . . ,n−2} tales que|S|= |J|+1. Denominamos(S,J)-color a la desigualdad

∑
j∈J

∑
v∈S

xv j + ∑
v∈V

xvn−1 ≤
n

∑
k=1

bSJk(wk−wk+1) (5.15)

dondedJk = |J∩{1, . . . ,k}| y

bSJk=











mı́n
{

|S|, |J|α(S),dJkb
n
kc+mı́n{dJk,n−kbn

kc}
}

, si k≤ n−2

|S|+1, si k= n−1

|S|, si k= n

Lema 5.4.32.La desigualdad(S,J)-color es válida enECP .

Demostración.Sea(x,w) un r-eqcol. Debemos probar que el lado izquierdo de (5.15) no puede superar a
bSJr. Si r ≤ n−2, es claro que∑ j∈J ∑v∈Sxv j ≤ |S| y que∑ j∈J ∑v∈Sxv j ≤ |J|α(S). Pero también∑ j∈J ∑v∈Sxv j

≤ dJrb
n
r c+mı́n{dJr,n− rbn

r c por lo comentado en el Lema5.4.27. Si r = n−1, una clase de color de(x,w)
tiene dos vértices mientras que el resto sólo tiene uno y, porlo tanto, el lado izquierdo de (5.15) puede valer
hasta|J|+2= |S|+1. Sir = n, todas las clases de color de(x,w) tienen tamaño 1 y el lado izquierdo puede
valer hasta|J|+1= |S|.

En los resultados que siguen damos condiciones suficientes para que una desigualdad(S,J)-color defina
faceta deECP . Las pruebas se encuentran en el Capítulo9.

Teorema 5.4.33.Sean S⊂V y J⊂ {1, . . . ,n−2} tales que|S|= |J|+1. Si

(i) el complemento de G[S] tiene un matching de tamaño 2,

(ii) V \S no es una clique,

(iii) para todo r∈ {χeq, . . . ,n−3}\S existe un r-eqcol en donde bSJr vértices de S utilizan colores de J.

entonces la desigualdad(S,J)-color define faceta deECP .

Corolario 5.4.34. Si se verifica las hipótesis (ii) y (iii) del Teorema5.4.33y, además,|J| ≥ 2 y existen
vértices u1,u2 ∈ S no adyacentes entre sí y tales que todo v∈V\S no es universal en G[(S∪{v})\{u1,u2}],
entonces la desigualdad(S,J)-color define faceta deECP .

Vale aclarar que la hipótesis (iii) del Teorema5.4.33también es una condición necesaria para que la
desigualdad (5.15) defina faceta deECP . En efecto, si existiese unr ∈ {χeq, . . . ,n− 3}\S en donde la
cantidad de vértices deSque utilizan colores deJ es inferior abSJr en todos losr-eqcols deG, los coloreos
de la cara que definiría (5.15) también satisfaríanwr = wr+1 por lo que esta cara no podría ser faceta. Otras
condiciones necesarias son resumidas en el siguiente resultado.
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Teorema 5.4.35.Si la desigualdad(S,J)-color define faceta deECP entonces:

S no es una clique de G.

Si n−2 /∈ J entonces V\S no es una clique de G.

Demostración.SeaF la faceta deECP definida por (5.15). Si S fuese una clique entonces, en un(n−2)-
eqcol cualquiera, no todos los vértices deS pueden pintarse con colores deJ. Luego, no existe ningún
(n− 2)-eqcol que pertenezca aF. Así que todos los coloreos que pertenecen aF también satisfacen la
igualdadwn−2 = wn−1 lo cual es un absurdo porqueF es una faceta.
Asumamos entonces queS no es una clique y quen− 2 no es un color deJ. Si V\S fuese una clique
entonces, en un(n−2)-eqcol que pertenece aF, el colorn−2 sólo puede usarse enV\Sy, al ser éste último
una clique, el colorn−2 se usa una vez. En un(n−1)-eqcol deF , el colorn−2 se usa una vez también. Así
que todos los coloreos que pertenecen aF también satisfacen la igualdad∑v∈V xvn−2 =wn−2 lo cual también
es absurdo por serF una faceta. Por lo tanto,V\Sno es una clique deG.

Finalizamos esta sección con un ejemplo de aplicación del Teorema5.4.33.

(a) 3-eqcol deG

1
2

3
3

2
2

1 3 2 3 1

(b) 4-eqcol deG

1
2

4
3

2
4

1 3 2 3 1

(c) 5-eqcol deG

1
2

4
3

2
4

1 3 5 3 5

(d) 6-eqcol deG

1
2

3
3

2
4

1 6 5 6 5

Figura 5.5: Coloreos del Ejemplo5.4.36

Ejemplo 5.4.36.Consideremos nuevamente el grafo dado en la Figura5.2(a) y recordemos queχeq(G) = 3.
Vamos a aplicar el Teorema5.4.33para la desigualdad(S,J)-color con S= {3,4,8,10} y J= {3,6,8}, i.e.

∑
v∈S

xv3+∑
v∈S

xv6+ ∑
v∈S

xv8+ ∑
v∈V

xv10≤ 4w3−w4+w6+w10−w11.

Claramente, las hipótesis (i) y (ii) del teorema son satisfechas. En cambio, la hipótesis (iii) requiere de
algunos coloreos que caigan en la cara dada por la desigualdad. Ejemplos de los coloreos necesarios para
cumplir esta hipótesis son:

Un 3-eqcol que coloree los vértices de S con color 3, dado en Figura 5.5(a).

Un 4-eqcol que coloree 3 vértices de S con color 3, dado en Figura 5.5(b).

Un 5-eqcol que coloree 3 vértices de S con color 3, dado en Figura 5.5(c).

Un 6-eqcol que coloree los vértices de S con colores 3 y 6, dadoen Figura5.5(c).

Un 7-eqcol que coloree los vértices de S con colores 3 y 6, dadopor intro(c,9) donde c es el 6-eqcol
anterior.
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Un 8-eqcol que coloree los vértices de S con colores 3, 6 y 8, dado por intro(c,10) donde c es el
7-eqcol anterior.

Entonces la desigualdad(S,J)-color define una faceta deECP .

5.5. Observaciones sobreECP 1 y ECP 2

Si bien en [64] no pudo caracterizarse la dimension del poliedro asociadoal modelo para el PCG que
incluye las desigualdades (4.16), nosotros si pudimos caracterizar la dimensión del poliedro homólogo para
el PCEG. En efecto, la dimension deECP 1 es

n2− (n+ χeq+ |S |−1)

y un sistema minimal paraECP 1 es el definido por las ecuaciones (5.1), (5.2), (5.3) y además, las igualdades
(4.24) para 2≤ j ≤ n [63].

Aunque pudimos determinar la dimensión deECP 1, las igualdades (4.24) que aparecen en el sistema
minimal hacen más complejas a las pruebas de facetitud. Un ejemplo de ello es el comportamiento de las
desigualdades(Q, j)-clique. Si bien estas desigualdades siempre definen facetas deECP , esto no ocurre
en ECP 1. Esto es fácil ver considerando el caso en quej > bn/2c, pues la desigualdad(Q, j)-clique es
redundante debido a que la clase de colorj está obligada a tener tamaño 1.

En [63] obtuvimos el siguiente resultado para las desigualdades(Q, j)-clique cuandoj ≤ bn/2c.

Teorema 5.5.1.Sea Q una clique maximal de G tal que|Q| ≥ 2 y sea1≤ j ≤ bn/2c. Consideremos el
conjunto K de los k≥ j tales que G admite un k-eqcol pero no existe ningún k-eqcol en la cara definida por
la desigualdad(Q, j)-clique. Si K= ∅ y {dn/2e, . . . ,n− j}\S 6= ∅ entonces la desigualdad(Q, j)-clique
define una faceta deECP 1.

El siguiente es un ejemplo de desigualdad clique conj ≤ bn/2c que no define faceta deECP 1. Conside-
remos el grafo de la Figura5.6(a) y la desigualdadx41+x51+x61≤ w1. Notemos queG admite un 4-eqcol,
expuesto en la Figura5.6(b), pero ningún 4-eqcol puede pintar un vértice de la cliquede color 1 porque esta
clase de color siempre tiene tamaño 3. Luego, todo coloreo dela cara deECP 1 definida por esta desigualdad
satisfacew4 = w5, y por lo tanto no es faceta deECP 1.

(a) vértices

1

2

3

4 5

6
7

8

9

(b) 4-eqcol

3

4

2

2 3

4
1

1

1

Figura 5.6: Un 4-eqcol

En lo que respecta al poliedroECP 2, éste resulta particularmente difícil de estudiar pues su dimensión
depende en gran medida del etiquetado del grafo.

Por ejemplo, considerando el grafo estrellaK1,7 presentado en el capítulo anterior tenemos que, para
el etiquetado propuesto en la Figura4.1(a), dim(ECP 2) = 23. Sin embargo, para el etiquetado de la Figura
4.1(b), dim(ECP 2) = 28.
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En cambio, hemos obtenido una cota superior dedim(ECP 2) que comentamos brevemente a continua-
ción.

Debido a la restricción (4.17) de la formulaciónECF2, ningún coloreo equitativo puede pintar un vértice
v de algún colorv+1, . . . ,n. Además, si existe un vérticeu tal que{1, . . . ,u} es una clique deG entonces,
en todo coloreo equitativo, el vérticeu se deberá pintar decolor u. Luego,v no puede usar el coloru si es
adyacente au. Entonces para cadav∈V,

Z (v) = {u : 1≤ u≤ v−1, (u,v) ∈ E, {1, . . . ,u} es clique deG}∪{v+1, . . . ,n}

es un conjunto de colores que no pueden ser asignados av en ningún coloreo equitativo, y puede probarse
quedim(ECP 2)≤ n2− (χeq+ |S |+1+∑v∈V |Z (v)|).

Por ejemplo, para el grafoK1,7 con el etiquetado propuesto en la Figura4.1(a), la cota superior es exac-
tamente la dimensión deECP 2 mientras que con el etiquetado de la Figura4.1(b), la cota superior es 29.

65





Capítulo 6

Algoritmo ECOPT - Un Branch-and-Cut
para el Coloreo Equitativo

El propósito de este capítulo es describir los diversos elementos que componen nuestro algoritmo
Branch-and-Cut, que llamaremosECOPT. Especificamos cómo armar la relajación lineal inicial y quécri-
terios implementamos para generar y recorrer los nodos del árbol de búsqueda. Describimos además cómo
mejorar las cotas superiores e inferiores. En el primer caso, elaboramos heurísticas que generan un coloreo
equitativo a partir de la solución fraccionaria actual. En el segundo, y el más importante de nuestro trabajo
dado que se desprende de la teoría vista en el capítulo anterior, daremos los procedimientos para separar
desigualdades válidas que luego serán agregadas como cortes en las relajaciones asociadas a los nodos del
árbol de búsqueda.

A lo largo de este capítulo nos encontraremos con algoritmosde diversas índoles que dependen depa-
rámetros. Estos parámetros serán determinados en el siguiente capítulo para alcanzar un grado de eficiencia
óptima en el desempeño de ECOPT.

6.1. Relajación lineal inicial

Con el objetivo de lograr una relajación más reducida en número de variables y restricciones, hemos
tenido en cuenta diversas alternativas que detallaremos a continuación.

De ahora en más vamos a denotar conχeq y χeq a la cota inferior y superior inicial obtenidas por las
heurísticas iniciales vistas en Sección2.3 y Capítulo3. También denotamos conq al tamaño de la mayor
clique maximal obtenida.

6.1.1. Enumeración de los vértices

En el caso de utilizarse el modeloECF2, hemos señalamos anteriormente que la estructura de éste
depende de las etiquetas de los vértices y, en consecuencia,la perfomance del algoritmo está vinculada
a ella. Hemos considerado diferentes criterios para asignar las etiquetas a los vértices. En primer lugar, a
los vértices que constituyen la clique maximal hallada durante el cómputo de la cota inferior deχeq, les
asignamos los primerosq números (es decir que, bajo esta enumeración, la clique maximal es{1,2, . . . ,q}).
Los vértices restantes se ordenan de acuerdo a alguno de los 3criterios siguientes:

Asc: Orden ascendente de grado. Siδ (u) ≤ δ (v) entoncesu≤ v. En caso de empate, se usa el grado
de segundo orden|N2[v]|, dondeN2[v] = {v′′ ∈ N[v′] : v′ ∈ N(v)}. Si δ (u) = δ (v) y |N2[u]| ≤ |N2[v]|
entoncesu≤ v.
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LF : Orden descendente de grado. Siδ (u) ≥ δ (v) entoncesu≤ v. En caso de empate, se usa el grado
de segundo orden|N2[v]|. Si δ (u) = δ (v) y |N2[u]| ≥ |N2[v]| entoncesu≤ v.

SL: Cada vérticev es el de menor grado en el grafoG−n− (n−1)− . . .− (v+1). Para lograr esto,
consideremos una listaL vacía. Elegimos el vértice con menor grado en el subgrafo inducido por
los vértices que no están enL y lo colocamos en la lista. Repetimos el paso anterior y, una vez que
L contenga todos los vértices del grafo, la invertimos. La lista resultante determina el orden de los
vértices (este orden es aplicado en el algoritmo SL-COLOR de la Sección3.2).

En la Figura6.1 se muestran los distintos etiquetados que se aplican a los vértices 5, . . . ,9 si partimos
de considerar la clique maximal{1,2,3,4}.

(a) Asc

8

7

91

6

5

3

2

4

(b) LF

7

6

51

9

8

3

2

4

(c) SL

6

5

71

9

8

3

2

4

Figura 6.1: Etiquetado de vértices

No hay ninguna razón aparente para elegir un ordenamiento u otro, siendo necesario testear la perfor-
mance del algoritmo para todos ellos. Esta prueba computacional se desarrolla en el Capítulo7.

6.1.2. Eliminación de variables y restricciones

A partir de los valores del tamaño de la clique maximal y las cotas inferior y superior que brindan las
heurísticas iniciales, se pueden fijar ciertas variables. Por ejemplo, considerando que el modelo seaECF2 y
la clique maximal sea{1, . . . ,q} tenemos:

w j = 1, ∀ 1≤ j ≤ χeq

w j = 0, ∀ χeq+1≤ j ≤ n

xii = 1, ∀ 1≤ i ≤ q

xi j = 0, ∀ 1≤ i ≤ q, 1≤ j ≤ χeq, i 6= j

xi j = 0, ∀ i ∈ N( j), i > q, 1≤ j ≤ q

xi j = 0, ∀ 1≤ i ≤ n, χeq+1≤ j ≤ n

Luego, toda restricción del modelo que involucre alguna de las variables fijadas se modifica para que
resulte expresada solamente en términos de las variables que no están fijadas. En los casos en que la restric-
ción quede redundante, se la elimina de la formulación. Con este tratamiento se eliminan las restricciones
de asignación (4.12) para los vértices que conforman la clique maximal, las restricciones de adyacencia
(4.13) para las aristas tales que un extremo es un vértices de la clique maximal y las restricciones (4.19) que
involucran un vértice aislado y un color de 1, . . . ,χeq.

6.1.3. Sustitución de restricciones en grafos de gran tamaño

Aún cuando el tamaño de la formulación disminuye considerablemente con los procedimiento descriptos
anteriormente, la cantidad de restricciones de adyacenciatodavía puede resultar inmanejable a la hora de
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resolver las relajaciones lineales. En [62] se propone una alternativa a la formulación empleada, en donde se
sustituyen las restricciones de adyacencia por restricciones de vecindad. Si bien la formulación resultante es
más débil y está compuesta por una matríz más densa, la cantidad de restricciones total pasa de ser un valor
del orden den3 a uno del orden den2.

En nuestro caso la experiencia nos indica que, en función de la cantidad de aristas del grafo, conviene
o no adoptar la estrategia propuesta por [62], reemplazando las restricciones de adyacencia por la siguiente
versión relajada de las desigualdades subvecindad (véase Sección5.4.1):

µ jxu j + ∑
v∈N(u)

xv j +
n

∑
k= j+1

(µ j −µk)xuk≤ µ jw j ,

dondeµk = mı́n{dn/χeqe,dn/ke,α(N(u))} para cualquier 1≤ k≤ n, El valorα(N(u)) representa una cota
superior deα(N(u)) y puede calcularse computando el cardinal de una partición en cliques del vecindario
de u con el procedimiento CLIQUEPART descripto en la Sección2.3. No es difícil ver que las desigual-
dades sustitutas no modifican el conjunto de soluciones enteras factibles, aunque debiliten la relajación de
la formulación.

Experimentando con instancias de distintos tamaños pudimos concluir que efectuar la sustitución cuando
el grafo tenga más de 3000 aristas es un criterio razonable.

6.1.4. Manejo de las restricciones (4.18)

En el modeloECF2, las restricciones (4.18) que eliminan soluciones simétricas son del orden den2. En
grafos de tamaños medianos y grandes traen como consecuencia que la resolución de las relajaciones lineales
insume mucho tiempo. Para lograr una mejor performance, decidimos considerarlas como una familia más
de cortes, evitando así que formen parte explícita de la relajación inicial.

6.1.5. Algoritmo de resolución de la relajación lineal

Una de las funcionalidades de CPLEX, el software con el que realizamos la optimización, es que nos
permite elegir con qué algoritmo resolver las relajacioneslineales asociadas a los nodos del árbol de búsque-
da. Según nuestra experiencia, la mejor opción en términos de tiempo de proceso es emplear elMétodo de
Barrera en la relajación inicial del nodo raíz, ySimplex Primalpara el resto de las relajaciones.

6.2. Generación y recorrido del árbol de búsqueda

Las estrategias seguidas para la generación y recorrido delárbol de búsqueda son claves para explo-
rar eficientemente el conjunto de soluciones del problema. El objetivo es evitar búsquedas innecesarias en
subconjuntos de soluciones donde se pueda inferir que no se encuentra el óptimo y guiar la búsqueda de
manera inteligente. Con este propósito en mente, experimentamos con diferentes criterios que presentamos
a continuación.

Para unificar la notación de esta sección, vamos a llamar(x∗,w∗) a la solución óptima fraccionaria
obtenida luego de evaluar un nodo determinado del árbol, yz∗ = ∑n

j=1 w∗j al valor de su función objetivo.
También denotamos conLB y UB a las mejores cotas inferior y superior obtenidas hasta el momento de
evaluar el nodo. Se verifica, por lo tanto,χeq≤ LB≤ χeq≤UB≤ χeq y LB≤ z∗ <UB.

6.2.1. Estrategia de generación de nodos

Dentro de las capacidades que ofrece CPLEX existe la posibilidad de personalizar la forma en que se
crean los nuevos nodos en la etapa de Bifurcación. Si bien tiene la limitación de que la estrategia debe ser
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dicotómica(no se pueden generar más de dos nodos), nos otorga suficienteflexibilidad como para poder
implementar criterios propuestos por nosotros y experimentar con ellos, descriptos a continuación:

Bifurcar por tamaño de la clase de color más fraccionaria. Para cada colorj tal quew∗j > 0 se
calcula el valorD j = ∑v∈V x∗v j y luego se elige el color con el valorD j más fraccionario, i.e. aquel que

maximiza|12− (D j −bD jc)|. Sea entonceŝj el color elegido. Si|12− (D ĵ −bD ĵc)| < 0.45 se generan
dos nuevos nodos agregando las restricciones∑v∈V xvĵ ≤ bD ĵc y ∑v∈V xvĵ ≥ dD ĵe respectivamente.
Esta estrategia se basa justamente en eliminar las soluciones fraccionarias tales quebD ĵc<∑v∈V x∗

vĵ
<

dD ĵe. En caso de que|12 − (D ĵ −bD ĵc)| ≥ 0.45, se recurre a la estrategia PseudoReducedCosts de
CPLEX para efectuar la bifurcación.
Lamentablemente no mostró un buen desempeño en la práctica.

Bifurcar por variables x∗v j. Dado que la integralidad de las variablesx∗v j implican la integralidad de
las variablesw∗j , nos enfocaremos en una estrategia sobre las primeras. El criterio consiste en asignar
en forma dinámica puntajes a las variables y elegir aquella con mayor puntaje para generar los dos
nuevos subproblemas. En uno de ellos, la variable elegida esfijada en 0 y en el otro en 1.
El puntaje dinámico se rige por las siguientes métricas:

• Métrica A (bifurcar por el vértice cuya vecindad es la más fraccionaria). Para cada variablex∗v j
fraccionaria calculamos la cantidad de variables fraccionarias en el vecindario dev con el color
j:

Av j = |{u∈ N(v) : 0< x∗u j < 1}|.

• Métrica B (bifurcar por el vértice cuya vecindad es la más colorida). Para cada variablex∗v j
fraccionaria calculamos la cantidad de colores distintos que usa la vecindad dev:

Bv = |{k∈ {1, . . . ,n} : x∗uk = 1, ∀ u∈ N(v)}|.

Ambas métricas resultaron buenas en la práctica. Sin embargo se producen muchos casos en donde
una métrica no es capaz de definir entre algunas variables (por ejemplo, a dos variables fraccionarias
x∗v j1 y x∗v j2 le corresponden el mismo puntajeBv). Por eso optamos por probar con una métrica y, en
caso de que varias variables presenten el mismo puntaje, desempatar con la otra métrica. Llamamos
AB-Rule a la estrategia que aplica la métricaA y en caso de empate la métricaB, y BA-Rule a la
estrategia que aplica la métricaB y en caso de empate la métricaA. Ante empate en ambas métricas
elegimos aquella variablexv j cuyo v es el de mayor grado y cuyoj es el menor, y en el caso de un
nuevo empate simplemente elegimos la primera posibilidad considerada.

CPLEX cuenta con algunas estrategias de branching incorporadas. De todas ellas destacamos las que
presentaron mejor rendimiento sobre nuestra formulación:

Default. Estrategia por defecto de CPLEX. No está reportado su funcionamiento interno.

PseudoReducedCosts. Es una variante de la estrategiaReduced Costs[59] que consiste en estimar,
para cada variable fraccionaria, el crecimiento de la función objetivo si se fija aquella variable en 0 o
en 1, y utilizar esta estimación para determinar la variablecon que se bifurcará.

En el Capítulo7 experimentamos con las estrategias de propósito general Default y PseudoReduced-
Costs, y con las estrategias AB-rule y BA-rule propuestas por nosotros.
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Fijado de variables por implicaciones lógicas

En el proceso de bifurcación, el fijado de cierta variable en 1brinda la oportunidad de fijar más variables.
Si bien sus valores se deducirían lógicamente de las restricciones, setearlas explícitamente ayudan a mejorar
la performance.

En el nodo en donde fijamosxv j = 1 es claro que ningún vértice adyacente av podrá usar el colorj en
la relajación que surja de dicho nodo, así que podemos fijar todas las variablesxu j = 0 parau∈ N(v). Por
otra parte, el vérticev no podrá usar otro color que no seaj, así que podemos fijar todas las variablesxvk = 0
parak 6= j. Finalmente, se puede fijarw j = 1.

Otras variables que podemos fijar, independientemente del valor dexv j, son:

wk = 1, ∀ 1≤ k≤ dz∗e

wk = 0, ∀UB≤ k≤ χeq

xuk = 0, ∀ u∈V, UB≤ k≤ χeq

La primera restricción se debe a que una relajación con función objetivoz∗ no puede tener como solución
entera a un coloreo que use menos dedz∗e colores, mientras que las restricciones restantes se debena que
no nos interesa explorar relajaciones que generen soluciones conUB o más colores.

Se puede habilitar un mecanismo en CPLEX para realizar un preprocesamiento de la relajación en cada
nodo del árbol antes de evaluarlo (llamadonode presolve switch). Hemos notado que la combinación de
habilitar este mecanismo y fijar variableslimpia la relajación asociada al nodo y permite evaluar éste con
mayor velocidad.

6.2.2. Estrategia de recorrido

En nuestro algoritmo experimentamos solamente con criterios provistos por CPLEX:DFS (primero
profundo), BFS (primero a lo ancho) y BestF(mejor cota). En caso de elegirse la estrategia BestF, CPLEX
proporciona un parámetro adicional llamadobacktracking toleranceque indica con qué frecuencia CPLEX
retrocede en el proceso de búsqueda (en el sentido de que no continúa con el nodo hijo del nodo actual).
Valores cercanos a 0 en este parámetro hacen que la búsqueda tienda a comportarse como un proceso BFS
mientras que valores cercanos a 1 en este parámetro hacen quese comporte más como un proceso DFS.

Hemos probado con todas las estrategias anteriores y notamos que una combinación de parámetros ba-
lanceada es aplicar la estrategia BestF con el parámetro backtracking tolerance en 0,9999. Le atribuimos este
comportamiento al hecho de que la búsqueda DFS da buenos resultados en problemas de coloreo, aunque
no suela poner énfasis en mejorar la cotaLB. Esto último se logra realizando backtracking eventualmente.

6.3. Rutina de enumeración implícita

Para grafos pequeños, la enumeración implícita es más rápida que un algoritmo Branch-and-Cut. Esto
sucede porque el porcentaje de tiempo invertido en la resolución de las relajaciones lineales en los nodos
del árbol es muy significativo. En cambio, una enumeración directa de las soluciones enteras (como la que
utiliza DSATUR) brinda en estos casos una mejor performance.

Durante la ejecución del algoritmo Branch-and-Cut, el mejoramiento de la cota inferior deχeq a partir
de los valores óptimos de las relajaciones es más pronunciado en la base del árbol, pero disminuye a medida
que aumenta la profundidad. Es por esto que, a una cierta profundidad, puede ser conveniente realizar una
enumeración implícita de las soluciones enteras en vez de resolver relajaciones lineales que no son capaces
de mejorar la cota inferior.
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La situación planteada anteriormente es considerada en ECOPT. A partir de una cierta profundidad,
ponemos en marcha un algoritmo enumerativo basado en DSATUR [18].

En cualquier nodo abierto del árbol disponemos de la siguiente información:

Un coloreo parcial del grafo definido por las variables fijadas en 1 en la rama del árbol.

Para cada vérticev∈V, un conjunto no vacíoDv ⊂ {1, . . . ,UB−1} de colores factibles que pueden
ser asignados av.

Las clases del coloreo parcialCj = {v : Dv = { j}} para todo 1≤ j ≤UB−1.

El conjunto de vérticesU = {u : |Du| ≥ 2} no coloreados en el coloreo parcial.

Cota inferior del número cromático equitativolb = dz∗e.

El algoritmo enumerativo deberá determinar si es posible extender el coloreo parcial disponible de manera
que se obtenga un coloreo equitativo que pinte cada vérticev con los colores disponibles enDv y que use al
menoslb colores. Para lograr ese objetivo aplicamos iterativamente los siguientes pasos:

1. Para cada colorj ∈ {1, . . . ,UB−1}, sea f j una cota inferior de la cantidad de vértices que le falta a
la clase de colorCj actual para que sea posible formar un coloreo equitativo:

f j = máx

{

0,

⌊

n
UB−1

⌋

−|Cj |

}

.

Si |U | < ∑UB−1
j=1 f j entonces no existen suficientes vértices no coloreados y el nodo se poda porin-

factibilidad.

2. Se elige un vérticeu∈U para colorear.

3. Para cada colorj ∈ Du, seag j una cota superior de la cantidad de vértices que puede llegara tener la
clase de colorCj actual:

g j =

⌈

n
máx{ j, lb}

⌉

.

Si |Cj |+1≤ g j , se evalúa un nuevo nodo con los siguientes argumentosC′j , U ′, D′ y lb′:

El coloreo parcial pinta au de color j: C′j =Cj ∪{u}, U ′ =U\{u}.

Se aumenta la cota inferior si es necesario:lb′ = máx{ j, lb}.

Los vértices adyacentes au no pueden pintarse dej: para todov∈ N(u)∩U , D′v = Dv\{ j}.

Ningún vértice fuera del vecindario deu puede pintarse dej en caso de que la clase de colorj
esté llena: si|C′j | = g j entonces para todov∈U\N[u], D′v = Dv\{ j}; caso contrario, para todo
v∈U\N[u], D′v = Dv.

En el paso 2 no está especificado el criterio para elegir el vértice u. Con respecto a esto, decidimos aplicar
la estrategia de branching CELIM sugerida en [71]. Se elige el vértice no coloreado que tenga la vecindad
más colorida (i.e. el vértice con mayor cantidad de colores distintos usados por los vértices adyacentes a
él que ya tienen fijado su color). Ante un empate, se elige aquel vértice u que presenta la mayor suma
∑ j∈Du

|{v∈ N(u) : j ∈ Dv}|, y en el caso de un nuevo empate simplemente elegimos el primer vértice con-
siderado.

Durante el desarrollo del algoritmo de enumeración hemos considerado dos esquemas para la selección
de los colores que le son asignados a los vértices no coloreados aún:
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Selección estática. Para cada vérticeu∈U , se define inicialmente

Du = { j : xu j no está fijada en 0, 1≤ j ≤UB−1}.

Selección dinámica. Para cada vérticeu∈U , se define inicialmente

Du = { j : u no es adyacente a un vértice coloreado conj, 1≤ j ≤UB−1}.

Luego, en el paso 3, calculamos el mayor color utilizado por el coloreo parcial actual. Seak este
valor. Para elu elegido, en vez de considerar todos colores deDu sólo vamos a considerar aquellos de
Du∩{1, . . . ,mı́n{UB−1,k+1}}. En otras palabras, se introduce a lo sumo un nuevo color (el color
k+1 justamente) en cada nivel del árbol.

El segundo enfoque es el utilizado por DSATUR [18] y permite evitar senderos que inducen soluciones
simétricas. Sin embargo, no puede aprovechar la información de nodo actual respecto a las variablesxv j

fijadas en cero al inicializarDu.
En ambos esquemas, la enumeración puede resultar ineficiente si el tamaño inicial de los conjuntosDu

es grande. Por ejemplo, la selección estática en el peor casoenumera∏u∈U |Du| soluciones. Sólo la experi-
mentación nos permitirá decidir en qué momento conviene comenzar la enumeración implícita. Trataremos
esto en el Capítulo7.

Un parámetro que aún no tuvimos en cuenta es el orden en el que se evalúan los nodos. Más precísa-
mente, qué ordenamiento podemos aplicar a los colores deDu en el paso 3, donde ese ordenamiento repre-
senta la forma en que después se evaluarán los nodos. Hemos probado ordenando los tamaños de las clases
de color de mayor a menor y de menor a mayor, y resulta muy superior en cantidad de nodos evaluados y
tiempo de proceso el ordenar demenor a mayor.

En el caso en que la selección de colores sea dinámica, en [62] se proponen dos alternativas para recorrer
los nodos. Seak el mayor color utilizado por el coloreo parcial y supongamosque, para el vértice en cuestión
u∈U , tenemos quek+1 es uno de los colores a evaluar. La primera alternativa consiste en evaluar aquellos
que asignan algún color deDu inferior ak+1 al vérticeu y luego el nodo que asigna el colork+1 al vértice
u. La segunda es invertida: se evalúa primero el nodo con el vérticeu pintado dek+1 y luego con los colores
restantes deDu. Nosotros probamos ambas opciones, ordenando los colores de Du que no sonk+1 según
los tamaños de sus clases de menor a mayor, como comentamos enel párrafo anterior. La estrategia que
resultó ser mejor en la práctica fue la segunda. Le atribuimos esto al hecho de que, al evaluar primero el
nodo que asignak+1 au, permite tempranamente alcanzar coloreos factibles, reduciendo la brecha entre
cota inferior y superior al comienzo de la enumeración.

6.4. Heurísticas primales

Una heurística primales un algoritmo heurístico que genera, o intenta generar, una solución factible
entera de un problema a partir de conocer una solución óptimafraccionaria de una relajación lineal de aquel
problema. Por ejemplo, algunas heurísticas primales (comoDive-and-Fix) asignan valores enteros a las
componentes fraccionarias siguiendo un criterio para que,en lo posible, la solución entera que se obtenga
sea factible [78].

CPLEX nos brinda la facultad de ejecutar una heurística primal cada vez que dispone de una solución
óptima fraccionaria. Si la heurística es capaz de encontraruna solución entera mejor que la actual, entonces
la cota superior puede ser actualizada al igual que cuando elproceso de Branch-and-Bound poda un nodo
por optimalidad.
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Además de tener disponible la heurística de propósito general que ofrece CPLEX, nosotros implemen-
tamos dos heurísticas diseñada específicamente para el PCEGque explotan las características del problema.
Ambos procedimientos parten de un coloreo parcial inicial yvan llenando las clases de color iterativamente
hasta alcanzar un coloreo equitativo o fallar en el intento,según la aplicación de criterios preestablecidos
sobre la solución(x∗,w∗). Para unk dado, vamos a decir que una clase de color estállena cuando alcanza
el cardinaldn/ke y, entonces, no se pueden agregar más vértices a ella. Además, si ya tenemosn mod k
clases de color con tamañodn/ke entonces, en las clases de color que no están aún llenas, sólose pueden
incorporar hastabn/kc vértices y se considerará llena cuando alcance este umbral.

Describimos a continuación las dos heurísticas. Al final de la sección se encuentran los pseudocódigos
correspondientes a ellas.

El procedimiento PRIMHEUR1 corresponde a la primera heurística y consiste en asignar uncolor a un
vértice en cada iteración. En esta heurística se asigna el color j a un vérticev cuyo valorx∗v j es máximo.
El vérticev es elegido de entre los vértices no coloreados aún y el colorj es elegido de entre los colores
disponibles no usados por los vértices adyacentes av.

El procedimiento PRIMHEUR2 corresponde a la segunda heurística que, en cada iteración,elige el color
j cuya clase de color no está llena aún y contiene la menor cantidad de vérticesv tales quex∗v j es fraccionaria.
Luego elige el vérticev que maximicex∗v j y que pueda ser coloreado porj.

Al experimentar con estas heurísticas observamos que, en reiteradas ocasiones, existen muchas variables
x∗v j con el mismo valor. En tal caso, consideramos los siguientescriterios entre el conjunto de vértices y
colores que debe desempatar:

Vértice de mayor grado. Se elige el vérticev que maximizaδ (v).

Vértice con la vecindad más colorida. Se elige el vérticev que maximiza|{ j ∈ {1, . . . ,k} : u ∈
Cj , ∀ u∈ N(v)}|.

Clase de color más grande/pequeña. Se elige el colorj que maximiza/minimiza|Cj |.

Clase de color con la mayor/menor cantidad de variables fraccionarias. Se elige el colorj que max-
imiza/minimiza|{v∈Cj : 0< x∗v j < 1}|.

Clase de color más/menos fraccionaria. Se elige el colorj que minimiza/maximiza|0,5−(∑v∈Cj
x∗v j−

b∑v∈Cj
x∗v jc)|.

Clase de color que más/menos vértices pueda pintar. Se elige el colorj que maximiza/minimiza
|{v∈V : v no está coloreado yj no es usado por ningún vecino dev}|.

Estos criterios tienen poco costo computacional y pueden ser implementados fácilmente.
De probar con diferentes combinaciones de los criterios anteriores, la experiencia indica para la primera

heurística elegir elvértice con la vecindad más coloriday el criterio que elige laclase de color más pequeña.
Para la segunda heurística se busca laclase de color con la menor cantidad de variables fraccionarias y,
en caso de empate, se elige laclase de color que menos vértices pueda pintar. Una vez fijado el colorj, se
busca el vérticev que maximicex∗v j y, en caso de empate, se elige elvértice con la vecindad más colorida.
Tanto en la primera como en la segunda heurística, cuando todos los criterios definidos no pudieron desem-
patar, simplemente elegimos la primera posibilidad considerada.

En las heurísticas presentadas no hemos mencionado cómo obtener el coloreo parcial inicial que debe-
mos suministrarles. Este coloreo parcial puede ser generado a partir de la solución fraccionaria(x∗,w∗): si
x∗v j = 1 y la clase dej no está llena entonces se pinta el vérticev de color j. Detallamos este procedimiento
al final de la sección, con el nombre PARTIAL COLINIT.
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Observemos que PARTIAL COLINIT no especifica qué vértice elegir en caso de que haya más de uno.Un
criterio adecuado es usar el ordenamiento SL explicado en laSección6.1.1.

Cada vez que disponemos de una solución fraccionaria(x∗,w∗) ejecutamos, para cada valor dek ∈
{LB, . . . ,UB−1}, PARTIAL COLINIT para obtener el coloreo parcial y luego una o las dos heurísticas pri-
males. Es claro que si encontramos unk-eqcol durante este proceso, no seguimos explorando entrek+1 y
UB−1.

En el Capítulo7 desarrollamos algunas pruebas computacionales para sabersi existe un impacto posi-
tivo en la performance del algoritmo Branch-and-Cut cuandoembebemos la primera, la segunda o ambas
heurísticas primales.

A continuación presentamos los pseudocódigos correspondientes a PRIMHEUR_1, PRIMHEUR_2 y
PARTIAL COLINIT.

Algoritmo 7: PRIMHEUR1

Data: coloreo parcial con clasesC1,C2, . . . ,Ck

Result: k-eqcol con clasesC1,C2, . . . ,Ck

1 begin
2 while quede algún vértice del coloreo parcial sin pintardo
3 valuebest←−1
4 for v∈V tal que v no está coloreado aúndo
5 seaDISP el conjunto de colores cuyas clases de color no están llenas aún
6 DISP← DISP\{ j : u∈Cj ∀ u∈ N(v)}
7 if DISP=∅ then
8 no hay colores disponibles para asignar al vérticev, fail
9 end

10 for j ∈ DISP do
11 if x∗v j > valuebest then
12 vbest← v
13 jbest← j
14 valuebest← x∗v j

15 end
16 end
17 end
18 Cjbest←Cjbest∪{vbest}

19 end
20 end
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Algoritmo 8: PRIMHEUR2

Data: coloreo parcial con clasesC1,C2, . . . ,Ck

Result: k-eqcol con clasesC1,C2, . . . ,Ck

1 begin
2 while quede algún vértice del coloreo parcial sin pintardo
3 para cada claseCj aún no llena, seaFj = {v∈Cj : 0< x∗v j < 1}
4 sea jbest el color j que minimiza|Fj |
5 valuebest←−1
6 for v∈V tal que v no está coloreado aúndo
7 if jbest /∈ { j : u∈Cj ∀ u∈ N(v)} then
8 if x∗v j > valuebest then
9 vbest← v

10 valuebest← x∗v j

11 end
12 end
13 end
14 if valuebest=−1 then
15 no se puede colorear ningún vértice dejbest, fail
16 end
17 Cjbest←Cjbest∪{vbest}

18 end
19 end

Algoritmo 9: PARTIAL COLINIT

Data: valor k
Result: coloreo parcial con clasesC1,C2, . . . ,Ck

1 begin
2 Cj =∅ ∀ 1≤ j ≤ k
3 for v∈V tal que existe un j≤ k para el cual x∗v j = 1 do
4 sea j el color para el cualx∗v j = 1
5 if hay más de n mod k clases de colores llenasthen
6 if |Cj |< bn/kc then
7 Cj ←Cj ∪{v}
8 end
9 else

10 if |Cj |< dn/ke then
11 Cj ←Cj ∪{v}
12 end
13 end
14 end
15 end
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6.5. Algoritmo de planos de corte

Como dijimos en el Capítulo4, el algoritmo de planos de corte es el encargado de incorporar nuevas
restricciones a una relajación lineal y está conformado pordiversas rutinas de separación que producen estas
restricciones durante el proceso de optimización. En nuestro caso, cada rutina de separación tiene asociada
una familia de desigualdades válidas analizada en el Capítulo 5.

Para lograr una performance aceptable, las rutinas de separación deben ser rápidas en términos de tiem-
po. En algunos casos, este objetivo puede cumplirse con algoritmos exactos, pero en otros es necesario
implementar heurísticas. Estas últimas no aseguran que siempre se pueda detectar desigualdades violadas,
pero es una solución de compromiso ante el alto costo computacional de algunos problemas de separación.

Para implementar el algoritmo de planos de corte, aprovechamos la interfaz ofrecida por CPLEX. Una de
las prestaciones de CPLEX es la de permitir introducir cortes en cualquier nodo del árbol. Los cortes pueden
ser restricciones tanto de desigualdad como de igualdad y, al momento de agregarlos, debemos informarle a
CPLEX en cuáles de las siguientes categorías cae:

Cortes locales. Es una restricción que corta a la solución fraccionaria actual pero es válida para toda
solución entera perteneciente a la relajación actual. Una vez que se agrega a la relajación de un nodo,
queda para siempre en aquel nodo y sus descendientes.

Cortes globales. Es una restricción que corta a la solución fraccionaria actual pero es válida para toda
solución entera del problema. La restricción puede ser incorporada en cualquier nodo del árbol (según
el criterio de CPLEX) además del nodo actual. Una vez que se agrega, queda para siempre en aquel
nodo y sus descendientes.

Cortes globales purgables. Es un corte global que puede ser eliminado de cualquier nodo(y, por lo
tanto, de su descendencia) si CPLEX considera que es ineficazmantenerlo.

6.5.1. Separación de Desigualdades Clique

El problema de separación de estas desigualdades consiste en lo siguiente:

dada una solución fraccionaria(x∗,w∗) y un color j tal que w∗j > 0, se debe decidir si existe una clique
maximal Q en G tal que∑v∈Q x∗v j > w∗j .

Debido a que este problema es NP-completo, lo usual es utilizar procedimientos heurísticos. Se conocen dos
enfoques para encarar este problema [10]:

Antes de comenzar la optimización, se genera un conjunto de cliques maximales y se las almacena en
una lista. Luego, durante la optimización, se chequea en la lista la existencia de desigualdades clique
violadas. Este enfoque es el utilizado por CPLEX en sus cortes clique.

Durante el proceso de optimización, buscar cliques maximales a partir del conocimiento de la solución
fraccionaria que se quiere cortar.

En el Branch-and-Cut para el PCG propuesto en [62] se reporta que la experiencia con la primera estrategia
no fue alentadora, inclinando a los autores a optar por la segunda. Es por eso que decidimos elegir esta
última opción.

Para separar desigualdades clique utilizamos una heurística de tipo goloso. Se arma una lista ordenada
en forma decreciente de las variablesx∗v j fraccionarias o nulas y, en forma iterativa y por cada uno de los

77



6. Algoritmo ECOPT - Un Branch-and-Cut para el Coloreo Equitativo

vértices de estas variables, se buscan clique maximales. Sila desigualdad clique corta a la solución entonces
se agrega como corte y se prohibe el último vértice añadido a dicha clique. Además se prohibe el segundo
vértice de una clique, independientemente de si se agregó o no como corte. Los vérticesprohibidosno
pueden formar parte de una clique en las iteraciones sucesivas. Este procedimiento se repite hasta 3 veces
por cada vértice. Tanto los vérticesv que satisfacenx∗v j = 1 como los vértices aislados son prohibidos
al comienzo del procedimiento, pues estos vértices no pueden formar parte de desigualdades cliques que
puedan ser violadas. Este procedimiento se detalla al final del capítulo con el nombre de CLIQUESEP.

Debido a que los cortes generados son válidos en cualquier nodo del árbol, los agregamos comocortes
globales purgables.

6.5.2. Separación de Desigualdades 2-rango

El problema de separación de estas desigualdades es el siguiente:

dada una solución fraccionaria(x∗,w∗) y un color j tal que w∗j > 0, se debe decidir si existe una clique
maximal Q y un conjunto R⊂V tal queα(R) = 2, todos los vértices de Q son adyacentes a todos los

vértices de R y∑v∈Rx∗v j +2∑v∈Q x∗v j > 2w∗j .

Para separar estas desigualdades consideramos un criteriogoloso. Se arma una lista ordenada en forma
decreciente de las variablesx∗v j fraccionarias o nulas. Luego buscamos un par de vértices no adyacentesv1

y v2 tal quex∗v1 j + x∗v2 j sea máximo e inicializamos los conjuntosR= {v1,v2} y Q = ∅. A partir de aquí,
vamos llenando los conjuntosRy Q agregando vértices candidatosv con el mayor valor posible dex∗v j hasta
que no haya más candidatos por agregar. En este sentido, consideramos que un vérticev escandidatopara
incorporarse enR cuando es adyacente a todos los vértices deQ y α(R∪ {s}) = 2 (basta con chequear
que para todo par de vértices deR que no sean adyacentes av, sí sean adyacentes entre si, a fin de evitar
un triángulo en el complemento deG[R∪{s}]). También consideramos que un vérticev escandidatopara
incorporarse enQ cuando es adyacente a todos los vértices deQ y R. Como medida adicional, si un vértice
es candidato para ingresar a ambos conjuntos, se incorpora aQ. Una vez que no es posible agregar más
vértices aQ y R se procede a verificar si∑v∈Rx∗v j + 2∑v∈Q x∗v j > 2w∗j , y en caso afirmativo, se agrega la
desigualdad∑v∈Rxv j +2∑v∈Q xv j ≤ 2w j comocorte global purgable.

Al igual que en CLIQUESEP, mantenemos una lista de vértices prohibidos que no pueden ingresar aRy
Q en iteraciones posteriores. El criterio que aplicamos es siempre prohibir los vértices deR independiente-
mente de si se agregó o no el corte constituido porR y Q.

Tuvimos dos inconvenientes al utilizar esta rutina de separación. El primero es que la rutina genera,
en reiterados casos, desigualdades con soporte similar a las cliques. Por ejemplo, si tenemos una clique
Q cuyos vértices son adyacentes a dos vérticesv1 y v2 no adyacentes entre sí, entonces puede ocurrir que
CLIQUESEP genere∑v∈Q∪{v1} xv j ≤w j mientras que esta rutina generaxv1 j +xv2 j +2∑v∈Q xv j ≤ 2w j . Si bien
son desigualdades distintas, son muy paralelas entre sí y novale la pena incorporar ambas. Para resolver este
problema, impedimos que se formen desigualdades 2-rango con vértices ya utilizados en cortes cliques, para
el mismo colorj. Esto es porque las cliques suelen ser cortes de mejor calidad, inclinándonos por agregarlos
antes que las 2-rango.

La otra dificultad que encontramos fue que la rutina consume un tiempo considerable intentando separar
desigualdades infructuosas, por lo que implementamos uncontador de intentos. Luego de encontrar con-
secutivamente 5 desigualdades que no cortan la solución fraccionaria, el proceso se detiene. Esto surgió de
observar que si el algoritmo falla las primeras 5 veces, es inusual que en los próximos intentos encuentre
desigualdades violadas.
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6.5.3. Separación de Desigualdades Clique-vecindad

Seau∈V tal queN(u) no es una clique,Q una clique deG tal queQ∩N[u] =∅ y sean dos númerosj,
k tales que

k=

⌈

n
⌈

n
k−1

⌉

−1

⌉

, 3≤ k≤ α(N(u))+1 y 1≤ j ≤

⌈

n
k−1

⌉

−1.

Dado que trabajamos con grafos dondeχeq≤ n− 2 tenemos quewn−1 = 0 y la desigualdad(u, j,k,Q)-
clique-vecindad se puede simplificar a:

(k−1)xu j +
n−2

∑
l=d n

k−1e

(

k−

⌈

n
l

⌉)

xul + ∑
v∈N(u)∪Q

xv j ≤
n

∑
l= j

bul(wl −wl+1), (6.1)

donde

bul =

{

mı́n{dn/le,α(N(u))+1}, si j ≤ l ≤ dn/ke−1

k, si l ≥ dn/ke

Como determinarα(N(u)) es un problema NP-difícil, reemplazamos en la desigualdad (6.1) α(N(u))
por una cota superior a la cual denotamosα(N(u)). Esta cota superior se calcula para todou∈V antes de
comenzar la optimización con el procedimiento CLIQUEPART visto en el Capítulo2. Se puede ver que la
desigualdad resultante es válida paraECP aún para valores dek tales queα(N(u))+2≤ k≤ α(N(u))+1.
Aunque la misma sea más débil que la desigualdad (6.1), será de utilidad para cortar soluciones fraccionarias.

El problema de separación de estas nuevas desigualdades es:

dada una solución fraccionaria(x∗,w∗), un color j tal que w∗j > 0, y un vértice u tal que N(u) no es una
clique y0< x∗u j < 1, se debe decidir si existe una clique Q de G y un número k tales que

Q∩N[u] =∅, k=

⌈

n
⌈

n
k−1

⌉

−1

⌉

, 3≤ k≤ α(N(u))+1, j ≤
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n
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(

k−

⌈

n
l
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x∗ul + ∑
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x∗v j >
n

∑
l= j

b̂ul(w
∗
l −w∗l+1),

donde b̂ul =

{

mı́n{dn/le,α(N(u))+1}, si j ≤ l ≤ dn/ke−1

k, si l ≥ dn/ke

Para generar estas desigualdades implementamos un algoritmo enumerativo que aprovecha las cliques
generadas durante la ejecución de CLIQUESEP. Sea entoncesQ una clique maximal. Para cadau tal que
x∗u j es fraccionario, chequeamos queu no sea adyacente a la cliqueQ y que su vecindario tenga al menos 3
vértices y no sea una clique. En tal caso, elegimos valores dek en el intervalo

máx

{

3,

⌈

n
UB

⌉}

≤ k≤mı́n

{⌈

n
j

⌉

,

⌈

n
dz∗e

⌉

,α(N(u))+1

}

,

y en caso de quek= d
n

d n
k−1e−1

e, chequeamos que la desigualdad sea violada.

Estas desigualdades no pueden ser añadidas como cortes globales pues dependen dez∗ que es una cota
inferior deχeq válida sólo en el nodo actual y sus descendientes. Por lo tanto, las consideramos comocortes
locales.
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6.5.4. Separación de DesigualdadesJ-color

El problema de separación de las desigualdadesJ-color es el siguiente:

dada una solución fraccionaria(x∗,w∗), debemos decidir si existe un conjunto J⊂ {1, . . . ,n−1} tal que

∑
j∈J

∑
v∈V

x∗v j >
n

∑
k=1

bJk(w
∗
k−w∗k+1),

conbJk definido en la Sección5.4.4.

Para identificar desigualdadesJ-color violadas implementamos un algoritmo goloso, siguiendo la Ob-
servación5.4.28.5. Primero verificamos que losw∗ no sean todos enteros. En tal caso debe existir unw∗t
fraccionario tal quew∗t+1 = 0. Luego ordenamos en forma decreciente las clases de colorj ∈ {1, . . . , t} según
la cantidad de variables fraccionariasx∗ que presentan, i.e. el cardinal de{v : x∗v j /∈ Z ∀v∈V}. Es decir que,
si las clases de color ordenadas sonCi1, Ci2, . . ., Cit , entoncesCi1 es la que se compone de más variables
fraccionarias. Luego para cada 2≤ s≤ t−2 tal ques≥ 1+mı́n{n mod k: k∈ {1, . . . , t}∧ k no divide an},
probamos las desigualdadesJ-color dondeJ incluye las clases más fraccionarias y el cardinal deJ es justa-
mentes, i.e.J = {Ci1,Ci2, . . . ,Cis}. Si la desigualdadJ-color no es satisfecha por(x∗,w∗), entonces se añade
como uncorte global purgable.

En el procedimiento anterior sólo consideramosJ tales que 2≤ |J| ≤ n− 3 pues, como dijimos en
la Observación5.4.28.1, desigualdadesJ-color con|J| = 1 son justamente las restricciones (4.23), y con
|J|= n−2 definen la misma cara que (4.22).

6.5.5. Separación de Desigualdades Block

El problema de separación de estas desigualdades es:

a partir de una solución fraccionaria(x∗,w∗) y un color j tal que0< w∗j < 1, decidir si existe un vértice v
tal que∑n

k= j x
∗
vk > w∗j .

La cantidad total de desigualdades block es del orden den2 por lo que podemos enumerarlas y probarlas,
una a una, agregándolas como cortes cuando sean violadas porla solución fraccionaria. Este es el método
utilizado para separarlas en el contexto del PCG [62].

En nuestra implementación manejamos estas desigualdades comocortes globales purgables.

6.5.6. Separación de Desigualdades Subvecindad

Para las desigualdades(u, j,S)-subvecindad sólo nos restringimos al caso en queS= N(u). Además,
vérticesu tales queα(N(u)) ≤ 2 dan lugar a desigualdades clique o 2-rango, por lo que debemos imponer
queα(N(u))≥ 3. El problema de separación es, entonces:

decidir si para una solución fraccionaria(x∗,w∗) y un color j tal que w∗j > 0 existe un vértice u tal que
α(N(u))≥ 3 y

γ jN(u)x
∗
u j + ∑

v∈N(u)

x∗v j +
n

∑
k= j+1

(γ jN(u)− γkN(u))x
∗
uk > γ jN(u)w

∗
j ,

dondeγkN(u) = mı́n{dn/χeqe,dn/ke,α(N(u))} para todok.
En el problema de separación requerimos conocer el número deestabilidad del vecindario de cada

vértice. Este tema ya fue discutido al tratar las desigualdades clique-vecindad, de manera que vamos a

80



6. Algoritmo ECOPT - Un Branch-and-Cut para el Coloreo Equitativo

asumir la disponibilidad de cotas inferiores y superiores de este parámetro, a saberα(N(u)) y α(N(u)) para
todo vérticeu ∈ V. Al igual que en la separación de desigualdades clique-vecindad, vamos a considerar
desigualdades más débiles que las subvecindad.

Para todou∈V tal queα(N(u))≥ 3, identificamos desigualdades violadas de la forma:

ξ jxu j + ∑
v∈N(u)

xv j +
n

∑
k= j+1

(ξ j −ξk)xuk≤ ξ jw j ,

dondeξk = mı́n{d n
dz∗ee,d

n
ke,α(N(u))}. Debido a queξk ≥ γkN(u) esta desigualdad es una versión más débil

de la(u, j,N(u))-subvecindad (5.8).
Estas desigualdades deben ser agregadas comocortes localespues dependen dez∗ que es una cota

inferior deχeq válida sólo en el nodo actual y sus descendientes.

6.5.7. Separación de Desigualdades Fuera-vecindad

El problema de separación de las desigualdades fuera-vecindad es:

decidir si para una solución fraccionaria(x∗,w∗) y un color j tal que w∗j > 0, existe un vértice u tal que

(⌊

n
t j

⌋

−1

)

x∗u j− ∑
v∈V\N[u]

x∗v j +
n

∑
k=t j+1

b jkx∗uk >
n

∑
k=t j+1

b jk(w
∗
k−w∗k+1),

dondet j = máx{ j,χeq} y b jk = bn/t jc−bn/kc.
Similarmente a lo que ocurre para las desigualdades subvecindad, asumimos la disponibilidad de cotas

inferiores y superiores deα(N(u)) para todo vérticeu∈V, y consideramos desigualdades más débiles que
las fuera-vecindad.

Para identificar desigualdades violadas computamos el valor τ j = máx{ j,dz∗e} y, para cada vértice
u ∈ V tal queα(N(u)) ≥ 3, verificamos siα(N(u)) ≥ bn/τ jc según el resultado del Teorema5.4.14. En
caso afirmativo, consideramos la desigualdad que resulta dereemplazart j conτ j en (5.9), i.e.

(⌊

n
τ j

⌋

−1

)

xu j− ∑
v∈V\N[u]

xv j +
n

∑
k=τ j+1

β jkxuk≤
n

∑
k=τ j+1

β jk(wk−wk+1),

dondeβ jk = bn/τ jc−bn/kc.
Al igual que las desigualdades subvecindad, estas desigualdades deben ser agregadas comocortes lo-

calespues dependen dez∗.

6.5.8. Separación de Desigualdades(S,J)-color

El problema de separación asociado a estas desigualdades consiste en:

decidir si para una solución fraccionaria(x∗,w∗) existen conjuntos S⊂V y J⊂ {1, . . . ,n−2} tales que
|S|= |J|+1 y

∑
j∈J

∑
v∈S

x∗v j + ∑
v∈V

x∗vn−1 >
n

∑
k=1

bSJk(w
∗
k−w∗k+1),

dondebSJkes un valor definido en la Sección5.4.5que depende del número de estabilidad deS.
Como hemos hecho en casos anteriores, utilizamos una versión más débil de estas desigualdades, que

se diferencian de las originales en que a cada ocurrencia deα(S) la reemplazamos por una cota superior de
α(S) calculada con el procedimiento CLIQUEPART.
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Hemos probado con varios criterios golosos para elegir los conjuntosSy J, pero en ningún caso estos
procedimientos generaron una cantidad razonable de desigualdades violadas. Lo más frecuente era que no se
generara ningún corte a lo largo de la optimización. Por estarazón, no las consideramos para que formaran
parte del algoritmo de planos de corte.

6.5.9. Separación de Restricciones (4.18)

En la Sección6.1.4planteamos la posibilidad de no incorporar las desigualdades (4.18) en la relajación
inicial y de separarlas a medida que son violadas por la solución fraccionaria actual.

Al igual que las block, la cantidad total de desigualdades (4.18) es polinomial respecto den por lo que
las generamos con una rutina de separación enumerativa. Para todo vértice 2≤ v≤ n y para todo color
2≤ j ≤ v−1 tal quex∗v j > 0, se evalúa si es posible agregarxv j ≤∑v−1

u= j−1xu j−1 como corte.
Como estás desigualdades pueden eliminar soluciones enteras, las añadimos comocorte localacorde a

lo especificado en el Manual de CPLEX.

6.5.10. Parámetros del algoritmo de planos de corte

Experiencias previas nos indicaron que las desigualdades block, subvecindad, fuera-vecindad yJ-color
no son violadas tan frecuentemente como en el caso de las desigualdades clique y 2-rango, ni producen
cortes que eleven significativamente la cota inferior. Sin embargo, permiten explorar soluciones fracciona-
rias que proporcionan una retroalimentación a la separación de las desigualdades clique y 2-rango, haciendo
que estas últimas se generen en mayor cantidad durante la siguiente iteración del algoritmo de planos de
corte. Dicho de otro modo, las desigualdades block, subvecindad, fuera-vecindad yJ-color estimulan la
producción de desigualdades clique y 2-rango. Este hecho hace que sea necesario realizar un experimento
que considere distintas combinaciones de rutinas de separación a fin de poder conocer aquella que minimice
los tiempos de ejecución total; tarea que realizamos en el Capítulo 7.

Una vez definida la estrategia del algoritmo de planos de corte, deben tomarse ciertas decisiones rela-
cionadas al funcionamiento de éste. Por ejemplo, después deresolver la relajación lineal de un nodo del
árbol, se debe decidir si se generan cortes o se procede a realizar la bifurcación del nodo. Es de esperar que
los cortes introducidos ayuden a mejorar las cotas y esto permita podar ramas del árbol. Sin embargo, el pro-
ceso de búsqueda de desigualdades violadas y la posterior resolución de la relajación con las desigualdades
añadidas tienen un costo. Debe entonces lograrse un equilibrio entre estas dos posibilidades.

Las decisiones que intervienen en el comportamiento del algoritmo de planos de corte pueden ser tra-
ducidas como parámetros a determinar:

MAXROUNDSroot. Máxima cantidad de iteraciones del algoritmo de planos de corte que pueden ser
ejecutadas en el nodo raíz.

MAXROUNDSnode. Máxima cantidad de iteraciones del algoritmo de planos de corte que pueden ser
ejecutadas en cualquier nodo interior del árbol de búsqueda.

MAXDEPTHTREE. Profundidad del árbol en donde se deja de ejecutar el algoritmo de planos de
corte.

SKIPFACTORcut. Parámetro que indica cada cuántos nodos evaluados se debe habilitar el algoritmo
de planos de corte.

VIOLthreshold. Márgen mínimo de violación para que un corte sea añadido. Si(x∗,w∗) es una solución
fraccionaria yπXx+ πWw≤ π0 es el corte propuesto, entoncesπXx∗+ πWw∗− π0 > VIOLthreshold

para que el corte sea considerado.
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MAXCUTS. Máxima cantidad de cortes que pueden ser agregados en una iteración del algoritmo de
planos de corte para una determinada familia.

La fijación de estos parámetros conducen al siguiente comportamiento del algoritmo Branch-and-Cut:

1. Se resuelve la relajación inicial.

2. Se ejecutan hastaMAXROUNDSroot rounds que introducen cortes en la relajación. En cada round
se generan desigualdades válidas violadas de las cuales sólo se agregan a la relajación las primeras
MAXCUTSgeneradas por familia, y se reoptimiza la relajación. Si en un round determinado no se
generan cortes, entonces no se ejecutan los rounds restantes.

3. Se comienza el proceso de Branch-and-Bound.

4. CadaSKIPFACTORcut nodos se realiza lo siguiente. Si la profundidad es inferiora MAXDEPTH-
TREEniveles, se ejecutanMAXROUNDSnoderounds del algoritmo de planos de corte antes de bifur-
car.

El esquema que elegimos es el mismo que el Branch-and-Cut implementado en [62] para el PCG, con
la salvedad de que no ejecutamos el algoritmo de planos de corte a partir de un cierto nivel en el árbol
de búsqueda (en el B&C para el PCG,MAXDEPTHTREE= ∞). Esta decisión se debe a que los cortes
generados a ese nivel se vuelven ineficaces por la cantidad devariables fijadas.

El comportamiento del algoritmo también es sensible al parámetroVIOLthreshold. Este parámetro es uno
de los más importantes pues establece la agresividad con quese producen cortes y la calidad de ellos. Un
valor muy grande limita la cantidad de cortes generados y un valor muy pequeño hace que se produzcan una
cantidad considerable de cortes, de los cuales muchos resultan improductivos. En nuestro caso decidimos
elegirlo según la familia: para las desigualdades clique usamosVIOLthreshold= 0,1, para las desigualdades
2-rango usamosVIOLthreshold= 0,2 y para el resto usamosVIOLthreshold= 0,01.

En lo que respecta a la cantidad de cortes generados, fijamosMAXCUTS= 200 para todas las familias
de desigualdades.

En el Capítulo7 experimentamos con distintos valores para los parámetrosMAXROUNDSroot, MAX-
ROUNDSnode, MAXDEPTHTREEy SKIPFACTORcut.

En la próxima página mostramos un pseudocódigo de la rutina de separación de desigualdades Clique
CLIQUESEP.

Este capítulo fue destinado a describir las principales características de ECOPT y, a lo largo de él, fueron
surgiendo parámetros que modelan su comportamiento. Es difícil establecer a priori cuál es la elección más
adecuada para estos parámetros y sólo a través de la experimentación podemos estimarlos. El propósito del
próximo capítulo será ajustar empíricamente los valores deestos parámetros.

83



6. Algoritmo ECOPT - Un Branch-and-Cut para el Coloreo Equitativo

Algoritmo 10: CLIQUESEP

Data: grafoG, color j, solución fraccionaria(x∗,w∗)
1 begin
2 si w∗j = 0, salir
3 ordenar los vértices deG según el valor dex∗v j de mayor a menor
4 prohibidos←{v : x∗v j = 1∨v es aislado}
5 while existan vértices v∈V\prohibidos tales que x∗v j > 0 do
6 elegir un vérticev∈V\prohibidos tal quex∗v j > 0
7 contador← 0
8 while contador < 3∧N(v)\prohibidos 6=∅ do
9 clique←{v}

10 candidatos← N(v)\prohibidos
11 while candidatos 6=∅ do
12 v′← vértice de mayor valorx∗v j encandidatos
13 clique← clique∪{v′}
14 candidatos← candidatos∩N(v′)
15 end
16 if clique es maximal en Gthen
17 if ∑v∈clique x∗v j > w∗j then
18 se agrega el corte clique∑v∈clique xv j ≤ w j

19 se agrega el último vértice declique aprohibidos
20 end
21 end
22 se agrega el segundo vértice declique aprohibidos
23 contador← contador+1
24 end
25 se quitan deprohibidos los vértices agregados en el bucle anterior
26 prohibidos← prohibidos∪{v}
27 end
28 end
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Capítulo 7

Experiencia Computacional

Este capítulo está dedicado a realizar experimentos computacionales con nuestro algoritmo Branch-and-
Cut ECOPT. Se evalúa la performance del mismo con distintas elecciones de parámetros. Una vez obtenida
aquella combinación de parámetros que mejor se desempeñe, se compara ECOPT con otros algoritmos de
la literatura.

Los experimentos se llevaron a cabo en un servidor equipado con un procesador AMD Phenom 2.2Ghz,
sistema operativo Suse Linux y el optimizador de propósito general CPLEX 12.1 [4]. El algoritmo ECOPT
está implementado en el lenguaje C utilizando la interfaz avanzada de CPLEX.

Para permitir una futura comparación válida aunque aproximada entre los resultados relacionados al
tiempo, es común en la literatura reportar el tiempo consumido por el programadfmax[1], el cual es utilizado
para propósitos debenchmarkingjustamente. En nuestro caso, éste arrojó 6.31 segundos (user time) para la
instanciar500.5.b.

7.1. Selección del modelo de programación lineal entera

En esta sección vamos a comparar las formulacionesECF, ECF1 y ECF2 introducidas en el Capítulo4.
Para cada formulación corremos un Branch-and-Bound puro sobre 50 instancias de 40 vértices generadas
aleatoriamente (10 instancias por grado de densidad), con un tiempo máximo de 2 horas por instancia. Luego
tomamos ciertos indicadores que nos permitan interpretar los resultados:

(i) Cantidad de instancias resueltas: Es la cantidad de instancias (por grado de densidad) en las cuales
la optimización alcanza la optimalidad dentro del tiempo máximo establecido. Este factor es determi-
nante a la hora de elegir un modelo ya que se pretende que el mismo resuelva la mayor cantidad de
instancias posibles.

(ii) Promedio de la relajación inicial: Es el promedio sobre todas las instancias (de la misma densidad)
del valor de la función objetivo correspondiente a la formulación sin las restricciones de integralidad.
En general se espera que un modelo arroje el mayor valor posible, ya que este hecho mejorará la cota
inferior deχeq durante el proceso de Branch-and-Bound.

(iii) Promedio de gap relativo: Es el promedio sobre todas las instancias (de la misma densidad) del gap
relativo entre la cota inferior y superior del número cromático equitativo al finalizar la optimización.
Si LB y UB son las cotas inferior y superior deχeq entonces el gap relativo se calcula con 100(UB−
LB)/UB. Se espera que este indicador sea lo más cercano a cero posible.
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(iv) Promedio de nodos evaluados: Es el promedio sobre las instanciasresueltas(de la misma densidad)
de la cantidad de nodos evaluados para alcanzar la optimalidad. Un valor bajo en la cantidad de nodos
evaluados indica que hubieron pocas bifurcaciones duranteel proceso de Branch-and-Bound.

(v) Promedio de tiempo transcurrido: Es el promedio sobre las instanciasresueltas(de la misma den-
sidad) de la cantidad de tiempo transcurrido para alcanzar la optimalidad. Este factor también es
determinante a la hora de elegir un modelo ya que es importante que éste consuma la menor cantidad
de tiempo posible.

En cada ejecución del algoritmo Branch-and-Bound se utiliza la cota superior inicialχeq = ∆(G)+ 1.
Para el caso deECF2, los vértices se ordenan según su grado en forma decreciente.

El cuadro7.1 resume los resultados de la prueba. En cada fila se muestran los indicadores correspon-
dientes a un grado de densidad particular. Las columnas 2-4 reportan la cantidad de instancias resueltas
para cada formulación. Las columnas 5-7 muestran el promedio de la relajación lineal, las columnas 8-10
muestran el promedio de gap relativo, las columnas 11-13 muestran el promedio de nodos evaluados y las
columnas 14-16 muestran el tiempo transcurrido en segundos. Los mejores resultados por fila son reportados
en negrita. Un guión “−” significa que no es posible calcular el promedio por que ninguna instancia fue
resuelta.

Densidad Instancias resueltas Prom. rel. lineal Prom. gap relativo Prom. nodos eval. Prom. tiempo
ECF ECF1 ECF2 ECF ECF1 ECF2 ECF ECF1 ECF2 ECF ECF1 ECF2 ECF ECF1 ECF2

10% 10 10 10 2 2 2.85 0% 0% 0% 62 80 20 1.1 1.4 0.5
30% 5 0 10 2 2 3.85 8% 16% 0% 35790 − 1878 4112 − 162
50% 0 0 9 2 2 4.63 36.6% 26.1%1.1% − − 9216 − − 1919
70% 0 0 3 2 2 8.34 63.2% 27.9%7.6% − − 9507 − − 3813
90% 0 1 5 2 2 17.30 78% 23.6%4.6% − 86397 2304 − 6769 821

Cuadro 7.1: Comparación de las formulaciones en grafos de 40vértices.

Estos resultados reflejan una marcada diferencia entre la formulaciónECF2 y las otras. Observemos
que conECF2 se pudieron resolver todas las instancias con 30% de densidad y casi todas las de 50%.
Más aún, el valor de la relajación inicial deECF2 crece paralelamente con la densidad a diferencia de las
otras formulaciones. En lo que respecta al gap relativo, para instancias de media a alta densidad, los valores
dados porECF2 se alejan un mínimo de 20 puntos porcentuales comparados conlos dados porECF1, y
esta diferencia aumenta con los valores dados porECF. Con el resto de los indicadores también se puede
alcanzar una conclusión positiva sobreECF2.

7.1.1. Enumeración de los vértices

En la Sección4.3.3hemos dicho que el rendimiento deECF2 es suceptible a la forma en que etiquetamos
los vértices del grafo. El test que presentamos aquí consiste en comparar el comportamiento deECF2 con
los distintos ordenamientos propuestos en la Sección6.1.1. Para cada caso corremos un Branch-and-Bound
puro sobre 50 instancias aleatorias de 50 vértices (10 instancias por grado de densidad), con un tiempo
máximo de 2 horas. Antes de comenzar la optimización se computa una cota inferiorχeq como se describe
en la Sección2.3. Los colores de la clique obtenida durante esta etapa serán fijados durante la generación
del modelo. Como cota superior se usa∆(G)+1.

El cuadro7.2reporta los resultados obtenidos, en donde se emplea letranegrita para enfatizar el mejor
valor. Las columnas 2-4 muestran la cantidad de instancias resueltas por la formulaciónECF2 con los orde-
namientos ascendente (Asc), descendente (LF) y Smallest Last(SL). Las columnas 5-7 y 8-10 muestran el
promedio de gap relativo y tiempo transcurrido respectivamente.
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Densidad Instancias resueltas Prom. gap relativo Prom. tiempo (en segundos)
Asc LF SL Asc LF SL Asc LF SL

10% 10 10 10 0% 0% 0% 2.6 1.7 1.5
30% 9 9 8 1.4% 1.4% 1.8% 1086 415 1334
50% 3 4 2 14.2% 6.7% 12.1% 4649 1949 2830
70% 0 2 5 14.5% 6.2% 4.2% − 5307 4897
90% 10 10 10 0% 0% 0% 32 60 433

Cuadro 7.2: Comparación de los ordenamientos en grafos de 50vértices.

En términos generales, el ordenamiento ascendente no produce buenos resultados debiendo volcar nues-
tra decisión en los ordenamientosLF o SL. El primero de ellos presenta mejor comportamiento en los grafos
con densidades 30%, 50% y 90%. En cambio, para grafos de 70% dedensidad,SLes mejor en promedio.
Para poder analizar con más profundidad lo que ocurre en estas instancias, reportamos en el Cuadro7.3 la
cantidad de nodos evaluados y el tiempo transcurrido para LFy SL en aquellas instancias de 50% y 70% de
densidad que alguno de los dos resuelve.

Dens. Nodos eval. Tiempo
LF SL LF SL

50% 2137 5684 1184 3787
876 1718 603 1873
1756 − 1630 −
5132 − 4378 −

70% 3328 6850 3726 5690
7281 4419 6888 3375
− 9867 − 4754
− 17689 − 6615
− 7491 − 4055

Cuadro 7.3: Comparación entre LF y SL en instancias de 50% y 70% de densidad.

Observemos queLF presenta menores tiempos en 5 de las 9 instancias que figuran en la tabla y, en
particular, en 3 de las 4 instancias que ambos resuelven simultáneamente. Teniendo en cuenta, además, que
las instancias de 50% de densidad son las más difíciles de resolver en términos generales, elegimos aLF
como el mejor ordenamiento.

Vale remarcar que la formulación, más allá del ordenamientoque se aplique, se comporta extremada-
mente bien para los casos con 10% de densidad con respecto a los casos con 30% de densidad o más, por
lo que adoptaremos mayor cantidad de vértices para grafos con 10% de densidad en algunas de las pruebas
posteriores.

7.2. Estrategias de recorrido del árbol de búsqueda

En la Sección6.2.1propusimos dos estrategias de branching, que llamamos AB-rule (AB) y BA-rule
(BA), y comentamos que CPLEX cuenta con otras dos estrategias, llamadas Default (De f) y PseudoRe-
ducedCosts (PRC), que se comportan bien con nuestro modelo, entre otras estrategias disponibles. La si-
guiente prueba compara cada una de las estrategias mencionadas, corriendo un Branch-and-Bound puro
sobre 50 instancias aleatorias (10 instancias por grado de densidad), con un tiempo límite de 2 horas.
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Vért. Dens. Prom. nodos evaluados Prom. tiempo (en segundos)
De f PRC AB BA De f PRC AB BA

90 10% 1470 847 556 263 18.0 7.4 8.2 4.2
60 30% 2940 2179 1573 379 45 30 24 7
60 50% 28209 9590 23516 4912 1039 285 613 171
60 70% 9159 1909 4503 1326 356 82 137 43
60 90% 57 87 100 38 1.4 1.4 0.9 0.6

Cuadro 7.4: Comparación de las estrategias de branching.

El cuadro7.4 muestra los resultados obtenidos. Dado que todas las instancias fueron resueltas, sólo se
reporta promedio de nodos evaluados y promedio de tiempo transcurrido. De lo que se puede apreciar, la
estrategia BA-rule es incuestionablemente mejor que las demás.

También hemos probado con instancias de tamaño mayor y, aunque el Branch-and-Bound ya no es capaz
de resolver todas las instancias, en los casos en donde usamos la estrategia BA-rule, se han resuelto mayor
cantidad de instancias y el promedio de gap relativo resultómenor.

Vale la pena aclarar también que Default, i.e. la estrategiapor defecto de CPLEX, tuvo la peor perfor-
mance entre las 4 estrategias evaluadas.

7.2.1. Rutina de enumeración

El propósito de esta sección es determinar cómo y cuándo se debe ejecutar la rutina de enumeración
implícita presentada en la Sección6.3.

En primer lugar nuestro algoritmo se comporta muy bien para grafos de baja densidad y observamos
que una enumeración implícita no produce una mejora en estoscasos. Debido a ello, sólo la utilizaremos
cuando el grado de densidad sea superior a 20%.

Comenzamos analizando la diferentes estrategias de selección. El cuadro7.5 reporta (con el mismo
formato que el Cuadro7.3) la ejecución de un Branch-and-Bound que utiliza la estrategia de branching BA-
rule y la rutina de enumeración sobre 50 instancias aleatorias de 70 vértices con un tiempo límite de 2 horas.
La enumeración implícita se lleva cabo cuando a lo sumo 50 vértices están sin colorear en el coloreo parcial
asociado a la rama del árbol actual. La estrategias a evaluarsonselección estática(SE), selección dinámica
en donde el nodo que asigna el colork+1 se evalúaúltimo (SD1) y selección dinámicaen donde el nodo
que asigna el colork+1 se evalúaprimero(SD2), dondek es el mayor color utilizado por el coloreo parcial.

Densidad Instancias resueltas Prom. gap relativo Prom. tiempo (en segundos)
SE SD1 SD2 SE SD1 SD2 SE SD1 SD2

30% 10 9 10 0% 2.2% 0% 335 300 335
50% 7 4 7 4.9% 8.2% 2.4% 3734 4023 3629
70% 3 4 5 8.1% 17.2% 5.6% 3619 3805 3468
90% 10 9 10 0% 1.2% 0% 741 1741 1

Cuadro 7.5: Comparación de las diferentes estrategias de selección

Claramente, la estrategiaSD2 es la que presenta el mejor desempeño en grafos de densidad media y alta.
Para hacer una comparación más precisa en grafos de 30% de densidad, calculamos el promedio de tiempo
deSEy SD2 en las 9 instancias que resuelveSD1. Estos promedios son 302 y 303 respectivamente, por lo
que no existe una mejora apreciable al usarSD1. Optamos entonces porSD2.
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Para poder determinar en qué momento debe ejecutarse la rutina de enumeración, consideramos los
siguientes criterios basados en la cantidad de vértices sincolorear en el coloreo parcial asociado a la rama
del árbol actual, que denotamos con|U |, y en la cota superior del nodo actual, que denotamos conUB.

Criterio Ap: la enumeración se ejecuta cuando|U | ≤ p.

Criterio Bp: la enumeración se ejecuta cuando|U |.UB≤ p.

El cuadro7.6 reporta la ejecución de un Branch-and-Bound que utiliza la estrategia de branching BA-rule
y la rutina de enumeración sobre las mismas 50 instancias aleatorias con un tiempo máximo de 2 horas.
Se evalúan los criteriosA40, A50, A60 y B800. También se reportan los resultados correspondientes a un
Branch-and-Bound quenuncallama a la rutina de enumeración (NO).

Densidad Instancias resueltas Prom. gap relativo Prom. tiempo (en segundos)
NO A40 A50 A60 B800 NO A40 A50 A60 B800 NO A40 A50 A60 B800

30% 10 10 10 10 10 0% 0% 0% 0% 0% 338 340 335 190 9
50% 7 7 7 7 10 2.4% 2.4% 2.4% 4.5%0% 4056 4126 3629 1459317
70% 6 5 5 7 6 2.6% 4.6% 5.6% 8.6% 3.1% 3133 4347 34681037 3339
90% 10 10 10 10 10 0% 0% 0% 0% 0% 10 15 1 1 10

Cuadro 7.6: Comparación con distintos criterios para ejecutar la enumeración implícita

En grafos de alta densidad, la mejor estrategia resulta serA60. La ganancia principal se produce en
grafos de 70% de densidad, dondeA60 sólo necesita alrededor de un tercio del tiempo que utilizanlas
estrategias restantes. Sin embargo, en las 3 instancias queno se resuelven aplicando la estrategiaA60, la
rutina de enumeración consume todo el tiempo disponible mientras que las estrategias restantes priorizan
más la resolución de las relajaciones y, en consecuencia, laelevación de la cota inferior. Esto queda reflejado
en el promedio de gap relativo.

Por otra parte, la estrategiaB800 tiene un rendimiento excelente en grafos de 30% y 50% de densidad,
y podemos considerarlaaceptableen grafos de mayor densidad. Consideramos esta estrategia para ECOPT,
esperando que la introducción de cortes en las relajacionesayuden a mejorar el tiempo de proceso en grafos
de 70% de densidad.

7.3. Incorporación de Heurísticas Primales

La siguiente prueba está destinada a evaluar distintas combinaciones de heurísticas primales cuando
éstas son utilizadas en un Branch-and-Bound. Las combinaciones que consideramos son: ninguna heurística
(NO), sólo heurística 1 (H1), sólo heurística 2 (H2), ambas heurísticas (H1H2) y sólo heurística de CPLEX
(HCPX). Para la prueba utilizamos 25 instancias (5 por cada grado de densidad). Las instancias de 10% de
densidad son de 90 vértices mientras que el resto son de 70. ElCuadro7.7 contiene la cantidad de nodos
evaluados y el tiempo de ejecución para cada combinación. Además se reporta la mejor cota obtenida por
la combinación en cuestión (esta cota no incluye las soluciones enteras que fueron encontradas al podar
por optimalidad) y se marcan ennegrita a los mejores resultados. Un guión “−” indica que la heurística
evaluada no fue capaz de encontrar ninguna solución que mejore la cota superior actual al momento de ser
ejecutada. Por cada instancia también se reporta el número cromático equitativo.

Las columnas correspondientes a las mejores cotas obtenidas porH1 y H2 nos pueden dar una idea de la
capacidad de las heurísticas primales para generar soluciones. La heurística 1 es la que obtiene los coloreos
con menor cantidad de colores en la mayoría de los casos aunque, eventualmente, la heurística 2 logra una
solución de mejor calidad como en el caso de las instancias 6 y13. El hecho de que la mejor solución
sea obtenida a veces por una heurística y a veces por otra justifica considerar la combinaciónH1H2 como
alternativa.
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Inst. Dens.χeq Nodos evaluados Tiempo (en segundos) Mejor cota obtenida
NO H1 H2 H1H2 HCPX NO H1 H2 H1H2 HCPX H1 H2 H1H2 HCPX

1 5 129 129 129 129 129 1 1 1 1 3 − − − −
2 4 531 531 543 543 445 7 7 7 7 6 − 6 6 5
3 10 5 154 154 154 154 161 1 1 1 1 3 − − − 5
4 5 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 − − − 5
5 5 151 149 149 149 135 3 3 3 3 3 5 5 5 5
6 8 1684 457 1673 457 287 80 28 81 29 22 12 11 12 8
7 8 845 842 845 842 823 42 43 43 45 45 8 − 8 8
8 30 8 4113 4113 4113 4113 4113 154 157 161 162 158 − − − −
9 8 27949 27945 27949 2794525223 855 918 898 897 813 8 − 8 8
10 8 7146 2295 7142 2295 7100 279 116 289 108 324 12 12 12 8
11 12 101321 96465 10132196465 100022 5557 5609 57575517 5823 13 − 13 14
12 12 42263 41994 24419 4215619191 3145 3212 1801 32431453 13 18 13 13
13 50 12 59588 57470 6318955909 60028 4080 3984 44803942 4240 16 14 17 −
14 12 46735 42344 40632 40632 43670 2817 25892455 2480 2705 15 16 16 12
15 12 32264 32263 32264 3226331669 2273 2303 2297 23202265 13 − 13 16
16 17 57177 40819 66147 41503 59635 3454 3056 3950 3088 3657 20 22 19 20
17 17 70417 70291 45541 45541 64732 4230 44482767 2799 4090 21 23 23 19
18 70 17 4558 4557 4558 4557 4569 338 314 305 310 323 18 − 18 −
19 18 4120 1374 5783 1363 3109 165 89 228 87 150 18 24 18 19
20 18 29748 29724 34609 29724 29751 1712 1575 18111543 1585 19 25 19 19
21 29 686 583 625 639 620 10 8 7 7 12 29 36 29 29
22 27 4011 2664 4003 2664 3998 54 38 54 38 60 27 31 27 −
23 90 36 17 9 17 9 10 0 0 0 0 0 36 39 36 36
24 27 118 44 119 44 567 4 1 4 1 12 27 33 27 −
25 28 562 535 651 648 558 7 7 7 8 9 28 34 28 −

Cuadro 7.7: Evaluación de las heurísticas primales en grafos de 70 y 90 vértices

Al comparar las combinacionesH1, H2 y H1H2, podemos concluir que la última hereda lo mejor de las
anteriores: la instancia 20 se resuelve en menor tiempo debido a la primer heuristica, y lo mismo ocurre con
la instancia 17 y la segunda heurística. La tabla también pone en evidencia que es preferible usar alguna de
estas estrategias que no usar ninguna. La combinaciónH1H2 logra el mejor promedio con 1771 segundos en
las instancias de densidad media (6 a 20) mientras que para NO, H1 y H2 este promedio es de 1945, 1896 y
1822 segundos respectivamente. Lo mismo ocurre al compararpromedio de nodos evaluados.

Por otra parte, la heurística de propósito general que brinda CPLEX logra, en algunos caso, cotas de
buena calidad como se observa en la última columna de la tabla. Sin embargo, a medida que la densidad del
grafo aumenta, esta heurística va perdiendo su eficiencia. En términos de tiempo,HCPX obtiene un promedio
de 1843 segundos para las instancias de densidad media contra los 1771 deH1H2. Para grafos de 90% de
densidad,HCPX es la que presenta el peor comportamiento entre todas las estrategias evaluadas.

Si bien las conclusiones anteriores sugieren queH1H2 es la mejor combinación, esta situación podría
cambiar en grafos de mayor tamaño, ya que las heurísticas podrían insumir suficiente tiempo como para
que resulte desfavorable incorporarlas. Aún en los casos enque las instancias no sean resueltas por ninguna
combinación propuesta en un tiempo preestablecido, es deseable que la combinación elegida disminuya el
intervalo donde se encuentra el número cromático equitativo.

El propósito de la próxima prueba es evaluar las combinaciones NO,H1H2 y HCPX sobre 25 instancias
de 150 vértices. Se ejecuta un Branch-and-Bound imponiendoun tiempo límite de 2 horas y se reportan
los resultados en el Cuadro7.8, organizados de la siguiente manera. Las columnas 3-5 muestran el gap
relativo alcanzado durante la optimización. Las columnas 6-8 muestran la mejor cota superior encontrada y
el tiempo transcurrido desde que comenzó la optimización hasta el momento en que se encuentra dicha cota,
separados por un guión. Finalmente, las columnas 9 y 10 muestran la mejor cota superior obtenida por las
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heurísticas que se están evaluando. Estos últimos valores se diferencian de los dados en las columnas 7 y 8
en que sólo corresponden a soluciones generadas por las heurísticas, mientras que los de las columnas 7 y 8
pueden corresponden también a soluciones provenientes de la integralidad de la relajación de un nodo.

En el cuadro se marcan ennegrita a los mejores resultados. La forma de reconocer cuál es el mejor
resultado en las columnas 6-8 es eligiendo la menor cota superior reportada y, en caso de empate, el menor
tiempo para alcanzar dicha cota.

Inst. Dens. Gap relativo Mejor cota superior - Tiempo Mejor cota obtenida
NO H1H2 HCPX NO H1H2 HCPX H1H2 HCPX

1 16 16 16 6-188 6-189 6-853 6 7
2 28 28 28 7-43 7-43 7-9 − 7
3 10 16 16 16 6-129 6-132 6-136 7 −
4 28 28 28 7-43 7-44 7-36 − 7
5 16 16 16 6-35 6-36 6-141 − 7
6 50 50 46 16-162 16-179 15-5934 17 15
7 50 50 50 16-456 16-175 16-516 20 18
8 30 50 50 46 16-369 16-246 15-2311 17 15
9 50 50 46 16-363 16-376 15-2840 16 16
10 46 46 46 15-178215-1164 15-1670 19 16
11 53 53 52 26-1052 26-454 25-3162 31 26
12 56 54 56 25-645524-5896 25-5869 31 26
13 50 52 50 57 25-337524-2189 26-5466 27 −
14 52 52 53 25-253925-5246 26-307 27 27
15 53 52 53 26-171125-1170 26-695 27 26
16 52 52 52 38-484338-5667 38-6949 39 −
17 69 51 57 55-0 37-6319 40-6571 39 −
18 70 66 51 51 56-0 39-6506 39-3969 40 39
19 51 51 51 39-611639-6114 39-6522 39 −
20 56 56 56 39-413139-2423 39-4865 39 56
21 19 18 18 56-675555-2342 55-5408 55 56
22 48 21 48 84-0 55-4637 84-0 55 −
23 90 7 5 7 55-297054-1079 55-2052 54 58
24 5 3 5 54-317853-5911 54-3419 53 −
25 10 7 10 57-537555-4701 57-6786 55 57

Cuadro 7.8: Evaluación de las heurísticas primales en grafos de 150 vértices

Para la combinaciónH1H2 impusimos un límite de 300 segundos en el tiempo que utilizanlas heurísticas.
Una vez superado este límite, ambas heurísticas se deshabilitan durante el resto de la optimización.

Puede verse en la tabla que la heurística de CPLEX es la más eficaz en las primeras instancias pero,
al igual que en la prueba anterior, pierde su efectividad al aumentar la densidad del grafo. Esta relación se
invierte para la combinaciónH1H2.

En particular,HCPX encontró dificultades al intentar obtener soluciones en 7 instancias mientras que
H1H2 no pudo hallar soluciones sólo en 3 instancias (todas ellas de 10% de densidad).

En términos de gap relativo, existió un beneficio al considerar HCPX en las instancias de 30% de densi-
dad. Para instancias de mayor densidad es preferible considerarH1H2. Más aún, el promedio de gap relativo
sobre todas las instancias es de 40%, 37% y 38.5% para NO,H1H2 y HCPX respectivamente, lo que supone
una mejora para el Branch-and-Bound el considerar la combinaciónH1H2.

También hemos notado que el tiempo que consumen las heurísticas a lo largo de la optimización se
incrementa notablemente con el tamaño del grafo, lo que nos llevó a imponer un límite de tiempo en su
ejecución. En el caso de la heurística de CPLEX, no es posiblecontrolar este límite.

En la primera prueba (Cuadro7.7) registramos el mayor tiempo en la instancia 11, donde la combinación
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H1H2 utilizó 36 segundos del tiempo total mientras que en la segunda (Cuadro7.8) se alcanza el límite de
300 segundos en la mayoría de las instancias.

Debido a una limitación en la interfaz de CPLEX, no es posibleconocer el tiempo preciso que insume
la heurística primal de CPLEX a lo largo de la optimización. Aún así notamos que, en general, la heurística
de CPLEX dedica una porción de tiempo considerable antes de que el algoritmo comience con el proceso
de bifurcación. Por ejemplo, en la instancia 22 de la segundaprueba, utilizó alrededor de 196 segundos sólo
en ese momento.

7.4. Evaluación de las desigualdades válidas

En esta sección realizamos experimentos relacionados al algoritmo de planos de corte a fín de poder
ajustar los parámetros que lo gobiernan.

7.4.1. Evolución de la cota inferior en el nodo raíz

Una forma de evaluar la calidad de un algoritmo de planos de corte es analizando el crecimiento de la
cota inferior a medida que los cortes generados son agregados a la relajación lineal inicial. En este expe-
rimento, comparamos la performance de ocho estrategias dadas en el Cuadro7.9, donde cada una es una
combinación de rutinas de separación que determinan el comportamiento del algoritmo de planos de corte.
Estas combinaciones fueron elegidas cuidadosamente con elsiguiente criterio. En primer lugar, las desigual-
dades cliques son fundamentales para el buen comportamiento general del algoritmo. Con respecto al resto
de las familias, éstas se incorporan siguiendo un orden dadopor el comportamiento que fuimos observando
en experimentos preliminares en lo que respecta a costo de separación y beneficio.

EstrategiaClique 2-rango Block J-color Sub- Fuera- Clique-
Nombre vecindad vecindad vecindad

S1 •
S2 • •
S3 • • •
S4 • • • •
S5 • • • • •
S6 • • • • • •
S7 • • • • •
S8 • • • • • • •

Cuadro 7.9: Combinaciones de rutinas de separación

Vamos a ejecutar 30 iteraciones del algoritmo de planos de corte (para cada una de las estrategias pro-
puestas anteriormente) sobre 40 instancias de 150 vértices, 8 instancias por cada grado de densidad. En cada
ejecución calculamos los siguientes indicadores, en dondeLBi se define como el valor de la función objetivo
de la relajación lineal luego de la iteracióni-ésima:

Incr: Incremento absoluto en la cota inferior, i.e.Incr = dLB30e−dLB0e.

Iter: Mínimo número de iteraciones necesarias para alcanzar la mejor cota inferior, i.e.Iter = mı́n{i :
dLBie= dLB30e}.

Tiempo: Tiempo transcurrido en segundos hasta alcanzar la mejor cota inferior.
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Cortes: Cantidad de cortes generados hasta alcanzar la mejor cota inferior.

El indicadorIncr es el más importante. Cuando no podamos comparar conIncr, analizaremosTiempoo
Cortes. Es decir que, entre dos estrategias que alcancen la misma cota inferior, optaremos por aquella que
lo hace en el menor tiempo posible. Por otra parte, a mayor cantidad de cortes generados, la relajación
resultante será más pesada de resolver y es un buen criterio elegir aquella estrategia en donde se generen
menos cortes.

El indicadorIter será útil para determinar un promedio de iteraciones necesarias para alcanzar la mejor
cota inferior.

También reportaremos, por cada instancia, elgap absoluto inicial(la diferencia entredLB0e y una cota
superior inicial suministrada por TABUEQCOL). Este valor nos permite evaluar si el incremento absoluto en
la cota inferior es o no significativo, pues nos da una idea de cuánto es el margen para poder elevar la cota
inferior.

Para grafos con 10% de densidad, ninguna estrategia dió señales de mejora en la cota inferior (Incr = 0
en todos los casos). Esto no presenta una dificultad ya que el gap absoluto resultó ser de 1 unidad.

Estrategia Instancia 1 (gap= 7) Instancia 2 (gap= 7) Instancia 3 (gap= 7)
Incr Iter Tiempo Cortes Incr Iter Tiempo Cortes Incr Iter Tiempo Cortes

S1 1 7 32.61 1400 1 11 68.24 2200 2 22 211.01 4400
S2 1 5 63.19 1371 1 5 58.65 1407 2 11 188.76 3071
S3 1 5 47.83 1380 1 5 63.21 1442 2 11 162.66 3107
S4 1 5 47.75 1380 1 5 63.14 1442 2 11 162.7 3107
S5 1 5 47.72 1380 1 5 59.49 1455 2 12 226.8 3355
S7 1 5 67.25 2010 1 5 81.34 2099 2 11 250.94 3990
S8 1 5 65.56 2012 1 5 78.98 2102 2 11 234.52 3990

Instancia 4 (gap= 7) Instancia 5 (gap= 7) Instancia 6 (gap= 6)
Incr Iter Tiempo Cortes Incr Iter Tiempo Cortes Incr Iter Tiempo Cortes

S1 1 20 59.53 4000 2 27 203.9 5400 1 16 159.45 3200
S2 1 5 20.12 1299 2 13 245.61 3564 1 7 132.91 1928
S3 1 5 20.09 1299 2 13 268.9 3602 1 7 132.32 1963
S4 1 5 20.33 1299 2 13 268.62 3602 1 7 118.26 1959
S5 1 5 20.16 1299 2 13 232.25 3579 1 7 144.2 1968
S7 1 6 28.91 2355 2 13 313.91 4506 1 7 153.39 2685
S8 1 6 28.86 2355 2 13 275.81 4491 1 7 160.21 2714

Instancia 7 (gap= 6) Instancia 8 (gap= 7) Promedio
Incr Iter Tiempo Cortes Incr Iter Tiempo Cortes Incr Iter Tiempo Cortes

S1 1 15 137.32 3000 2 22 187.97 4400 1.38 17.50 132.50 3500.00
S2 1 8 111.67 2232 2 9 167.43 2484 1.38 7.88 123.54 2169.50
S3 1 8 112.98 2234 2 9 151.18 2504 1.38 7.88 119.90 2191.38
S4 1 8 112.87 2234 2 9 151.5 2504 1.38 7.88 118.15 2190.88
S5 1 8 114.15 2242 2 9 153.17 2497 1.38 8.00 124.74 2221.88
S7 1 8 144.78 2960 2 9 212.55 3091 1.38 8.00 156.63 2962.00
S8 1 8 137.88 2959 2 9 192.17 3122 1.38 8.00 146.75 2968.13

Cuadro 7.10: Comparación para grafos de 30% de densidad.

Los resultados correspondientes a grafos con 30% de densidad o más se resumen a continuación:

Grafos con 30% de densidad(Cuadro7.10). No mostramos los resultados correspondientes a la es-
trategia S6 puesto que no se ha generado ningún corte fuera-vecindad. Estos resultados son práctica-
mente iguales a lo de S5 debido a que el tiempo usado para separar dichas desigualdades es despre-
ciable.
En el cuadro se puede observar que todas las estrategias alcanzan el mismo incremento en la cota
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inferior, por lo que debemos desempatarlas conTiempoo Cortes. Las estrategias S2-S4 tienen un
comportamiento bastante similar aquí. Podemos inferir quese da un salto cuantitativo al emplear las
desigualdades 2-rango debido a que se requieren alrededor de 1300 cortes menos para alcanzar la
misma cota inferior, y con 10% menos de tiempo. Las desigualdades subvecindad no parecen mejorar
esta situación y, definitivamente, las clique-vecindad no tienen buen desempeño.
Cabe mencionar que sólo en la Instancia 6 se generaron desigualdadesJ-color. Ellas lograron mejorar
el tiempo de 132 segundos a 118 segundos.

Estrategia Instancia 1 (gap= 12) Instancia 2 (gap= 12) Instancia 3 (gap= 11)
Incr Iter Tiempo Cortes Incr Iter Tiempo Cortes Incr Iter Tiempo Cortes

S1 4 9 119.89 1800 3 16 213.42 3200 3 24 263.72 4800
S2 4 7 195.49 2025 3 9 396.63 2684 3 17 273.11 5068
S3 4 7 120.88 2070 3 9 406.63 2679 3 18 379.87 5396
S5 4 9 190.61 2955 3 9 554.25 2904 3 13 236.73 3992
S7 4 7 106.47 2026 3 9 420.59 2693 3 23 488.85 6926
S8 4 9 177.74 2933 3 9 413.06 2926 3 13 293.27 4066

Instancia 4 (gap= 12) Instancia 5 (gap= 11) Instancia 6 (gap= 12)
Incr Iter Tiempo Cortes Incr Iter Tiempo Cortes Incr Iter Tiempo Cortes

S1 4 16 131.07 3200 2 7 89.58 1400 4 19 171.16 3800
S2 4 13 212.14 3824 3 15 407.13 4460 4 17 261.94 5105
S3 4 11 171.76 3283 3 15 395.29 4460 4 16 259.69 4790
S5 4 13 287.77 4116 3 15 408.04 4722 4 18 255.91 5669
S7 4 11 176.51 3284 3 15 461.63 4490 4 13 182.63 3941
S8 4 13 386.03 4182 3 15 360.95 4789 4 13 176.89 4161

Instancia 7 (gap= 12) Instancia 8 (gap= 11) Promedio
Incr Iter Tiempo Cortes Incr Iter Tiempo Cortes Incr Iter Tiempo Cortes

S1 2 11 262.04 2200 1 17 389.51 3400 2.88 14.88 205.05 2975.00
S2 4 15 239.06 4497 2 11 331.13 3175 3.38 13.00 289.58 3854.75
S3 4 15 240.56 4509 2 11 361.74 3178 3.38 12.75 292.05 3795.63
S5 4 14 230.84 4362 2 11 360.92 3247 3.38 12.75 315.63 3995.88
S7 4 13 275.89 3926 2 11 436.17 3362 3.38 12.75 318.59 3831.00
S8 4 15 318.79 4723 2 11 374.75 3408 3.38 12.25 312.69 3898.50

Cuadro 7.11: Comparación para grafos de 50% de densidad.

Grafos con 50% de densidad(Cuadro7.11). No mostramos los resultados correspondientes a la es-
trategia S4 puesto que en sólo una instancia se ha generado unúnico corteJ-color el cual no delató
ningún impacto. Tampoco mostramos los resultados correspondientes a la estrategia S6 por el mismo
motivo que para el caso 30% de densidad.
En el cuadro hay 3 instancias en donde la estrategia compuesta únicamente de desigualdades clique
no logra la misma cota que el resto de las estrategias, concluyendo así que es necesaria la incorpo-
ración de desigualdades 2-rango. Para comparar las estrategias S2-S8 consideramos los indicadores
Tiempoy Cortes, y nuevamente las estrategias S2-S4 revelan el mejor desempeño y se vuelve a poner
en evidencia que los cortes subvecindad y clique-vecindad no realizan ningún aporte.
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Estrategia Instancia 1 (gap= 13) Instancia 2 (gap= 13) Instancia 3 (gap= 13)
Incr Iter Tiempo Cortes Incr Iter Tiempo Cortes Incr Iter Tiempo Cortes

S1 5 7 277.32 1400 5 26 1282.9 5200 5 16 817.64 3200
S2 6 13 786.72 3778 5 14 878.63 4143 6 20 1644.61 5982
S3 6 13 742.05 3772 5 14 882.32 4143 6 19 1489.64 5682
S4 6 13 765.19 3842 5 16 1086.1 4690 6 19 1465.47 5636
S5 6 14 935.4 4472 5 17 1065.09 5437 6 18 1591.68 5720
S6 6 14 1004 4565 5 14 964.75 4585 6 21 1881.16 6677

Instancia 4 (gap= 13) Instancia 5 (gap= 15) Instancia 6 (gap= 13)
Incr Iter Tiempo Cortes Incr Iter Tiempo Cortes Incr Iter Tiempo Cortes

S1 4 19 901.67 3800 7 11 555.82 2200 5 12 478.1 2400
S2 5 20 1333.54 5969 8 25 1612.74 7280 6 17 1077.1 4992
S3 5 20 1336.36 5969 8 20 1192.56 5833 6 21 1398.81 6107
S4 5 22 1692.29 6623 8 23 1386.36 6740 6 20 1349.84 5851
S5 5 20 1630.36 6265 8 19 1247.73 6096 6 16 1263.32 5148
S6 5 22 1665.65 6874 8 19 1286.17 6066 6 23 1626.17 7249

Instancia 7 (gap= 14) Instancia 8 (gap= 13) Promedio
Incr Iter Tiempo Cortes Incr Iter Tiempo Cortes Incr Iter Tiempo Cortes

S1 6 12 719.54 2400 3 9 449.54 1800 5.00 14.00 685.32 2800.00
S2 7 26 1646.18 7667 5 15 997.88 4501 6.00 18.75 1247.18 5539.00
S3 7 22 1404.78 6511 5 15 1182.61 4498 6.00 18.00 1203.64 5314.38
S4 7 20 1291.56 5914 5 14 958.19 4167 6.00 18.38 1249.38 5432.88
S5 7 20 1535.59 6513 5 15 1121.83 4832 6.00 17.38 1298.88 5560.38
S6 7 19 1462.05 6364 5 13 1001.53 4245 6.00 18.13 1361.44 5828.13

Cuadro 7.12: Comparación para grafos de 70% de densidad.

Grafos con 70% de densidad(Cuadro7.12). No mostramos los resultados correspondientes a las
estrategias S7-S8 puesto que en sólo una instancia se ha generado un único corte clique-vecindad que
no hizo ninguna modificación significativa.
En el cuadro hay sólo una instancia en donde la estrategia S1 logra la misma cota que el resto de las
estrategias, mostrándonos una vez más la mejora que produceincorporar las desigualdades 2-rango
Entre las estrategias restantes, S3 arroja los mejores resultados seguidas de cerca por S2 y S4.
En estas instancias aparecen por primera vez las desigualdades fuera-vecindad. Estas desigualdades
producen una reducción sustancial de cortes en las instancias 2 y 8, pero esta situación se invierte en
las instancias 3, 4 y 6. Con los tiempos ocurre algo similar por lo que no hay razón hasta ahora para
considerar a estas desigualdades en el algoritmo de planos de corte.
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Estrategia Instancia 1 (gap= 9) Instancia 2 (gap= 8) Instancia 3 (gap= 9)
Incr Iter Tiempo Cortes Incr Iter Tiempo Cortes Incr Iter Tiempo Cortes

S1 2 6 424.67 1200 1 2 151.64 400 2 10 761.04 1971
S2 3 25 2283.65 6803 2 22 2025.91 5857 3 22 1806.85 6069
S3 3 27 2710.34 7441 2 21 1914.75 5664 3 22 1921.39 6110
S4 3 25 884.8 6588 2 22 678.19 5549 3 22 811.53 5550
S5 3 25 957.98 6588 2 22 725.26 5549 3 20 772.28 5196
S6 3 24 858.01 6283 2 20 573.71 5009 3 21 981.42 5689

Instancia 4 (gap= 9) Instancia 5 (gap= 8) Instancia 6 (gap= 9)
Incr Iter Tiempo Cortes Incr Iter Tiempo Cortes Incr Iter Tiempo Cortes

S1 2 22 1687.65 3930 2 16 1215.02 3200 2 2 155.06 400
S2 2 13 1167.45 3144 3 24 2225.88 6556 3 20 1568.17 5390
S3 2 13 1272.69 3110 3 22 2166.81 6143 3 19 1851.64 5105
S4 2 13 339.34 2964 3 23 862.92 6015 3 19 679.43 5058
S5 2 13 360.45 2964 3 22 911.61 5757 3 19 739.5 5058
S6 2 12 312.45 2759 3 21 820.67 5558 3 19 683.94 5058

Instancia 7 (gap= 8) Instancia 8 (gap= 8) Promedio
Incr Iter Tiempo Cortes Incr Iter Tiempo Cortes Incr Iter Tiempo Cortes

S1 1 3 150.34 576 2 10 536.95 1974 1.75 8.88 635.30 1706.38
S2 2 29 2449.53 7747 3 25 1750.08 6370 2.63 22.50 1909.69 5992.00
S3 2 29 2640.59 8044 3 26 1828.54 6685 2.63 22.38 2038.34 6037.75
S4 2 28 982.11 6980 3 26 762.16 6374 2.63 22.25 750.06 5634.75
S5 2 28 1071.3 6980 3 26 867.82 6436 2.63 21.88 800.78 5566.00
S6 2 27 1037.32 6778 3 26 832.15 6527 2.63 21.25 762.46 5457.63

Cuadro 7.13: Comparación para grafos de 90% de densidad.

Grafos con 90% de densidad(Cuadro7.13). No mostramos los resultados correspondientes a las
estrategias S7-S8 puesto que no se han generado cortes clique-vecindad en ninguna instancia.
Aquí, una vez más, se pone en evidencia el impacto de las desigualdades 2-rango sobreIncr. De
las estrategias que utilizan estas desigualdades, S6 es la que genera en promedio menosCortes. Esto
muestra que podría ser apropiado tener en cuenta a las desigualdades subvecindad y fuera-vecindad en
grafos de alta densidad. No obstante, consideramos que elTiempoes el criterio que debe predominar
y, en este sentido, elegimos a S4.

En resumen, las estrategias que contemplan las desigualdades 2-rango pero no las clique-vecindad tienen
una performance similar, optando por S4 como la mejor estrategia que balanceaTiempoy Cortes. Sin em-
bargo, la estrategia que considera solamente desigualdades clique genera mucho menos cortes, haciendo que
las relajaciones sean más livianas. De manera que para podersaber qué estrategia se comportará mejor a
largo plazo debemos realizar otro experimento que las compare.

Respecto a la cantidad de iteraciones necesarias para alcanzar el máximo incremento (Iter), tenemos
que para las estrategias S2-S6 se requieren 0, 8, 13, 19 y 23 iteraciones aproximadamente, para grafos con
grados de densidad 10%, 30%, 50%, 70% y 90% respectivamente.Consideramos entonces que aplicar 20
iteraciones del algoritmo de planos de corte es razonable y,por lo tanto, fijamosMAXROUNDSroot = 20
para las próximas pruebas.

7.4.2. Evaluación del algoritmo de planos de corte a largo plazo

En el siguiente experimento vamos a comparar un Branch-and-Bound puro con unCut-and-Branchque
realiza 20 iteraciones del algoritmo de planos de corte con las estrategias S1 o S4 seguido de un Branch-
and-Bound, sobre un total de 50 instancias (10 instancias por cada grado de densidad).
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El Cuadro7.14reporta los resultados organizados de la siguiente manera.Las columnas 3-5 muestran la
cantidad de instancias resueltas por cada estrategia y las columnas 6-8, 9-11 y 12-14 muestran el promedio
de gap relativo, nodos evaluados y tiempo transucurrido respectivamente. Un guión “−” significa que no es
posible calcular el promedio por que ninguna instancia fue resuelta.

Vért. Dens. Instancias resueltas Prom. gap relativo Prom. nodos evaluados Prom. tiempo (en segundos)
B&B S1 S4 B&B S1 S4 B&B S1 S4 B&B S1 S4

90 10% 10 10 10 0% 0% 0% 3399 1162 2211 30.9 13.6 35.4
70 30% 10 10 10 0% 0% 0% 55080 43053 42927 2405 1943 1776
70 50% 0 0 2 11.5% 15.3% 9.8% − − 51621 − − 6192
70 70% 1 2 6 10.6% 8.7% 3.6% 19079 24177 19237 1497 2495 3233
70 90% 10 10 10 0% 0% 0% 39382 3852 1267 1113 199 68

Cuadro 7.14: Comparación entre Branch-and-Bound y Cut-and-Branch con S1 o S4.

En grafos de 10% de densidad, la mejor opción es usar sólo cliques como cortes. Sin embargo, todas
las instancias son resueltas en menos de un minuto por cualquiera de los algoritmos, por lo que no es tan
relevante la elección de uno u otro. No ocurre lo mismo en grafos de mayor densidad, en donde el promedio
de tiempo de CPU ya supera el minuto. En particular, en grafosde 30% de densidad, el Branch-and-Bound
presentó la peor performance mientras que los otros dos están casi empatados. El Cut-and-Branch con la
estrategia S4 evalúa apenas menos nodos y, en términos de tiempo, hay una reducción del 9%.

Nodos evaluados Tiempo (en segundos)
B&B S1 S4 B&B S1 S4
19079 20903 6928 1497 1715 841
− 27451 18106 − 3274 2566
− − 17757 − − 5157
− − 23872 − − 3735
− − 32042 − − 4469
− − 16717 − − 2631

Cuadro 7.15: Comparación entre Branch-and-Bound y Cut-and-Branch con S1 o S4, en instancias de 70%.

En grafos de densidad media en adelante, se hace indispensable utilizar un Cut-and-Branch para poder
resolver más instancias. En particular, con la estrategia S4 se logran los mejores resultados en cantidad
de instancias resueltas y gap relativo. Sin embargo, no podemos concluir lo mismo al analizar cantidad de
nodos evaluados y tiempo de CPU para grafos con 70% de densidad. Para poder determinar la estrategia
vencedora, mostramos en el Cuadro7.15 los resultados para las instancias resueltas. Aquí, un guión “−”
indica que la instancia no fue resuelta en el tiempo límite establecido. Considerando aquellas instancias
que se resuelven simultáneamente por S1 y S4, obtenemos un promedio de 2495 segundos para la primera
estrategia y 1705 para la segunda por lo que, de ahora en más, elegimos a S4 como la estrategia de nuestro
algoritmo de planos de corte.

7.4.3. Determinación de los parámetros del algoritmo de planos de corte

Recién vimos que utilizar un algoritmo de planos de corte en el nodo raíz con la estrategia S4 es con-
veniente. Sin embargo, la aplicación del algoritmo de planos de corte en nodos del árbol de enumeración
puede mejorar aún más el rendimiento. Para lograr esto, el siguiente paso es determinar los parámetros:
SKIPFACTORcut, MAXROUNDSnodey MAXDEPTHTREEdefinidos en la Sección6.5.10.

Debido a la gran cantidad de combinaciones que hay que evaluar, optamos por comparar algunos pará-
metros teniendo fijados los restantes. En la primera prueba corremos el algoritmoBranch-and-Cutcon los
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parámetrosMAXROUNDSnode= 1 y MAXDEPTHTREE= ∞, y variamos el parámetroSKIPFACTORcut

con los valores 1, 2 y 4. Recordemos que este parámetro determina la frecuencia con que se ejecuta el al-
goritmo de planos de corte en los nodos del árbol. Los resultados son reportados en el Cuadro7.16con el
mismo formato que el Cuadro7.14.

Vért. Dens. Inst. resueltas Prom. gap relativo Prom. nodos evaluados Prom. tiempo (en segundos)
1 2 4 1 2 4 1 2 4 1 2 4

90 10% 10 10 10 0% 0% 0% 1247 2422 754 31 62.9 15.4
70 30% 10 10 10 0% 0% 0% 6264 7611 9779 1950 2065 2133
70 50% 1 3 0 9.8% 11% 11.9% 5986 9342 − 3769 5182 −
70 70% 5 4 4 5.5% 5.6% 3.5% 2400 2378 3377 2685 1293 1994
70 90% 10 10 10 0% 0% 0% 142 165 236 49.5 44.3 51.9

Cuadro 7.16: Comparación de Branch-and-Cut con distintos valores deSKIPFACTORcut.

Salvo en grafos de 10% de densidad, usarSKIPFACTORcut = 4 no es lo más conveniente, por lo que
nuestra decisión se centrará en elegir entre valores 1 y 2 para SKIPFACTORcut. En grafos de 30%, usar
SKIPFACTORcut = 1 alcanza el mejor promedio de tiempo seguido muy de cerca porSKIPFACTORcut = 2.
En grafos de 90%, la situación se invierte.

Para grafos con densidades entre 50% y 70%, los resultados son dispares: la estrategia que presenta
el menor tiempo también resuelve menos instancias. Por ello, hacer un análisis de lo que ocurre con cada
instancia nos puede ayudar a desempatar entre ambas estrategias. En el Cuadro7.17mostramos la cantidad
de nodos evaluados y tiempo transcurrido para cada instancia resuelta (por al menos una estrategia). Aquí,
todas las instancias se resuelven más rápido conSKIPFACTORcut = 2 respecto deSKIPFACTORcut = 1.
Optamos entonces por fijarSKIPFACTORcut = 2.

Dens. Nodos evaluados Tiempo (en segundos)
1 2 4 1 2 4

50% 5986 8175 − 3769 3486 −
− 9210 − − 6331 −
− 10642 − − 5728 −

70% 1510 1068 405 816 255 152
3680 3665 7641 2676 1968 3640
2493 2904 2960 4036 1852 2323
1245 1874 2502 1267 1095 1862
3073 − − 4631 − −

Cuadro 7.17: Comparación con distintos valores deSKIPFACTORcut, en instancias de 50% y 70%.

El Cuadro7.18realiza una comparación semejante a la anterior, pero esta vez evaluando distintos valores
paraMAXROUNDnode, el parámetro que determina la cantidad de iteraciones del algoritmo de planos de
corte en un nodo del árbol.

Para grafos con 10% y 90% de densidad, la mejor elección es usar el valor 1 o 4 enMAXROUNDSnode,
y para grafos con 30% de densidad, el mejor valor para este parámetro es 2.

Sin embargo, en grafos de media-alta densidad (que suelen ser los más difíciles de resolver), no está muy
claro cuál es la mejor estrategia pues, si bienMAXROUNDSnode= 2 utiliza menos tiempo de CPU, también
resuelve menos instancias y empeora el promedio de gap relativo. Como hicimos en casos anteriores, repor-
tamos en el Cuadro7.19el promedio de nodos evaluados y tiempo transcurrido para las instancias resueltas
de 50% y 70% de densidad.
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Vért. Dens. Inst. resueltas Prom. gap relativo Prom. nodos evaluados Prom. tiempo (en segundos)
1 2 4 1 2 4 1 2 4 1 2 4

90 10% 10 10 10 0% 0% 0% 2422 2684 2340 62.9 75.6 63.2
70 30% 10 10 10 0% 0% 0% 7611 5389 6369 2065 1397 1782
70 50% 3 1 1 11% 12.3% 11.6% 9342 3825 4839 5182 1709 2675
70 70% 4 4 6 5.6% 5.6% 5.6% 2378 1860 2228 1293 1274 1936
70 90% 10 10 10 0% 0% 0% 165 153 126 44.3 50.9 44.7

Cuadro 7.18: Comparación de Branch-and-Cut con distintos valores deMAXROUNDSnode.

Dens. Nodos evaluados Tiempo (en segundos)
1 2 4 1 2 4

50% 10642 3825 4839 5728 1709 2675
8175 − − 3486 − −
9210 − − 6331 − −

70% 1068 1407 1651 255 462 728
3665 − 3819 1968 − 2850
− 2602 3597 − 1527 3164

2904 2429 1225 1852 2483 1349
1874 1003 838 1095 624 665
− − 2237 − − 2861

Cuadro 7.19: Comparación con distintos valores deMAXROUNDSnode, en instancias de 50% y 70%.

Si bien la estrategia conMAXROUNDSnode= 1 no se desempeño bien en la instancia de la primera fila
del Cuadro7.19, consideramos que esta estrategia es la mejor opción para grafos de 50% de densidad pues
resuelve 3 de las 10 instancias y su promedio de gap relativo es el menor de entre las 3 estrategias evaluadas.
Además no hay suficiente evidencia que avale la elección de otro valor paraMAXROUNDSnodeen vez del
valor 1.

Para grafos de 70% de densidad, las estrategias tienen un desempeño bastante similar entre ellas por
lo que las desempatamos mediante el cálculo de promedios. Enel Cuadro7.19 se puede observar que
las instancias resueltas tanto porMAXROUNDSnode= 1 como porMAXROUNDSnode= 2 son las re-
portadas en la cuarta, séptima y octava fila. Si calculamos elpromedio de tiempo sobre estas instancias
obtenemos 1067 segundos paraMAXROUNDSnode= 1 y 1190 segundos paraMAXROUNDSnode= 2. Un
análisis similar producto de promediar sobre la cuarta, quinta, séptima y octava fila arroja 1293 segun-
dos paraMAXROUNDSnode= 1 y 1398 segundos paraMAXROUNDSnode= 4. Elegimos, por lo tanto,
MAXROUNDSnode= 1.

En las pruebas anteriores hemos observado que, a medida que el nivel de profundidad del nodo aumenta,
menos cortes son generados. Para evitar correr las rutinas de separación innecesariamente así como las
posteriores reoptimizaciones de las relajaciones, utilizamos el parámetroMAXDEPTHTREEque fija un
nivel de profundidad límite para el algoritmo de planos de corte.

Para determinarMAXDEPTHTREE, realizamos una medición de la cantidad de cortes generadospor
nivel de profundidad, con datos extraídos de la estrategia ganadora en la prueba anterior. Para cada nivel de
profundidad, sumamos los cortes generados por todos los nodos en dicho nivel sobre todas las instancias.
La Figura7.1registra esta suma total para profundidades entre 5 y 100.

Si bien se generan cortes en casi todos los niveles del árbol,en su mayoría se encuentran comprendidos
entre el nodo raíz y el nivel 50 de profundidad. Entonces resulta apropiado fijarMAXTREEDEPTHen 50.
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Figura 7.1: Cortes que se agregan a un nivel determinado de profundidad

7.4.4. Tiempo de separación

El tiempo insumido por los algoritmos de separación en todoslos casos considerados está por debajo del
2% del tiempo total. Concluimos entonces que este factor no altera de manera apreciable el comportamiento
de nuestro algoritmo.

7.4.5. Inclusión de cortes de CPLEX

Evaluamos la posibilidad de incluir cortes de propósito general además de los nuestros. CPLEX propor-
ciona varias familias que pueden ser habilitadas mediante parámetros, quedando la estrategia de incorpo-
ración en manos de CPLEX y no pudiendo ser controlada por nuestro algoritmo.

Salvo para algunos casos aislados, no se produjo ninguna mejora en términos de tiempo de CPU por lo
que decidimos no incluirlos.

7.4.6. Comparación entre Cut-and-Branch y Branch-and-Cut

Para estar seguros que la introducción de cortes en los nodosinteriores del árbol de búsqueda resulte
beneficiosa para nuestro algoritmo, realizamos un experimento que se resume en el Cuadro7.20.

Vért. Dens. Inst. resueltas Prom. gap rel. Prom. nodos eval. Prom. tiempo
C&B B&C C&B B&C C&B B&C C&B B&C

90 10% 10 10 0% 0% 2211 2166 35.4 56.6
70 30% 10 10 0% 0% 32329 6141 1578 1819
70 50% 3 3 8.9% 8.2% 66733 8540 6372 4962
70 70% 5 4 6.5% 4.5% 21370 4155 3535 2872
70 90% 10 10 0% 0% 1267 130 67.8 37

Cuadro 7.20: Comparación entre Cut-and-Branch y Branch-and-Cut.

Lo primero que se observa es una disminución sustanciosa entre la cantidad de nodos evaluados por
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uno y otro algoritmo, y no menos importante, una disminuciónen el promedio de gap relativo a favor del
Branch-and-Cut. Por otro lado, el Cut-and-Branch logra tiempos inferiores en instancias de baja densidad y
resuelve una instancia más que el Branch-and-Cut.

En el Cuadro7.21detallamos los resultados obtenidos para las instancias de50% y 70% de densidad
que fueron resueltas por uno u otro algoritmo. Se puede ver claramente la superioridad del Branch-and-Cut
tanto en términos de nodos evaluados como de tiempo de CPU.

Dens. Nodos eval. Tiempo
C&B B&C C&B B&C

50% 96957 10248 6732 4996
52708 7151 5599 4945
− 8222 − 4944

50533 − 6784 −

70% 17757 − 5157 −
− 5220 − 3189

33408 3469 4579 1994
6928 353 841 229
− 7579 − 6075

32042 − 4469 −
16717 − 2631 −

Cuadro 7.21: Comparación entre Cut-and-Branch y Branch-and-Cut, en instancias de 50% y 70%.

Ya que para instancias de media a alta densidad resultó favorable introducir cortes en los nodos del árbol,
además del nodo raíz, y que la performance puede considerarse aceptable en instancias de baja densidad,
adoptamos esta estrategia para nuestra versión final de ECOPT.

7.5. Resultados finales

En esta sección comparamos ECOPT con el Branch-and-Cut genérico de CPLEX y el algoritmo B&C-
LF2 específico para el PCEG propuesto en [11, 12].

Hay que tener en cuenta que ECOPT utiliza el framework proporcionado por CPLEX pero con algunas
funcionalidades de éste deshabilitadas (búsqueda dinámicay reduccionesen la etapa de preprocesamiento)
debido a consideraciones técnicas.

Las cotas iniciales suministradas tanto a CPLEX como ECOPT son computadas con los procedimientos
vistos en los Capítulos2 y 3 (TABUEQCOL). La ejecución de CPLEX se lleva a cabo con sus parámetros
por defecto sobre la formulaciónECF2 con la enumeraciónLF.

En cuanto al algoritmo B&C-LF2 sólo mostramos los resultados reportados en [11] y en el Congreso
LAGOS celebrado en Noviembre de 2009. Hay que tener en cuentaque estos resultados se obtuvieron en
un entorno diferente al nuestro, tanto hardware como software, y deben ser vistos sólo como referencias.

7.5.1. Comparación entre distintos algoritmos Branch-and-Cut en grafos aleatorios

En el Cuadro7.22 presentamos los resultados correspondientes a instanciasaleatorias de 60, 70 y 80
vértices con diferentes grados de densidad. Cada fila de la tabla corresponde a 10 instancias evaluadas
del mismo grado de densidad, excepto para B&C-LF2 que son 5 (estas últimas además son diferentes a
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las que nosotros consideramos para CPLEX y ECOPT). Se reporta un guión “−” cuando el algoritmo no
resolvió ninguna de las instancias con el mismo grado de densidad. La leyenda “?” que aparece en las
columnas correspondientes a B&C-LF2 significa que desconocemos el comportamiento del algoritmoen el
caso contemplado.

Vért. Dens. Inst. resueltas Prom. gap relativo Prom. nodos Prom. tiempo
CPX ECO LF2 CPX ECO LF2 CPX ECO LF2 CPX ECO LF2

10% 100% 100% 100% 0% 0% 0% 0.3 1.6 12.6 1.6 1.6 21.2
30% 100% 100% 40% 0% 0% 7.5% 1118 1002 89 53 9.5 86

60 50% 90% 100% 60% 0.9% 0% 3.6% 4811 113158 338 502 16.5 206
70% 100% 100% 100% 0% 0% 0% 226 276189 200 72 21.4 71
90% 100% 100% 100% 0% 0% 0% 24 6.8 1.2 5.7 5.2 9
10% 100% 100% 100% 0% 0% 0% 0 0 57 3.7 3.7 109
30% 60% 100% 0% 4.8% 0% 18.3% 15383 145670 − 1932 16.5 −

70 50% 0% 100% 0% 8% 0% 8.5% − 3902278 − − 124 −
70% 50% 90% 100% 3.7% 0.5% 0% 3243 891 678 1447 329 273
90% 100% 100% 100% 0% 0% 0% 1.3 3.3 9.4 4.7 5.2 11
10% 100% 100% ? 0% 0% ? 36 15.5 ? 6.9 6.5 ?
30% 10% 100% ? 12.1% 0% ? 21319 7576529 ? 4200 204 ?

80 50% 0% 0% ? 11.6% 7.7% ? − − ? − − ?
70% 0% 40% ? 7% 3.5% ? − 4354 ? − 3227 ?
90% 100% 100% ? 0% 0% ? 497 124 ? 366 41 ?

Cuadro 7.22: Comparación entre CPLEX (CPX), ECOPT (ECO) y B&C-LF2 (LF2) sobre grafos aleatorios.

En lo que respecta a cantidad de instancias resueltas y promedio de gap relativo, ECOPT fue el más efi-
ciente entre los algoritmos evaluados. La excepción ocurreen los grafos con 70 vértices y 70% de densidad
en donde B&C-LF2 demuestra ser competitivo.

Las instancias más difíciles resultaron ser las de 80 vértices con 50% de densidad. Esto era lo esperado
ya que es bien sabido que las instancias de densidad media presentan esta característica. Tanto ECOPT como
la estrategia por defecto de CPLEX no fueron capaces de lidiar con estas instancias. No obstante, ECOPT
logró disminuir el intervalo donde se encuentra el número cromático equitativo.

Las instancias con 70 vértices y 50% de densidad tampoco fueron resueltas por CPLEX y B&C-LF2. Es-
tas instancias no resultaron ser un obstáculo para ECOPT ya que pudo resolver todas en un tiempo promedio
de 124 segundos.

B&C-LF2 presenta la menor cantidad de nodos evaluados. Por el contrario, ECOPT evalúa una can-
tidad cuantiosa de nodos en algunos casos, poniendo en evidencia un uso más intensivo de la rutina de
enumeración. Aún así, ECOPT obtiene los mejores resultadosen términos de tiempo total de ejecución, lo
que finalmente demuestra su robustez y competitividad frente a los otros algoritmos.

7.5.2. Comparación entre distintos algoritmos Branch-and-Cut en instancias de prueba

Aunque ECOPT demuestre ser competitivo en instancias aleatorias, aún nos queda por probar si esta
tendencia se mantiene cuando comparamos a los algoritmos sobre instancias de prueba como las utilizadas
en el Capítulo3.

En el Cuadro7.23 presentamos los resultados correspondientes a las instancias de prueba Kneser y
COLORLIB de DIMACS que no fueron resueltas por optimalidad durante el cómputo de las cotas iniciales.
La leyenda “?” que aparece en las columnas correspondientesa B&C-LF2 significa que desconocemos el
comportamiento del algoritmo en la instancia contemplada.Cuando “?” aparece en la cuarta columna indica
que desconocemos el número cromático equitativo en esa instancia. En el caso de CPLEX y ECOPT, se
asignó un tiempo límite de 4 horas. Cuando este tiempo es superado, se reporta un guión “−”.

102



7. Experiencia Computacional

Inst. |V| |E| χeq Gap relativo Nodos evaluados Tiempo
CPX ECO LF2 CPX ECO LF2 CPX ECO LF2

miles750 128 2113 31 0% 0% 0% 0 0 6 7 7 171
miles1000 128 3216 42 0% 0% 0% 0 0 13 11 12 267
miles1500 128 5198 73 0% 0% 0% 0 0 1 14 14 13
zeroin.i.1 211 4100 49 0% 0% 0% 0 1 1 19 20 50
zeroin.i.2 211 3541 36 0% 0% 0% 0 3 23 28 24 510
zeroin.i.3 206 3540 36 0% 0% 0% 4 3 28 28 23 491
queen6_6 36 290 7 0% 0% 0% 0 0 1 3 3 1
queen8_8 64 728 9 0% 0% 0% 2235 566379 297 166 27 441
queen9_9 81 1056 10 0% 0% ? 40252 412297132 ? 4670 10255 ?

queen10_10 100 1470 ? 16% 16% ? − − ? − − ?
1-FullIns_3 30 100 4 0% 0% 0% 0 0 34 1 1 2
2-FullIns_3 52 201 5 0% 0% 0% 0 0 84 1 1 25
3-FullIns_3 80 346 6 0% 0% 0% 0 0 38 1 1 85
4-FullIns_3 114 541 7 0% 0% 0% 0 0 3 1 2 72
5-FullIns_3 154 792 8 0% 0% 0% 0 0 5 2 3 268
1-FullIns_4 93 593 5 0% 0% ? 3170 4133 ? 55 60 ?
mug88_1 88 146 4 0% 0% ? 1092 281 ? 1 0 ?
mug88_25 88 146 4 0% 0% ? 521 183 ? 1 0 ?
mug100_1 100 166 4 0% 0% ? 770 579 ? 1 1 ?
mug100_25 100 166 4 0% 0% ? 908 755 ? 1 1 ?
mulsol.i.1 197 3925 49 0% 0% ? 0 1 ? 16 17 ?
mulsol.i.2 188 3885 ? 5% 29% ? − − ? − − ?
school1 385 19095 15 0% 0% ? 0 0 ? 109 40 ?

fpsol2.i.1 496 11654 65 0% 0% ? 0 0 ? 37 38 ?
fpsol2.i.2 451 8691 47 0% 0% ? 27 24 ? 5204 48 ?
fpsol2.i.3 425 8688 55 24% 0% ? − 41 ? − 79 ?

1-Insertions_4 67 232 5 20% 0% ? − 1887885 ? − 3968 ?
2-Insertions_3 37 72 4 0% 0% ? 1203 353 ? 0 0 ?
3-Insertions_3 56 110 4 0% 0% ? 21215 17049 ? 11 14 ?
4-Insertions_3 79 156 4 0% 0% ? 1587888 294593 ? 1131 1300 ?

DSJC125.1 125 736 5 0% 0% ? 0 0 ? 30 30 ?
DSJC125.5 125 3891 ? 31% 31% ? − − ? − − ?
DSJC125.9 125 6961 ? 6% 2% ? − − ? − − ?
DSJC250.1 250 3218 ? 44% 44% ? − − ? − − ?
DSJC250.5 250 15668 ? 67% 52% ? − − ? − − ?
DSJC250.9 250 27897 ? 32% 30% ? − − ? − − ?
le450_15a 450 8168 15 6% 0% ? − 1121 ? − 1935 ?
le450_15b 450 8169 15 6% 0% ? − 459 ? − 854 ?
le450_5a 450 5714 5 0% 0% ? 0 313 ? 267 8804 ?
le450_5b 450 5734 5 0% 0% ? 0 226 ? 4624 10048 ?
inithx.i.1 864 18707 54 0% 0% ? 0 0 ? 138 116 ?
inithx.i.2 645 13979 ? 75% 53% ? − − ? − − ?
myciel4 23 71 5 0% 0% 0% 118 555 237 0 0 5
myciel5 47 236 6 0% 0% ? 45055 160549 ? 150 2 ?
myciel6 95 755 ? 14% 28% ? − − ? − − ?

flat300_20_0 300 21375 ? 71% 60% ? − − ? − − ?
will199GPIA 701 6772 7 0% 0% ? 0 0 ? 95 46 ?

kneser7_2 21 105 6 0% 0% 0% 333 3211 357 0 0 6
kneser7_3 35 70 3 0% 0% 0% 0 0 4 0 0 2
kneser9_4 126 315 3 0% 0% 0% 0 0 4 0 0 809
kneser11_5 462 1386 3 0% 0% ? 0 113 ? 229 36 ?

Cuadro 7.23: Comparación entre CPLEX, ECOPT y B&C-LF2 sobre instancias de prueba.
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En primer lugar, las instancias resueltas por el algoritmo B&C-LF2 no presentaron ningún obstáculo
para CPLEX y ECOPT. En particular, enmiles750, miles1000, zeroin.i.2, zeroin.i.3, queen8_8,2-FullIns_3, 3-FullIns_3, 4-FullIns_3, 5-FullIns_3 y kneser9_4, B&C-LF2 tardó entre uno y dos
órdenes de magnitud más que ECOPT.

Puede observarse en la tabla que la performance entre CPLEX yECOPT fue bastante similar, aunque
ECOPT logra resolver todas las instancias que resuelve CPLEX (un total de 37) y 4 más:fpsol2.i.3,1-Insertions_4, le450_15a y le450_15b.

Si consideramos que hubo un empate cuando la diferencia entre los tiempos que utilizan CPLEX y
ECOPT para alcanzar la optimalidad es de a lo sumo 1 segundo, entonces de las 37 instancias que ambos
resuelven, tenemos que en 22 instancias ocurrió un empate entre ambos Branch-and-Cut. Respecto a las ins-
tancias restantes, CPLEX logra mejores tiempos en 6 de ellas(queen9_9, 1-FullIns_4, 3-Insertions_3,4-Insertions_3, le450_5a y le450_5b) mientras que ECOPT resulta ser mejor en las otras 9 instancias
(zeroin.i.2, zeroin.i.3, queen8_8, school1, fpsol2.i.2, inithx.i.1, myciel5, will199GPIA ykneser11_5).

Existen 10 instancias para las cuales ningún Branch-and-Cut fue capaz de alcanzar la optimalidad. En
el Cuadro7.24 se detallan las cotas inferiores y superiores que obtienen cada Branch-and-Cut después
de las 4 horas de ejecución asignadas en estas instancias. Podemos notar que CPLEX obtiene mejores
cotas enmulsol.i.2 y myciel6 mientras que ECOPT lo hace enDSJC125.9, DSJC250.5, DSJC250.9,inithx.i.2 y flat300_20_0.

Instancia Cota inferior Cota superior
Inicial CPLEX ECOPT Inicial CPLEX ECOPT

queen10_10 10 10 10 12 12 12
mulsol.i.2 31 34 34 51 36 48

DSJC125.5 9 13 13 19 19 19
DSJC125.9 42 43 43 47 46 44
DSJC250.1 4 5 5 9 9 9
DSJC250.5 11 11 16 34 34 34
DSJC250.9 63 63 65 93 93 93
inithx.i.2 30 30 33 122 122 71
myciel6 3 6 5 7 7 7

flat300_20_0 11 11 15 38 38 38

Cuadro 7.24: Mejoramiento de cotas con CPLEX y ECOPT sobre instancias no resueltas.

Resumimos en el Cuadro7.25la cantidad de instancias de prueba en donde un algoritmo u otro presentó
mejor performance según los criterios tenidos en cuenta anteriormente.

CPLEX gana ECOPT gana Hay empate TOTAL
Instancias que ninguno resuelve 2 5 3 10
Instancias que ambos resuelven 6 9 22 37

Instancias restantes 0 4 0 4
Total de instancias evaluadas 8 15 25 51

Cuadro 7.25: Resumen de la comparación entre CPLEX y ECOPT sobre instancias de prueba.
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Capítulo 8

Conclusiones

En esta tesis se desarrolló un algoritmo Branch-and-Cut para el Problema del Coloreo Equitativo de
Grafos que denominamos ECOPT.

En [11] se presenta otro algoritmo Branch-and-Cut para el PCEG conocido como B&C-LF2. Las ins-
tancias reportadas allí no presentan ninguna dificultad para ECOPT y generalmente este último supera a
B&C-LF2 en términos de tiempo de CPU. ECOPT resuelve, además, instancias que pueden considerarse de
mayor dificultad, tanto en lo que se refiere al tamaño de la misma como a características estructurales tales
como densidad o, en caso de las instancias DIMACS, aquellas que ya habían sido un desafío para el PCG.

Por otro lado, al comparar a ECOPT con el algoritmo Branch-and-Cut de propósito general de CPLEX,
observamos que ambos presentan una performance similar sobre aquellas instancias que ambos resuelven.
Sin embargo, ECOPT resuelve otras instancias que CPLEX no. Sobre aquellas que ambos no resuelven,
ECOPT es capaz de reducir el gap de CPLEX en la mayoría de los casos.

Dentro de los diversos aspectos del problema que han sido abordados para el desarrollo de ECOPT,
creemos importante destacar el diseño de una heurística inicial (TABUEQCOL) y el estudio poliedral de una
formulación de Programación Lineal Entera para el PCEG.

En lo que respecta a la heurística inicial, además de significar un componente importante de ECOPT
por la calidad de las cotas que brinda, constituye independientemente una herramienta para generar buenas
soluciones del PCEG cuando el objetivo no es la optimalidad.Esto se desprende de la experiencia com-
putacional reportada en el Capítulo3, donde puede verse que esta heurística resuelve por optimalidad un
porcentaje considerable de instancias de prueba y, en el caso en que no las resuelve, el gap es pequeño.

Por otra parte, el estudio realizado en el Capitulo5 muestra claramente la dificultad, desde el punto de
vista de un enfoque poliedral, de incorporar las restricciones de equidad al modelo para el PCG que, de por
sí, ya es un problema muy complejo.

La primera dificultad la introducen las ecuaciones asociadas al conjuntoS (G) en el sistema minimal del
poliedroECP . Esto nos obliga a imponer, en algunos casos, la monotonía del grafo. También encontramos
otros inconvenientes de tipoaritméticosasociados a la divisibilidad del número de vértices del grafo.

Sin embargo, la eficiencia como cortes de algunas de las desigualdades válidas presentadas muestran
la importancia de este tipo de estudios teóricos. Esto se puso en evidencia en la Sección7.4.2 cuando
observamos un aumento significativo de la performance al comparar un Cut-and-Branch basado en estas
desigualdades contra un Branch-and-Bound.

En conclusión, podemos afirmar que los resultados de esta tesis refuerzan la importancia de los algorit-
mos Branch-and-Cut que aprovechan la estructura particular de un problema de Optimización Combinatoria.
Con el estudio realizado hasta este momento, el algoritmo resultante es competitivo contra otros existentes
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y los supera en términos de instancias que cada uno de ellos puede resolver.

Creemos que aún queda bastante por recorrer en esta línea de investigación. En primer lugar, estamos
lejos de haber dado un caracterización completa del poliedro de coloreo equitativo. Durante nuestra investi-
gación hemos utilizado las herramientas PORTA [2] y y ZERONE [3]. Con estos programas hemos obtenido
descripciones completas del poliedro sobre grafos de hasta6 vértices y hemos observado que las familias de
desigualdades válidas que enunciamos en el Capítulo5 son sólo una pequeña fracción de la cantidad total
de desigualdades válidas que definen facetas. Incluso grafos con estructuras tan simples como caminos y
estrellas revelan una estructura poliedral muy complicada.

A modo de ejemplo, presentamos algunas familias de desigualdades válidas paraECP que describen
facetas en las instancias pequeñas analizadas por los programas mencionados, pero cuyo estudio general
queda pendiente:

Sea un conjuntoS⊂V tal queSesα-maximal y 2≤ α(S)< dn/χeqe. Para todo los colores 1≤ j ≤
dn/α(S)e−1, la siguiente desigualdad es válida paraECP :

∑
v∈S

xv j + ∑
v∈V

xvn+1≤
n

∑
k= j

mı́n

{

α(S),

⌈

n
k

⌉}

(

wk−wk+1
)

+wn−1.

Seanu1,u2,u3 ∈V tales que(u1,u2),(u2,u3) ∈ E y Q⊂V\{u1,u3} una clique deG. Para todos los
colores j1 ∈ {1, . . . ,n− 3} y j2 ∈ {dn/2e, . . . ,n− 2} tales quej1 < j2, la siguiente desigualdad es
válida paraECP :

xu1 j1 +xu2 j1 +xu3 j1 +xu1 j2 +xu3 j2 + ∑
v∈Q

xv j2 + ∑
v∈V

xvn−1≤ 2w j1 +w j2 +wn−1−wn.

Seam≥ 1, P= {v1,v2, . . . ,v3m+1} un camino inducido enG y P′ = {v1,v4,v7, . . . ,v3m+1}. Para todos

los coloresj1 y j2 tales quej1 < j2≤

⌈

n

d3m+1
2 e

⌉

, la siguiente desigualdad es válida paraECP :

∑
v∈P

xv j1 + ∑
v∈P′

xv j2 ≤

⌈

3m+1
2

⌉

w j1 +

⌈

m
2

⌉

w j2.

El estudio de éstas y otras desigualdades válidas no analizadas en esta tesis, con el objeto de evaluar su
performance como nuevos cortes para ECOPT, es una de las líneas de investigación abiertas.

También resultaría interesante obtener la descripción completa deECP por desigualdades lineales para
familias de grafos con alguna estructura simple y evaluar laposibilidad de derivar un algoritmo polinomial
para el PCEG.

Finalmente, la experiencia computacional también ha abierto algunas líneas a ser exploradas con ma-
yor profundidad y que podrían significar mejoras importantes en el rendimiento de ECOPT. En particular,
creemos que el algoritmo de enumeración implícita tiene mucho más potencial que el que hoy está aportan-
do a ECOPT. Esta suposición se basa en la buena performance que el mismo ha demostrado como algoritmo
de enumeración puro sobre algunas instancias de tamaños de hasta 80 vértices.

Con el avance del hardware, en los últimos años se ha puesto énfasis en mejorar los algoritmos de op-
timización para arquitecturas multiprocesadores. Ejemplos claros de este avance sonGurobi y el mismo
CPLEX. Otra línea de investigación pendiente consistiría en adaptar ECOPT a una arquitectura de este tipo.

Por último, el estudio realizado en esta tesis puede ser adaptado sencillamente para el diseño de un
algoritmo Branch-and-Cut para elProblema de Coloreo Acotado.
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En su versión como problema de decisión, el Problema de Coloreo Acotado consiste en, dado un grafo
G y enterosk y h, determinar siG admite unk-coloreo tal que el tamaño de todas las clases de color sea a
lo sumoh. Este problema es NP-completo [17] puesto que puede ser convertido al problema de decisión del
coloreo equitativo (y viceversa) mediante una simple transformación deG: un grafoG admite unk-coloreo
con sus clases de color acotadas porh si y sólo si el grafoG′ obtenido deG al agregar un conjunto estable
de tamañohk−n admite unk-eqcol, y recíprocamente, un grafoG admite unk-eqcol si y sólo si el grafo
G′′ obtenido deG al agregar una clique de tamañodn/kek−n admite unk-coloreo con sus clases de color
acotadas pordn/ke.

Entre las aplicaciones del Problema de Coloreo Acotado podemos mencionar la planificación de tareas
con exclusión mutua, en donde las tareas se deben ejecutar ena lo sumoh procesadores y dos tareas no
pueden correr sobre el mismo procesador cuando están asociadas a intervalos de tiempo que no sean disjun-
tos, lo cual es modelado con un grafo de conflictos. Al resolver el Problema de Coloreo Acotado se obtiene
una asignación compatible de tareas a procesadores. Estos problemas de planificación se utilizan para evitar
la sobrecarga de un procesador al resolver ecuaciones diferenciales [14, 72]. Otras aplicaciones del Pro-
blema de Coloreo Acotado involucran planificación de sistemas de comunicación [45] y planificación de
horarios [52]. Hasta lo que conocemos, no existe aún en la literatura algoritmos exactos para la resolución
del Problema de Coloreo Acotado.

Claramente, un modelo de Programación Lineal Entera para elProblema de Coloreo Acotado puede
obtenerse al reemplazar las restricciones de equidad de la formulaciónECF, por las siguientes:

∑
v∈V

xv j ≤
n

∑
k= j

h
(

wk−wk+1
)

, ∀ 1≤ j ≤ n

y muchas de las desigualdades válidas encontradas en el Capítulo 5 de esta tesis que involucran la cota
superior del cardinal de las clases de colores en losk-eqcols, pasan a convertirse en desigualdades válidas
para este nuevo problema, reemplazando esta cota superior por h. Heurísticas, rutinas de enumeración y
otros componentes de ECOPT pueden también ser adaptados singran esfuerzo.

Una generalización del Problema de Coloreo Acotado es elProblema de Coloreo Capacitado. En este
caso, dado un grafoG, un enterok y una lista de enteros llamadoscapacidades, α1, . . . ,αk, se debe de-
cidir si G admite unk-coloreo de manera que el tamaño de la clase de colorj esté acotado superiormente
por el valor deα j , para todoj. Es claro que también en este caso el estudio realizado para el PCEG puede
ser adaptado para este problema lo cual provee otra línea de continuidad en los temas abordados en esta tesis.

Es nuestro deseo haber contribuido a despertar el interés para trabajar en estas áreas y estimular la
discusión de las líneas de investigación presentes y futuras.
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Capítulo 9

Apéndice

En este capítulo se presentan las demostraciones de teoremas presentados en el Capítulo5, principal-
mente aquellas que son muy largas para ser expuestas en ese capítulo.

Demostración del Lema5.1.4. Sean(x1,w1), (x2,w2) j, j ′ , (x3,w3) j , (x4,w4), (x5,w5) j y (x6,w6)k los vec-
tores binarios asociados a los coloreosc1, c2

j, j ′ , c3
j , c4, c5

j y c6
k definidos en5.1.3respectivamente. Conside-

remos la combinación afín con ciertos coeficientesα por cada coloreo dePROC(c1):

α1(x1,w1)+
n−1

∑
j=1

n−1

∑
j ′=1
j ′ 6= j

α2
j, j ′(x

2,w2) j, j ′ +
n−1

∑
j=1

α3
j (x

3,w3) j+

α4(x4,w4)+
n−2

∑
j=1

α5
j (x

5,w5) j +
n−2

∑
k=χeq
k/∈S

α6
k (x

6,w6)k = 0 (9.1)

y

α1+
n−1

∑
j=1

n−1

∑
j ′=1
j ′ 6= j

α2
j, j ′ +

n−1

∑
j=1

α3
j +α4+

n−2

∑
j=1

α5
j +

n−2

∑
k=χeq
k/∈S

α6
k = 0.

Para verificar la independencia afín de los coloreos hay que demostrar que todos los coeficientesα deben
ser nulos. A esto lo demostramos sistemáticamente aprovechando que, una vez que un coeficiente se fija en
cero, no es necesario tenerlo en cuenta en los pasos siguientes. También vamos a considerar, sin pérdida de
generalidad, que el vértice que se pinta con el colori en el coloreoc1 es justamente el vérticei, i.e.c1(i) = i
para todo 1≤ i ≤ n.

En primer lugar, observemos quec1 es el único coloreo tal quexnn = 1. La combinación (9.1) corres-
pondiente a la componentexnn es entoncesα1 = 0.

Seak∈{χeq, . . . ,n−2}∩S y seak′ el entero más pequeño mayor ak tal quek′ /∈S . Las combinaciones
(9.1) correspondientes a las componentes dewk y wk′ son

n−1

∑
j=1

n−1

∑
j ′=1
j ′ 6= j

α2
j, j ′ +

n−1

∑
j=1

α3
j +α4+

n−2

∑
j=1

α5
j +

n−2

∑
t=k
t /∈S

α6
t = 0

y
n−1

∑
j=1

n−1

∑
j ′=1
j ′ 6= j

α2
j, j ′ +

n−1

∑
j=1

α3
j +α4+

n−2

∑
j=1

α5
j +

n−2

∑
t=k′
t /∈S

α6
t = 0
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respectivamente (sik′ = n−1 entonces la última sumatoria desaparece). De aquí se deduce queα6
k = 0.

Transcribimos a continuación las combinaciones (9.1) correspondientes a algunas componentes dex
asumiendo queα1 = α6

k = 0:

1. Componentex j, j ′ con j, j ′ ∈ {1, . . . ,n−2} y j 6= j ′: α2
j, j ′ = 0.

2. Componentex j,n−1 con j ∈ {1, . . . ,n−2}: α2
n−1, j +α5

j = 0.

3. Componentex j,n con j ∈ {1, . . . ,n−2}: ∑n−2
j ′=1
j ′ 6= j

α2
j, j ′ +α2

j,n−1+α3
j = 0.

4. Componentexn−1, j con j ∈ {1, . . . ,n−2}: α2
j,n−1+α5

j = 0.

5. Componentexn−1,n−1: ∑n−2
j=1 ∑n−2

j ′=1
j ′ 6= j

α2
j, j ′ +∑n−2

j=1 α3
j +α4 = 0.

6. Componentexn, j con j ∈ {1, . . . ,n−2}: α2
n−1, j +α3

j +α5
j = 0.

7. Componentexn−1,n: ∑n−2
j=1 α2

n−1, j +α3
n−1 = 0.

De los ítems 6 y 2 se deduce queα3
j = 0 para 1≤ j ≤ n− 2. Luego, por los ítems 1 y 3 se deduce que

α2
j,n−1 = 0 para 1≤ j ≤ n−2. Por lo tanto, por el ítem 4,α5

j = 0, y por el ítem 2,α2
n−1, j = 0 para 1≤ j ≤

n−2. Finalmente deducimos del ítem 5 queα4 = 0 y del ítem 7 queα3
n−1 = 0.

El resto de las demostraciones prueban que las desigualdades válidas de una determinada familia definen
faceta deECP bajo ciertas condiciones y están basadas en la misma técnica, frecuentemente utilizada en la
literatura para esta clase de resultados. Esta técnica resulta apropiada en aquellos casos en donde no es trivial
reconocer puntos afínmente independientes que caigan en lacara definida por la desigualdad en cuestión.
Se basa en el siguiente resultado:

Lema 9.0.1. [66] Sea P⊂ Rn y A=x = b= un sistema minimal de ecuaciones de éste. Seaπx≤ π0 una
desigualdad que define una cara propia F de P. Entonces F es unafaceta de P si y sólo si para cualquier
(λ ,λ0) ∈ Rn+1 que satisfagaλx = λ0 ∀ x ∈ F existen u∈ Rn y α ∈ R tal queα > 0 y (λ ,λ0) = (απ +
uA=,απ0+ub=).

SeaπXx+πWw≤ π0 una desigualdad que define una cara propiaF ′ deECP . Para probar queF ′ es una
faceta deECP asumimos la existencia de una caraF = {(x,w) ∈ ECP : λ Xx+λWw= λ0} tal queF ′ ⊂ F
y mostramos queλ Xx+λWw= λ0 puede ser obtenida como combinación lineal deπXx+πWw= π0 y el
sistema minimal de ecuaciones deECP dado en el Teorema5.1.5. Esta última condición es equivalente a
probar que(λ X,λW) verifica un cierto sistema de ecuaciones dedim(ECP )− 1 igualdades. La validez de
cada una de esas igualdades es derivada deλ Xx1+λWw1 = λ0 = λ Xx2+λWw2 aplicada sobre ciertos pares
de coloreos equitativos(x1,w1),(x2,w2) que caen enF ′.

A continuación detallamos cómo construir la combinación lineal del sistema minimal y la desigualdad
estudiada. Seanαv los coeficientes asociados a las igualdades (5.1) parav∈V, β j los asociados a (5.2) para
j ∈ {1, . . . ,χeq}, γ j los asociados a (5.3) para j ∈ S , δ el asociado a (5.4) y finalmenteπ el asociado a
πXx+πWw≤ π0. Entonces:

λ X
v j = αv+ππX

v j, ∀ v∈V, 1≤ j ≤ n−1.

λ X
vn = αv+ππX

vn+δ , ∀ v∈V.

λW
j = β j +ππW

j , ∀ 1≤ j ≤ χeq.
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λW
j = ππW

j , ∀ χeq+1≤ j ≤ n−1 : j /∈S ∧ j−1 /∈S .

λW
j = ππW

j + γ j , ∀ χeq+1≤ j ≤ n−1 : j ∈S ∧ j−1 /∈S .

λW
j = ππW

j − γ j−1, ∀ χeq+1≤ j ≤ n−1 : j /∈S ∧ j−1∈S .

λW
j = ππW

j + γ j − γ j−1, ∀ χeq+1≤ j ≤ n−1 : j ∈S ∧ j−1∈S .

λW
n = ππW

n −δ .

λ0 = ∑v∈V αv+∑χeq

j=1β j +π0.

A veces resulta difícil lidiar con las ecuaciones donde ocurren los coeficientesγ j . En aquellos casos, im-
ponemos queG sea un grafo monótono así dichas ecuaciones desaparecen de la combinación lineal.

Demostración del Teorema5.3.3. Dado queQ es maximal, existen vértices no adyacentesu∈Qy u′ ∈V\Q.
Estos vértices distinguidos tomarán partido a lo largo de laprueba.

La desigualdad(Q, j)-clique puede ser escrita de la siguiente forma:

∑
v∈Q

xv j +
n−1

∑
k=1

πW
k wk≤ 0

dondeπW
k = 0 para todo 1≤ k≤ n−1 tal quek 6= j, y πW

j =−1.
SeaF ′ la cara definida por esta desigualdad yF = {(x,w)∈ECP : λ Xx+λWw= λ0} una cara tal queF ′⊂F.
Consideremos la combinación lineal del sistema minimal y ladesigualdad clique. Seanαv los coeficientes
asociados a las igualdades (5.1) parav∈V, βk los asociados a (5.2) parak∈ {1, . . . ,χeq}, γk los asociados a
(5.3) parak∈S , δ el asociado a (5.4) y π el asociado a la desigualdad clique. De esta combinación lineal se
pueden despejar los coeficientes de la siguiente manera:δ =−λW

n , αv = λ X
vn+λW

n para todov∈V, π = λ X
u j−

λ X
un−λW

n , βk = λW
k −πW

k (λ X
u j−λ X

un−λW
n ) para todo 1≤ k≤ χeq y γk =∑k

t=θ (k)+1(λ
W
t −πW

t (λ X
u j−λ X

un−λW
n ))

para todok∈S , dondeθ(k) =máx{i ∈Z : i≤ k, i /∈S } (i.e.θ(k) /∈S peroθ(k)+1,θ(k)+2, . . . ,k∈S ),
dando lugar al siguiente sistema de ecuaciones:

(a) λ X
v j +λ X

un= λ X
vn+λ X

u j, ∀ v∈Q\{u}.

(b) λ X
v j = λ X

vn+λW
n , ∀ v∈V\Q.

(c) λ X
vk = λ X

vn+λW
n , ∀ v∈V, k∈ {1, . . . ,n−1}\{ j}.

(d)
k
∑

t=θ (k−1)+1

(

λW
t −πW

t (λ X
u j−λ X

un−λW
n )

)

= 0, ∀ k∈ {χeq+1, . . . ,n−1}\S .

A continuación presentamos pares de coloreos equitativos deF ′ que nos permiten probar la validez de cada
ecuación del sistema anterior.

(a) Seac1 unn-eqcol tal quec1(v)= j, c1(u) = ny seac2 = swapj,n(c1). Obtenemosλ X
v j+λ X

un= λ X
vn+λ X

u j.

(b) Dado queQ es maximal, existe un vérticev′ ∈Q que no es adyacente av. Seac1 un (n−1)-eqcol tal
quec1(v) = c1(v′) = j y seac2 = intro(c1,v). Así obtenemosλ X

v j = λ X
vn+λW

n .
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(c) Casov∈V\Q. Seav′ ∈Q un vértice no adyacente av, c1 un (n−1)-eqcol tal quec1(v) = c1(v′) = k,
c1(w) = j dondew∈Q\{v′}, y seac2 = intro(c1,v). Luego,λ X

vk = λ X
vn+λW

n .
Casov= u. Seac1 un (n−1)-eqcol tal quec1(u) = c1(u′) = k y c1(w) = j dondew∈ Q\{u}, y sea
c2 = intro(c1,u). Luego,λ X

uk = λ X
un+λW

n .
Casov∈Q\{u}. Seac1 unn-eqcol tal quec1(v) = k, c1(u) = j, y seac2 = swapj,k(c1). Así obtenemos
λ X

v j + λ X
uk = λ X

vk+ λ X
u j. Aplicando la condición (a) y la condición recientemente probada, i.e.λ X

uk =

λ X
un+λW

n , concluimos queλ X
vk = λ X

vn+λW
n .

(d) Seanc y c′ un k-eqcol yθ(k− 1)-eqcol arbitrarios deG respectivamente. Ambos coloreos existen
porquek,θ(k−1) /∈S . Definamosc1 = (x1,w1) comoc si k< j, y swapc(u), j(c) si k≥ j. Análoga-
mente, definamosc2 = (x2,w2) comoc′ si θ(k− 1) < j, y swapc′(u), j(c

′) si θ(k− 1) ≥ j. Entonces
λ Xx1+∑k

t=θ (k−1)+1λW
t −λ Xx2 = 0 pues las variableswt conθ(k−1)+1≤ t ≤ k valen 1 enc1 y 0

enc2.
Casok= j. SeaCj la clase de color dej enc1. Deλ Xx1+∑ j

t=θ ( j−1)+1λW
t −λ Xx2 = 0 se desprende

que

λ X
u j + ∑

v∈Cj\{u}

λ X
v j + ∑

v∈V\Cj

λ X
vc1(v)+

j

∑
t=θ ( j−1)+1

λW
t −∑

v∈V
λ X

vc2(v) = 0.

Por la condición (b),∑v∈Cj\{u}λ X
v j = ∑v∈Cj\{u}λ X

vn+(|Cj |−1)λW
n . Por la condición (c),∑v∈V\Cj

λ X
vc(v)

= ∑v∈V\Cj
λ X

vn+(n−|Cj |)λW
n y ∑v∈V λ X

vc2(v) = ∑v∈V λ X
vn+nλW

n . Obtenemos

j

∑
t=θ ( j−1)+1

λW
t +λ X

u j−λ X
un−λW

n = 0,

y, por lo tanto, la ecuación∑k
t=θ (k−1)+1

(

λW
t −πW

t (λ X
u j−λ X

un−λW
n )

)

= 0 es satisfecha.
Casok 6= j. Se procede de manera similar al caso anterior.

Demostración del Teorema5.3.5. La desigualdad(S, j)-2-rango puede ser escrita de la siguiente forma:

∑
v∈S

xv j + ∑
v∈V

xvn−1+
n−2

∑
k=1

πW
k wk−wn−1+wn≤ 0

dondeπW
k = 0 para todo 1≤ k≤ n−2 tal quek 6= j, y πW

j =−2. SeaF ′ la cara definida por esta desigualdad
y F = {(x,w) ∈ ECP : λ Xx+λWw= λ0} una cara tal queF ′ ⊂ F. Consideremos la combinación lineal del
sistema minimal y la desigualdad 2-rango. Seanαv los coeficientes asociados a las igualdades (5.1) para
v∈V, βk los asociados a (5.2) parak∈ {1, . . . ,χeq}, γk los asociados a (5.3) parak∈S , δ el asociado a (5.4)
y π el asociado a la desigualdad 2-rango. De esta combinación lineal se pueden despejar los coeficientes
de la siguiente manera:π = −λW

n−1, βk = λW
k + πW

k λW
n−1 para todo 1≤ k ≤ χeq, δ = −λW

n−1− λW
n , αv =

λ X
vn+λW

n−1+λW
n para todov∈V y γk = ∑k

t=θ (k)+1(λ
W
t +πW

t λW
n−1) para todok∈S , dondeθ(k) = máx{i ∈

Z : i ≤ k, i /∈S } (i.e. θ(k) /∈S peroθ(k)+1,θ(k)+2, . . . ,k ∈S ), dando lugar al siguiente sistema de
ecuaciones:

(a) λ X
v j = λ X

vn+λW
n , ∀ v∈ S.

(b) λ X
vn−1 = λ X

vn+λW
n , ∀ v∈V.

(c) λ X
vk = λ X

vn−1+λW
n−1, ∀ v∈V, k∈ {1, . . . ,n−2}\{ j}.
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(d) λ X
v j = λ X

vn−1+λW
n−1, ∀ v∈V\S.

(e) ∑k
t=θ (k−1)+1

(

λW
t +πW

t λW
n−1

)

= 0, ∀ k∈ {χeq+1, . . . ,n−2}\S .

A continuación presentamos pares de coloreos equitativos deF ′ que nos permiten probar la validez de cada
ecuación del sistema anterior.

(a) Seans,s′ ∈ Svértices no adyacentes.
Casov= s. Seac1 un (n−1)-eqcol tal quec1(s) = c1(s′) = j y c2 = intro(c1,s). Es inmediato que
λ X

s j = λ X
sn+λW

n .
Casov 6= s. Seac1 un n-eqcol tal quec1(v) = j, c1(s) = n y c2 = swapj,n(c1). Entoncesλ X

v j +λ X
sn=

λ X
vn+λ X

s j y, dado queλ X
s j = λ X

sn+λW
n , obtenemosλ X

v j = λ X
vn+λW

n .

(b) Casov /∈ S. Por la hipótesis (ii), existe un conjunto estable{v,s,s′} en G con vérticess,s′ ∈ S. Sea
entoncesc1 un (n−1)-eqcol tal quec1(v) = c1(s) = n−1, c1(s′) = j y c2 = intro(c1,v). Por lo tanto,
λ X

vn−1 = λ X
vn+λW

n .
Casov ∈ S y |S| = 2. EntoncesS= {v,v′} para algúnv′ y, por la hipótesis (ii), existe un conjunto
estable{u,v,v′}. Sea entoncesc1 un (n− 1)-eqcol tal quec1(u) = c1(v) = n− 1, c1(v′) = j y c2 =
intro(c1,v). Por lo tanto,λ X

vn−1 = λ X
vn+λW

n .
Casov∈ Sy |S| ≥ 3. Seans,s′ ∈ Svértices no adyacentes. Consideremosc1 un (n−1)-eqcol tal que
c1(s) = c1(s′) = n−1 y otro vértice deSes pintado con el colorj, y seac2 = intro(c1,s). Entonces,
λ X

sn−1 = λ X
sn+ λW

n probando así la ecuacion para el casov = s. Si en cambiov 6= s, consideremos
c1 un n-eqcol tal quec1(v) = n− 1, c1(s) = n y otro vértice deS es pintado con el colorj, y sea
c2 = swapn,n−1(c1). Es inmediato queλ X

vn−1+λ X
sn= λ X

vn+λ X
sn−1. Pero, dado queλ X

sn−1 = λ X
sn+λW

n ,
obtenemosλ X

vn−1 = λ X
vn+λW

n .

(c) SeanH y M el conjunto estable y el matching dados por hipótesis (i). Seans,s′ ∈ S los extremos de
alguna arista deM y seanu,u′ ∈ H.
Casov= u. Seac1 un (n−2)-eqcol ta quec1(u) = c1(u′) = k, c1(s) = c1(s′) = j y c2 = intro(c1,u).
Concluimos queλ X

uk = λ X
un−1+λW

n−1.
Casov 6= u. Seac1 unn-eqcol tal quec1(u) = k, c1(v) = n−1 y un vértices deSes coloreado conj, y
seac2 = swapk,n−1(c1). Entoncesλ X

uk+λ X
vn−1 = λ X

un−1+λ X
vk. Dado queλ X

uk = λ X
un−1+λW

n−1, tenemos
λ X

vk = λ X
vn−1+λW

n−1.

(d) SeanHv = {v,s,s′}, H ′v (en caso de quen sea par) yMv los conjuntos estables y el matching dados por
hipótesis (ii), y seanH, H ′ (en caso de quen sea par) yM los conjuntos estables y el matching dados
por hipótesis (i). Seac1 un (dn/2e− 1)-eqcol tal que la clase de colorj esHv y las clases de color
restantes sonH ′v (en caso de quen sea par) y los extremos de las aristas deMv. Ahora sea ˆs, ŝ′ ∈ S
los extremos de alguna arista deM y c2 un (dn/2e−1)-eqcol tal que la clase de colorj es{ŝ, ŝ′} y
las clases de color restantes sonH, H ′ (en caso de quen sea par) y los extremos de las aristas deM
excepto(ŝ, ŝ′). Estos coloreos implican

λ X
v j +λ X

s j+λ X
s′ j + ∑

w∈V\{v,s,s′}

λ X
wc1(w) = λ X

ŝ j +λ X
ŝ′ j + ∑

w∈V\{ŝ,ŝ′}

λ X
wc2(w).

Al aplicar las condiciones (a)-(c), la última ecuación se vuelve

λ X
v j + ∑

w∈V\{v}

λ X
wn+(n−3)λW

n−1+(n−1)λW
n = ∑

w∈V

λ X
wn+(n−2)λW

n−1+nλW
n .

Simplificando obtenemosλ X
v j = λ X

vn−1+λW
n−1.
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(e) Esta condición puede ser verificada conociendo unk-eqcol (x1,w1) y un θ(k− 1)-eqcol (x2,w2)
pertenecientes aF ′: se deben aplicar las condiciones (a)-(d) a la ecuaciónλ Xx1+∑k

t=θ (k−1)+1λW
t =

λ Xx2 como se hizo en la condición (d) del Teorema5.3.3.

Es decir que sólo necesitamos probar que, para cualquierr ∈ {χeq, . . . ,n−2}\S , existe unr-eqcolc
que cae en la caraF ′.
Casor < j. Elegimos unr-eqcol arbitrario deG.
Caso j ≤ r ≤ dn/2e−2. La hipótesis (iii) garantiza la existencia de unr-eqcolc′ donde dos vértices
s,s′ ∈ Ssatisfacenc′(s) = c′(s′). Entoncesc= swapc′(s), j(c

′) es unr-eqcol que cae enF ′.
Casor = dn/2e−1. c puede ser uno de los coloreos dados en la condición (d).
Casor = dn/2e. SeanH, H ′ (en caso de quen sea par) yM los conjuntos estables y el matching dado
por hipótesis (i). Seans,s′ ∈ S los extremos de alguna arista deM y h∈ H, h′ ∈ H ′ (en caso de quen
sea par) vértices no adyacentes.
Si n es impar, las clases de color dec son{h}, H\{h} y los extremos de las aristas deM donde, en
particular,Cj = {s,s′}. Si en cambion es par, las clases de color dec son{h,h′}, H\{h}, H ′\{h′} y
los extremos de las aristas deM donde, en particular,Cj = {s,s′}.
Caser ≥ dn/2e+1. Consideremos eldn/2e-eqcol producido en el caso anterior y seanv1,v2 vértices
que comparten un color distinto dej. Para generar un(dn/2e+ 1)-eqcolc, introducimos un nuevo
color env1, i.e.c= intro(c′,v1) dondec′ es eldn/2e-eqcol. Repitiendo este procedimiento podemos
generar un(dn/2e+2)-eqcol y así sucesivamente.

Demostración del Teorema5.3.9. Seanq,q′ vértices deQ. Estos vértices distinguidos serán usados a lo
largo de la prueba.

La desigualdad(S,Q, j)-2-rango puede ser escrita de la siguiente forma:

∑
v∈S\Q

xv j +2 ∑
v∈Q

xv j +
n−1

∑
k=1

πW
k wk ≤ 0

dondeπW
k = 0 para todo 1≤ k≤ n−1 tal quek 6= j, y πW

j =−2. SeaF ′ la cara definida por esta desigualdad
y F = {(x,w) ∈ ECP : λ Xx+λWw= λ0} una cara tal queF ′ ⊂ F. Consideremos la combinación lineal del
sistema minimal y la desigualdad 2-rango. Seanαv los coeficientes asociados a las igualdades (5.1) para
v∈V, βk los asociados a (5.2) parak∈ {1, . . . ,χeq}, γk los asociados a (5.3) parak∈S , δ el asociado a (5.4)
y π el asociado a la desigualdad 2-rango. De esta combinación lineal se pueden despejar los coeficientes
de la siguiente manera:π = 1

2(λ
X
q j − λ X

qn− λW
n ), δ = −λW

n , βk = λW
k −

1
2πW

k (λ X
q j − λ X

qn− λW
n ) para todo

1≤ k≤ χeq, αv = λ X
vn+λW

n para todov∈V y γk = ∑k
t=θ (k)+1(λ

W
t −

1
2πW

t (λ X
q j−λ X

qn−λW
n )) para todok∈S ,

dondeθ(k) = máx{i ∈ Z : i ≤ k, i /∈S } (i.e. θ(k) /∈S peroθ(k)+1,θ(k)+2, . . . ,k∈S ), dando lugar al
siguiente sistema de ecuaciones:

(a) λ X
v j = λ X

vn+λW
n , ∀ v∈V\S tal queQ\N(v) 6=∅.

(b) λ X
vk = λ X

vn+λW
n , ∀ v∈V, k∈ {1, . . . ,n−1}\{ j}.

(c) λ X
qn+λ X

v j = λ X
q j +λ X

vn, ∀ v∈Q\{q}.

(d) λ X
qn+2λ X

v j = 2λ X
vn+λ X

q j +λW
n , ∀ v∈ S\Q.

(e) λ X
v j = λ X

vn+λW
n , ∀ v∈V\S tal queQ⊂ N(v).

(f) ∑k
t=θ (k−1)+1

(

λW
t −

1
2πW

t (λ X
q j−λ X

qn−λW
n )

)

= 0, ∀ k∈ {χeq+1, . . . ,n−1}\S .
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A continuación presentamos pares de coloreos equitativos deF ′ que nos permiten probar la validez de cada
ecuación del sistema anterior.

(a) Sea ˆq∈Q\N(v) y seac1 un (n−1)-eqcol tal quec1(q̂) = c1(v) = j, y c2 = intro(c1,v). Concluimos
queλ X

v j = λ X
vn+λW

n .

(b) Seans,s′ ∈ S\Q vértices no adyacentes entre sí.
Caso v = s. Seac1 un (n− 1)-eqcol tal quec1(s) = c1(s′) = k, c1(q) = j y seac2 = intro(c1,s).
Entoncesλ X

sk = λ X
sn+λW

n .
Casov 6= s. Seac1 unn-eqcol tal quec1(v) = k y c1(s) = n. En caso de quev= q hacemosc1(q′) = j
y, en caso contrario, hacemosc1(q) = j. Sea ademásc2 = swapk,n(c1). Entoncesλ X

vk+λ X
sn= λ X

vn+λ X
sk.

Pero, en virtud deλ X
sk = λ X

sn+λW
n , concluimos queλ X

vk = λ X
vn+λW

n .

(c) Seac1 un n-eqcol tal quec1(q) = n y c1(v) = j, y seac2 = swapj,n(c1). Por lo tanto,λ X
qn+ λ X

v j =

λ X
q j +λ X

vn.

(d) SeaJ la componente conexa en el complemento deG[S\Q] que contiene el vérticev. Dado que
α(S) = 2, J no contiene triángulos. Por hipótesis (i),J no es bipartita y, por lo tanto, debe existir al
menos un agujero de longitudp impar (en adelante,agujero impar) enJ con p≥ 5.
Ahora, dado un vérticew y un agujero imparC⊂ V de J, definimos ladistancia de w a Ccomo la
mínima distancia entrew y los vértices deC. Sea entoncesd(v) la mínima distancia entrev y todos
los agujeros impares enJ. Probaremos la condición (d) por inducción sobred(v).
Casod(v) = 0. Aquí estamos en el caso en quev pertenece a un agujero impar de tamañop≥ 5 en
J. Seanv1 = v,v2, . . . ,vp ∈ S\Q los vértices de aquel agujero impar, y seank1,k2, . . . ,kp+1 colores
distintos entre sí y distintos dej.
Vamos a denotar con⊕ a la suma de dos enteros módulop. Sea entoncesc1, c2, . . ., cp (n−1)-eqcols
tales que, para cada 1≤ i ≤ p, tenemos queci(vi) = j, ci(vi⊕1) = j, ci(vr) = kr ∀ r ∈ {1, . . . , p}\{i, i⊕
1}, ci(q) = kp+1, y seacp+1 unn-eqcol tal quecp+1(v1)= n, cp+1(vr)= kr ∀ r ∈ {2, . . . , p}, cp+1(q) =
j. Por ejemplo, sip= 5, los colores dev1, . . ., v5 y q serían:

ci con i impar ci con i par
tamaño v1 v2 v3 v4 v5 q tamaño v1 v2 v3 v4 v5 q
n−1 j j k3 k4 k5 k6 n−1 k1 j j k4 k5 k6

n−1 k1 k2 j j k5 k6 n−1 k1 k2 k3 j j k6

n−1 j k2 k3 k4 j k6 n n k2 k3 k4 k5 j

Asumimos que los vértices restantes tienen el mismo color entodos los coloreos propuestos. Luego,

p+1

∑
i=1

i impar

∑
v∈V

λ X
vci (v) =

p+1

∑
i=1
i par

∑
v∈V

λ X
vci(v)+λW

n .

Pero, según la condición (b), obtenemosλ X
qn+2λ X

v j = 2λ X
vn+λ X

q j +λW
n .

Casod(v) ≥ 1. Seav′ ∈ J un vértice adyacente av enJ para el cuald(v′) = d(v)−1. Por hipótesis
inductiva,λ X

qn+2λ X
v′ j = 2λ X

v′n+λ X
q j +λW

n .

Entonces, seac1 un (n− 1)-eqcol tal quec1(v) = c1(v′) = j y c1(q) = k, dondek 6= j. Seac2 un
n-eqcol tal quec2(v) = k, c2(v′) = n, c2(q) = j y c2(i) = c1(i) ∀ i ∈ V\{v,v′,q}. Entonces,λ X

v j +

λ X
v′ j +λ X

qk= λ X
vk+λ X

v′n+λ X
q j+λW

n . Multiplicando esta igualdad por 2, luego sustrayendoλ X
qn+2λ X

v′ j =

2λ X
v′n+λ X

q j +λW
n y finalmente aplicando la condición (b) llegamos aλ X

qn+2λ X
v j = 2λ X

vn+λ X
q j +λW

n .
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(e) Por la hipótesis (ii), podemos establecer un(dn/2e−1)-eqcolc1 tal que la clase de colorj es{v,s,s′}
dondes,s′ ∈ S (como lo hicimos en la condición (d) del Teorema5.3.5). Seac2 = swapj,c1(q)(c

1).
Mediante la aplicación de las condiciones probadas anteriormente obtenemosλ X

v j = λ X
vn+λW

n .

(f) Esta condición puede ser verificada conociendo unk-eqcol (x1,w1) y un θ(k− 1)-eqcol (x2,w2)
pertenecientes aF ′: se deben aplicar las condiciones (a)-(e) a la ecuaciónλ Xx1+∑k

t=θ (k−1)+1λW
t =

λ Xx2 como se hizo en la condición (d) del Teorema5.3.3.
Vale aclarar que cualquierr-eqcolc conr < j pertenece aF ′. Si r ≥ j, swapc(q), j (c) pertenece aF ′.

Demostración del Corolario5.3.10. El Teorema5.3.9manifiesta, entre otras cosas, quej ≤ dn/2e−1 para
que la desigualdad(S,Q, j)-2-rango defina faceta. En realidad esta condición es utilizada por el teorema
únicamente al probar las ecuaciones dadas en el ítem (e), i.e. λ X

v j = λ X
vn+λW

n , para todov∈V\Stal queQ⊂
N(v). Entonces, si todo vérticev∈V\SverificaQ\N(v) 6= ∅, aquellas ecuaciones desaparecen del sistema
de ecuaciones en(λ X,λW), dando lugar a que la desigualdad(S,Q, j)-2-rango defina faceta aún cuando
j > dn/2e−1.

Demostración del Teorema5.4.6. SeaF ′ la cara definida por (5.8) y F = {(x,w) ∈ ECP : λ Xx+λWw= λ0}
una cara tal queF ′ ⊂ F. Consideremos la combinación lineal del sistema minimal y (5.8). Seanαv los
coeficientes asociados a las igualdades (5.1) parav ∈ V, βk los asociados a (5.2) parak ∈ {1, . . . ,χeq}, δ
el asociado a (5.4) y π el asociado a la desigualdad subvecindad. De esta combinación lineal se pueden
despejar primero los coeficientesβk para todo 1≤ k≤ χeq, y luego el resto de los coeficientes de la siguiente
manera:δ = −λW

n , π = λ X
u j − λ X

un− λW
n , αu = γ jSλ X

un+ γ jSλW
n − (γ jS− 1)λ X

u j y αv = λ X
vn+ λW

n para todo
v∈V\{u}. Así obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones que debe ser verificado:

(a) λ X
v j = λ X

vn+λW
n , ∀ v∈V\N[u].

(b) λ X
vk = λ X

vn+λW
n , ∀ v∈V\{u}, k∈ {1, . . . ,n−1}\{ j}.

(c) λ X
v j +λ X

un= λ X
vn+λ X

u j, ∀ v∈ S.

(d) λ X
uk+(γ jS−1)λ X

u j = γ jSλ X
un+ γ jSλW

n , ∀ k∈ {1, . . . , j−1}.

(e) λ X
uk+(γkS−1)λ X

u j = γkSλ X
un+ γkSλW

n , ∀ k∈ { j +1, . . . ,n−1}.

(f) λ X
v j = λ X

vn+λW
n , ∀ v∈ N(u)\S.

(g) λW
k = 0, ∀ k∈ {χeq+1, . . . ,n−1}\{ j}.

(h) Si j ≥ χeq+1 entoncesγ jSλ X
un+ γ jSλW

n = γ jSλ X
u j +λW

j .

A continuación presentamos pares de coloreos equitativos deF ′ que nos permiten probar la validez de cada
ecuación del sistema anterior:

(a) Seac1 un (n− 1)-eqcol tal quec1(u) = c1(v) = j y seac2 = intro(c1,v). Concluimos queλ X
v j =

λ X
vn+λW

n .

(b) Seans,s′ ∈ Sno adyacentes.
Casov= s. Seac1 un(n−1)-eqcol tal quec1(s) = c1(s′) = k, c1(u) = j y seac2 = intro(c1,s). Luego,
λ X

sk = λ X
sn+λW

n .
Casov 6= s. Seac1 unn-eqcol tal quec1(v) = k, c1(s) = n, c1(u) = j y seac2 = swapk,n(c1). Entonces
λ X

vk+λ X
sn= λ X

vn+λ X
sk y, debido a queλ X

sk= λ X
sn+λW

n , concluimos queλ X
vk = λ X

vn+λW
n .
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(c) Seac1 un n-eqcol tal quec1(v) = j, c1(u) = n y seac2 = swapj,n(c1). Por lo tanto,λ X
v j + λ X

un =

λ X
vn+λ X

u j.

(d) Casoγ jS= 2. Seac1 un(n−1)-eqcol tal quec1(s) = c1(s′) = j dondesy s′ son vértices no adyacentes
deS.
Casoγ jS≥ 3. Seac el (d n

γ jS−1e−1)-eqcol dado en la hipótesis (i) yc1 = swapc(u),k(c).

En ambos casos,c1(u) = k. Ahora, seanCj y Ck las clases de colorj y k de c1 respectivamente.
Considerandoc2 = swapj,k(c1) da lugar a la ecuación

λ X
uk+ ∑

v∈Cj

λ X
v j + ∑

v∈Ck\{u}

λ X
vk = λ X

u j + ∑
v∈Cj

λ X
vk+ ∑

v∈Ck\{u}

λ X
v j.

Pero, dado que|Cj ∩S|= γ jS, tenemosCj ⊂ Sy entonces podemos aplicar las condiciones (a)-(c) para
obtenerλ X

uk+(γ jS−1)λ X
u j = γ jSλ X

un+ γ jSλW
n .

(e) Procedemos de la misma forma que en (d) con la excepción deque, para el casoγ jS≥ 3, utilizamos
el (d n

γkS−1e−1)-eqcol que provee la hipótesis (i) en vez del(d n
γ jS−1e−1)-eqcol.

(f) En primer lugar, comov∈ N(u)\SentoncesS$ N(u) y, por hipótesis,α(S)≤ dn/ je−1. Luego, por
hipótesis (ii), existe un coloreoc1 que colorea av y α(S) vértices deScon j pero los vértices restantes
de N(u) no usan j. Seak = c1(u) y seanCj , Ck las clases de colorj y k en c1 respectivamente.
Considerandoc2 = swapj,k(c1) tenemos:

λ X
uk+λ X

v j + ∑
w∈Cj\{v}

λ X
w j + ∑

w∈Ck\{u}

λ X
wk = λ X

u j +λ X
vk+ ∑

w∈Cj\{v}

λ X
wk+ ∑

w∈Ck\{u}

λ X
w j.

En virtud de las condiciones (a)-(e) ya probadas, obtenemosλ X
v j = λ X

vn+λW
n .

(g) Dado queG es monótono, existen unk-eqcolc y un (k−1)-eqcolc′ enG. Definamosc1 = (x1,w1)
comoc si k< j, y swapc(u), j (c) si k≥ j. Análogamente, definamosc2 = (x2,w2) comoc′ si k−1< j,
y swapc′(u), j(c

′) si k−1≥ j. Luego se deben aplicar las condiciones (a)-(f) a la ecuación λ Xx1+λW
k =

λ Xx2 como se hizo en la condición (d) del Teorema5.3.3.

(h) Seac un j-eqcol yc′ un ( j−1)-eqcol. Luego procedemos como en (g).

Demostración del Teorema5.4.16. La desigualdad (5.9) se puede reescribir así:
(⌊

n
j

⌋

−1

)

xu j− ∑
v∈V\N[u]

xv j +
n

∑
k= j+1

(⌊

n
j

⌋

−

⌊

n
k

⌋)

xuk+
n

∑
k= j+1

(⌊

n
k

⌋

−

⌊

n
k−1

⌋)

wk≤ 0.

SeaF ′ la cara definida por esta desigualdad yF = {(x,w) ∈ ECP : λ Xx+ λWw = λ0} una cara tal que
F ′ ⊂ F . Consideremos la combinación lineal del sistema minimal y la desigualdad fuera-vecindad. Seanαv

los coeficientes asociados a las igualdades (5.1) parav∈V, βk los asociados a (5.2) parak∈ {1, . . . ,χeq}, δ
el asociado a (5.4) y π el asociado a la desigualdad fuera-vecindad. De esta combinación lineal se pueden
despejar los coeficientes de la siguiente manera:βk = λW

k para todo 1≤ k≤ χeq, δ =−λW
n , π =−λW

bn/2c+1

y αv = λ X
vn+λW

n para todov∈V. Así obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones que debe ser verificado:

(a) λ X
vk = λ X

vn+λW
n , ∀ v∈V\N[u], k∈ {1, . . . ,n−1}\{ j}

(b) λ X
vk = λ X

vn+λW
n , ∀ v∈N(u), k∈ {1, . . . ,n−1}
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(c) λ X
u j = λ X

un+λW
n ,

(d) λ X
v j = λ X

vn+λW
n +λW

bn/2c+1, ∀ v∈V\N[u]

(e) λ X
uk = λ X

un+λW
n +(bn/ jc−1)λW

bn/2c+1, ∀ k∈ {1, . . . , j−1}

(f) λ X
uk = λ X

un+λW
n +(bn/kc−1)λW

bn/2c+1, ∀ k∈ { j +1, . . . ,n−1}

(g) Si j 6= χeq entoncesλW
k = 0, ∀ k∈ {χeq+1, . . . , j}

(h) λW
k =

(⌊

n
k−1

⌋

−

⌊

n
k

⌋)

λW
bn/2c+1, ∀ k∈ { j +1, . . . ,n−1}\{bn/2c+1

A continuación presentamos pares de coloreos equitativos deF ′ que nos permiten probar la validez de cada
ecuación del sistema anterior:

(a) Por la hipótesis (i) existen vértices ˆv∈V\N[u] y v̂′ ∈V\{u, v̂} no adyacentes entre sí.
Caso v = v̂. Seac1 un (n− 1)-eqcol tal quec1(u) = j, c1(v̂) = c1(v̂′) = k y seac2 = intro(c1, v̂).
Luego,λ X

v̂k = λ X
v̂n+λW

n .
Casov 6= v̂. Seac1 unn-eqcol tal quec1(u) = j, c1(v) = k, c1(v̂) = n y seac2 = swapk,n(c1). Tenemos
queλ X

vk+λ X
v̂n = λ X

vn+λ X
v̂k y, por lo tanto,λ X

vk = λ X
vn+λW

n .

(b) Seanu1,u2 ∈ N(u) vértices no adyacentes entre sí.
Casov = u1. Seac1 un (n− 1)-eqcol tal quec1(u1) = c1(u2) = k. En caso de quek = j pedimos
también quec1(u) = n− 1, si no pedimos quec1(u) = j. Sea tambiénc2 = intro(c1,u1). Entonces,
λ X

u1k = λ X
u1n+λW

n .
Casov 6= u1. Seac1 un n-eqcol tal quec1(v) = k y c1(u1) = n. En caso de quek = j pedimos que
c1(u) = n−1, si no pedimos quec1(u) = j. Sea tambiénc2 = swapk,n(c1). Tenemos queλ X

vk+λ X
u1n =

λ X
vn+λ X

u1k y, por lo tanto,λ X
vk = λ X

vn+λW
n .

(c) Seav∈N(u), c1 unn-eqcol tal quec1(u) = j, c1(v) = n y c2 = swapj,n(c1). En virtud de la condición
(b), i.e.λ X

v j = λ X
vn+λW

n , obtenemosλ X
u j = λ X

un+λW
n .

(d) Cason par. SeaMv el matching dado por hipótesis (iii). Seac1 el bn/2c-eqcol cuyas clases de color
son los extremos deMv yCj = {u,v}. De considerarc2 = intro(c1,v), deducimos queλ X

v j = λ X
vbn/2c+1+

λW
bn/2c+1 = λ X

vn+λW
n +λW

bn/2c+1.

Cason impar . SeaMv y Hv el matching y el conjunto estable dados por hipótesis (iii).Seac1 el bn/2c-
eqcol cuyas clases de color sonHv, los extremos deMv y Cj = {u,v}. Ahora, seaM el matching
dado por hipótesis (ii) yv′ aquel vértice tal que(v,v′) pertenece aM. Consideremosc2 como el
(bn/2c+1)-eqcol cuyas clases de color son los extremos deM\(v,v′), Cj = {u} y Cbn/2c+1 = {v,v

′}.
Así obtenemos

λ X
v j + ∑

i∈V\{u,v}

λ X
ic1(i) = λ X

vbn/2c+1+ ∑
i∈V\{u,v}

λ X
ic2(i)+λW

bn/2c+1.

Luego, aplicando las condiciones (a) y (b) llegamos aλ X
v j = λ X

vn+λW
n +λW

bn/2c+1.

(e) Observemos que sir = bn/bn/ jcc entoncesbn/ jc = bn/rc, j ≤ r ≤ bn/2c y bn
r c > b

n
r+1c. Entonces

por hipótesis (iv), existe unr-eqcol c tal que N(u) contiene todos los vértices con colorj. Sea
c1 = swapc(u),k(c) y c2 el r-eqcol que pinta al vérticeu y bn/ jc − 1 vértices deV\N[u] con color
j, también proporcionada por la hipótesis (iv). Aplicando lacondición (c) sobreλ Xx1 = λ Xx2, llega-
mos aλ X

uk+∑v∈V\{u}λ X
vc1(v) = λ X

un+λW
n +∑v∈V\{u}λ X

vc2(v). Luego, aplicando las condiciones (a), (b)

y (d), obtenemosλ X
uk = λ X

un+λW
n +(bn/ jc−1)λW

bn/2c+1.
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(f) Casok≤bn/2c. Procedemos de la misma manera que en (e), salvo que esta vez usamosr = bn/bn/kcc
en vez debn/bn/ jcc.
Casok≥ bn/2c+1. Entonces,bn/kc = 1. Seanv∈ N(u), c1 un n-eqcol tal quec1(u) = k, c1(v) = j
y seac2 = swapk, j (c1). Las condiciones (b) y (c) aplicadas aλ Xx1 = λ Xx2 nos permiten obtener
λ X

uk = λ X
un+λW

n .

(g)-(h) Esta condición puede ser verificada conociendo unk-eqcol(x1,w1) y un (k− 1)-eqcol (x2,w2) que
caigan enF ′: se deben aplicar las condiciones (a)-(f) a la ecuaciónλ Xx1+λW

k = λ Xx2 como se hizo
en la condición (d) del Teorema5.3.3.

Es decir que sólo necesitamos probar que, para cualquierr ∈ {χeq, . . . ,n−1}, existe unr-eqcolc que
cae en la caraF ′.
Casor < j. La existencia dec es garantizada por la monotonicidad deG.
Caso j ≤ r ≤ bn/2c. La existencia dec es garantizada por la hipótesis (iv).
Casor = bn/2c+1. c puede ser el(bn/2c+1)-eqcol producido en el ítem (d).
Casobn/2c+2≤ r ≤ n−1. Consideremos el(bn/2c+1)-eqcol del caso anterior y seanv1,v2 vértices
que comparten un color distinto dej. Para generar un(bn/2c+ 2)-eqcolc, introducimos un nuevo
color env1, i.e. c = intro(c′,v1) dondec′ es el(bn/2c+ 1)-eqcol. Repitiendo este procedimiento
podemos generar un(bn/2c+3)-eqcol y así sucesivamente.

Demostración del Teorema5.4.23. SeaF ′ la cara deECP definida por (5.13) y F = {(x,w) ∈ ECP : λ Xx+
λWw= λ0} una cara tal queF ′ ⊂ F. Consideremos la combinación lineal del sistema minimal y la desigual-
dad clique-vecindad. Seanαv los coeficientes asociados a las igualdades (5.1) parav∈V, βr los asociados
a (5.2) parar ∈ {1, . . . ,χeq}, δ el asociado a (5.4) y π el asociado a la desigualdad clique-vecindad. De esta
combinación lineal se puede despejarπ =−λW

n−1 y luego el resto de los coeficientesαv, βr y δ , obteniéndose
el siguiente sistema de ecuaciones:

(a) λ X
u j = λ X

un+λW
n .

(b) λ X
vn−1 = λ X

vn+λW
n , ∀ v∈V.

(c) λ X
vr = λ X

vn−1+λW
n−1, ∀ v∈V\{u}, r ∈ {1, . . . ,n−2}\{ j}.

(d) λ X
v j = λ X

vn+λW
n , ∀ v∈ N(u)∪Q.

(e) λ X
v j = λ X

vn−1+λW
n−1, ∀ v∈V\(N[u]∪Q).

(f) λ X
ur = λ X

un+(k−1)λW
n−1+λW

n , ∀ r ∈ {1, . . . ,d n
k−1e−1}\{ j}.

(g) λ X
ur = λ X

un+(dn/re−1)λW
n−1+λW

n , ∀ r ∈ {d n
k−1e, . . . ,n−2}.

(h) λW
r = (bur−bur−1)λW

n−1, ∀ r ∈ {χeq+1, . . . ,n−2}, donde

bur =











0, si r < j

mı́n{dn/re,α(N(u))+1}, si j ≤ r ≤ dn/ke−1

k, si dn/ke ≤ r ≤ n−2

A continuación presentamos pares de coloreos equitativos deF ′ que nos permiten probar la validez de cada
ecuación del sistema anterior:
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(a) Seaq∈Q, c1 un(n−1)-eqcol tal quec1(u) = c1(q) = j y c2 = intro(c1,u). Entonces,λ X
u j = λ X

un+λW
n .

(b) Casov= u. Seaq∈Q, w∈N(u)∪Q\{q}, c1 un(n−1)-eqcol tal quec1(u) = c1(q) = n−1,c1(w) = j
y c2 = intro(c1,u). Entonces,λ X

un−1 = λ X
un+λW

n .
Para los casos restantes, seanv1,v2 ∈ N(u) vértices no adyacentes.
Casov= v1. Seac1 un (n−1)-eqcol tal quec1(v1) = c1(v2) = n−1, c1(u) = j y c2 = intro(c1,v1).
Concluimos queλ X

v1n−1 = λ X
v1n+λW

n .
Casov∈V\{u,v1}. Seac1 unn-eqcol tal quec1(u)= j, c1(v)= n−1,c1(v1)= ny c2 = swapn−1,n(c1).
Entoncesλ X

vn−1+λ X
v1n = λ X

vn+λ X
v1n−1 y, dado queλ X

v1n−1 = λ X
v1n+λW

n , obtenemosλ X
vn−1 = λ X

vn+λW
n .

(c) Seaq∈Q, y seanv1,v2 ∈ N(u) vértices no adyacentes.
Casov= v1. Seac1 un(n−2)-eqcol tal quec1(v1)= c1(v2)= r, c1(u) = c1(q) = j y c2 = intro(c1,v1).
Por lo tanto,λ X

v1r = λ X
v1n−1+λW

n−1.
Casov 6= v1. Seac1 un n-eqcol tal quec1(u) = j, c1(v) = r, c1(v1) = n− 1 y c2 = swapr,n−1(c1).
Tenemos queλ X

vr +λ X
v1n−1 = λ X

vn−1+λ X
v1r y, dado queλ X

v1r = λ X
v1n−1+λW

n−1, obtenemosλ X
vr = λ X

vn−1+
λW

n−1.

(d) Seaq∈Q.
Caso v = q. Seac1 un (n− 1)-eqcol tal quec1(u) = c1(q) = j y c2 = intro(c1,q). Luego,λ X

q j =

λ X
qn+λW

n .
Casov 6= q. Seac1 unn-eqcol tal quec1(u) = n−1, c1(q) = n, c1(v) = j y c2 = swapj,n(c1). Tenemos
entonces queλ X

v j +λ X
qn = λ X

vn+λ X
q j y, dado queλ X

q j = λ X
qn+λW

n , obtenemosλ X
v j = λ X

vn+λW
n .

(e) La hipótesis (i) nos asegura que existe un coloreo equitativo c1 tal que la clase de colorj es{u,v,q1}
y existe otro coloreo equitativoc2 (con la misma cantidad de colores) tal que la clase de colorj es
{u,q2}, dondeq1,q2 ∈Q. Tenemos entonces

∑
w∈V\{u,v,q1}

λ X
wc1(w)+λ X

q1 j +λ X
v j = ∑

w∈V\{u,v,q2}

λ X
wc2(w)+λ X

q2 j +λ X
vc2(v)

y, por las condiciones (b)-(d), podemos derivarλ X
v j = λ X

vc2(v) = λ X
vn+λW

n−1.

(f) Seat = d n
k−1e−1. Es claro quemax{ j,χeq} ≤ t ≤ n−3 y dn

t e > d
n

t+1e. Por hipótesis (ii), existe un
t-eqcolc cuya clase de colorCj satisfaceCj ⊂ N(u) y |Cj | = dn/te, y ademásu y un vértice deQ
usan el colort. Seac1 = swapj,t(c) y c2 = swapr,t(c) (puesto quet ≥ j y t ≥ r, ambos coloreos están
bien definidos). Entonces,c1(u) = j y c2(u) = r. Aplicando las condiciones probadas anteriormente
a λ Xx1 = λ Xx2 (dondex1 y x2 son los vectores binariosx que representan ac1 y c2 respectivamente)
nos permite derivarλ X

ur = λ X
un+(k−1)λW

n−1+λW
n .

(g) Casor ≤ dn
2e−1. Procedemos como en (f), pero usandot = d n

dn/re−1e−1 en vez ded n
k−1e−1.

Caso r ≥ dn
2e. Seaq ∈ Q, y seanv1,v2 ∈ N(u) vértices no adyacentes. Consideremos el(n− 2)-

eqcolc1 tal quec1(v1) = c1(v2) = r, c1(u) = c1(q) = j y c2 = swapj,r(c1). Aplicando las condiciones
probadas anteriormente aλ Xx1 = λ Xx2 (dondex1 y x2 son los vectores binariosx que representan a
c1 y c2 respectivamente) nos permite derivarλ X

ur = λ X
un+λW

n−1+λW
n .

(h) Esta condición puede ser verificada conociendo unr-eqcol (x1,w1) y un (r − 1)-eqcol (x2,w2) que
caigan enF ′: se deben aplicar las condiciones (a)-(g) a la ecuaciónλ Xx1+λW

r = λ Xx2 como se hizo
en la condición (d) del Teorema5.3.3.

Es decir que sólo necesitamos probar que, para cualquiert ∈ {χeq, . . . ,n−2}, existe unt-eqcolc que
cae en la caraF ′.
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Casot < j. La existencia dec es garantizada por la monotonicidad deG.
Caso j ≤ t ≤ n−3. La existencia dec es garantizada por hipótesis (ii).
Casot = n−2. c puede ser el(n−2)-eqcol dado en el ítem (c).

Demostración del Teorema5.4.30. Observemos que|J| ≥ 1. En particular, si|J| = 1 sólo puede serJ =
{n− 1} y, según la Observación5.4.28.1, define faceta deECP . Por eso, de ahora en más asumimos que
|J| ≥ 2.
Definamosp= n−|M| y consideremosF ′ la cara deECP definida por la desigualdadJ-color yF = {(x,w)∈
ECP : λ Xx+λWw= λ0} una cara tal queF ′ ⊂ F . Consideremos la combinación lineal del sistema minimal
y la desigualdadJ-color. Seanαv los coeficientes asociados a las igualdades (5.1) parav∈V, βk los asociados
a (5.2) parak ∈ {1, . . . ,χeq}, γk los asociados a (5.3) parak ∈S , δ el asociado a (5.4) y π el asociado a
la desigualdadJ-color. Dado que el coeficiente que acompaña awp+1 en la desigualdad esbJp−bJp+1 = r,
de la combinación lineal se puede despejarπ = −1

r λW
p+1, y luegoδ , βk, αv y γk como se hizo en ocasiones

anteriores. Seaθ(k) = máx{i ∈ Z : i ≤ k, i /∈ S } (i.e. θ(k) /∈ S pero θ(k) + 1,θ(k) + 2, . . . ,k ∈ S ).
Entonces obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

(a) λ X
v j = λ X

vn+λW
n , ∀ v∈V, j ∈ J.

(b) λ X
v j = λ X

vn+λW
n + 1

r λW
p+1, ∀ v∈V, j ∈ {1, . . . ,n−1}\J.

(c) ∑k
t=θ (k−1)+1λW

t = (bJk−bJθ (k−1))
1
r λW

p+1, ∀ k∈ {χeq+1, . . . ,n−1}\(S ∪{p+1}).

A continuación presentamos pares de coloreos equitativos deF ′ que nos permiten probar la validez de cada
ecuación del sistema anterior:

(a) Seav′ un vértice no adyacente av (recordemos queG no tiene vértices universales) y seac1 un
(n−1)-eqcol tal quec1(v) = c1(v′) = j y c2 = intro(c1,v). Concluimos queλ X

v j = λ X
vn+λW

n .

(b) Dado quej /∈ J, entonces sólo puede serj ≤ p así que unp-coloreo tiene una clase de colorj. Sea
{(u1,u′1),(u2,u′2), . . . ,(u|M|,u

′
|M|)} el matchingM del complemento deG y T = J\{p+1, . . . ,n−1}.

Dado que{p+1, . . . ,n−1} ⊂ J y |J|= 2|M|− r−1, entonces|T|= |J|− (n− p−1) = |M|− r. Más
aún,T 6=∅.
Para probarλ X

v j = λ X
vn+λW

n + 1
r λW

p+1, consideramos tres casos:
Casov= u1 y r = 1. SeaT = {t1, t2, . . . , t|M|−1}, c1 un p-eqcol tal quec1(ui+1) = c1(u′i+1) = ti para
1≤ i ≤ |M|−1, c1(u1) = c1(u′1) = j y c2 = intro(c1,u1). Por lo tanto,λ X

u1 j = λ X
u1p+1+λW

p+1. Puesto
que la condición (a) dice queλ X

u1p+1 = λ X
u1n+λW

n , concluimos queλ X
u1 j = λ X

u1n+λW
n +λW

p+1.

Casov= u1 y r = 2. Dado que|M| ≤ bn−1
2 c, tenemos|{1, . . . , p}\T| = p−|M|+2≥ 3 y entonces

podemos asegurar que existen diferentes coloresk, l ∈ {1, . . . , p}\(T∪{ j}). Además, existe un vértice
w∈V\{u1,u′1, . . . ,u|M|,u

′
|M|} por queM no es un matching perfecto.

Ahora vamos a proponer pares de coloreos equitativos en donde cada par deriva una igualdad. Sea
T = {t1, t2, . . . , t|M|−2} y c1, c2 coloreos equitativos tales quec1(ui+2) = c1(u′i+2) = ti para 1≤ i ≤
|M|−2, c2(i) = c1(i) parai ∈V\{u1,u′1,u2,u′2,w} y los colores de los vérticesu1, u′1, u2, u′2 y w son:

c1 c2

tamaño u1 u′1 u2 u′2 w tamaño u1 u′1 u2 u′2 w
p j j k k l p+1 p+1 p+1 k j l
p l l j j k p l l k k j
n j p+1 l k n n p+1 j l k n
n l p+1 k n j n l p+1 j n k
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Cada combinación nos da una igualdad diferente de la formaλ Xx1+λWw1 = λ Xx2+λWw2:

1. λ X
u1 j +λ X

u′1 j +λ X
u′2k = λ X

u1p+1+λ X
u′1p+1+λ X

u′2 j +λW
p+1

2. λ X
u2 j +λ X

u′2 j +λ X
wk = λ X

u2k+λ X
u′2k+λ X

w j

3. λ X
u1 j +λ X

u′1p+1 = λ X
u1p+1+λ X

u′1 j

4. λ X
u2k+λ X

w j = λ X
u2 j +λ X

wk

La adición de estas igualdades resulta 2λ X
u1 j = 2λ X

u1p+1+λW
p+1. Puesto que la condición (a) afirma que

λ X
u1p+1 = λ X

u1n+λW
n , concluimos que 2λ X

u1 j = 2λ X
u1n+2λW

n +λW
p+1.

Casov 6= u1. Seac1 un n-eqcol tal quec1(v) = j, c1(u1) = n y c2 = swapj,n(c1). Las condiciones
probadas recientemente aplicadas aλ Xx1 = λ Xx2 nos permite obtenerλ X

v j = λ X
vn+λW

n + 1
r λW

p+1.

(c) Sean(x1,w1) y (x2,w2) un k-eqcol yθ(k−1)-eqcol arbitrarios deG respectivamente. Si cualquiera
de ellos no pertenece aF ′, siempre es posible intercambiar sus clases de color para que sí pertenezca.
Por lo tanto,λ Xx1+∑k

t=θ (k−1)+1λW
t = λ Xx2. En virtud de las condiciones (a) y (b), y siguiendo pasos

análogos a los de la prueba de (d) en5.3.3, obtenemos∑k
t=θ (k−1)+1λW

t = (bJk−bJθ (k−1))
1
r λW

p+1.

Demostración del Teorema5.4.33. Las hipótesis (i) y (ii) nos aseguran que existen vérticesu1,u2,u3,u4 ∈ S
y u5,u6 ∈V\S tales queG no tiene las aristas(u1,u2), (u3,u4) y (u5,u6). Estos vértices distinguidos serán
empleados a lo largo de la prueba.

SeaF ′ la cara definida por esta desigualdad yF = {(x,w) ∈ ECP : λ Xx+ λWw = λ0} una cara tal
queF ′ ⊂ F. Consideremos la combinación lineal del sistema minimal y la desigualdad(S,J)-color. Seanαv

los coeficientes asociados a las igualdades (5.1) parav∈V, βk los asociados a (5.2) parak ∈ {1, . . . ,χeq},
γk los asociados a (5.3) parak ∈ S , δ el asociado a (5.4) y π el asociado a la desigualdad(S,J)-color.
De la combinación lineal se puede despejarπ = −λW

n−1, y luegoδ , βk, αv y γk como se hizo en ocasiones
anteriores. Seaθ(k) = máx{i ∈ Z : i ≤ k, i /∈ S } (i.e. θ(k) /∈ S pero θ(k) + 1,θ(k) + 2, . . . ,k ∈ S ).
Entonces obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

(a) λ X
v j = λ X

vn+λW
n , ∀ v∈V, j ∈ {1, . . . ,n−2}, (v, j) ∈ S×J.

(b) λ X
vn−1 = λ X

vn+λW
n , ∀ v∈V.

(c) λ X
v j = λ X

vn+λW
n +λW

n−1, ∀ v∈V, j ∈ {1, . . . ,n−2}\J.

(d) λ X
v j = λ X

vn+λW
n +λW

n−1, ∀ v∈V\S, j ∈ J.

(e) ∑k
t=θ (k−1)+1λW

t =
(

bSJk−bSJθ (k−1)
)

λW
n−1, ∀ k∈ {χeq+1, . . .n−2}\S .

A continuación presentamos pares de coloreos equitativos deF ′ que nos permiten probar la validez de cada
ecuación del sistema anterior:

(a) Casov= u1. Seac1 un (n−1)-eqcol tal quec1(u1) = c1(u2) = j y todos los colores deJ son usados
por vértices deS, y seac2 = intro(c1,u1). Así obtenemosλ X

u1 j = λ X
u1n+λW

n .
Casov∈ S\{u1}. Seac1 un n-eqcol tal quec1(v) = j, c1(u1) = n y todos los colores deJ son usa-
dos por vértices deS, y seac2 = swapj,n(c1). Así obtenemosλ X

v j + λ X
u1n = λ X

vn+ λ X
u1 j . Aplicando la

condición recientemente probadaλ X
u1 j = λ X

u1n+λW
n concluimos queλ X

v j = λ X
vn+λW

n .
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(b) Casov = u5. Seac1 un (n− 1)-eqcol tal quec1(u5) = c1(u6) = n− 1 y todos los colores deJ son
usados por vértices deS, y seac2 = intro(c1,u5). Así obtenemosλ X

u5n−1 = λ X
u5n+λW

n .
Casov∈V\{u5}. Seac1 unn-eqcol tal quec1(v) = n−1, c1(u5) = n y todos los colores deJ son usa-
dos por vértices deS, y seac2 = swapn−1,n(c1). Así obtenemosλ X

vn−1+λ X
u5n = λ X

vn+λ X
u5n−1. Aplicando

la condición recientemente probadaλ X
u5n−1 = λ X

u5n+λW
n concluimos queλ X

vn−1 = λ X
vn+λW

n .

(c) Casov = u5. Seac1 un (n− 2)-eqcol tal quec1(u5) = c1(u6) = j, c1(u1) = c1(u2) ∈ J y todos los
colores deJ son usados por vértices deS, y seac2 = intro(c1,u5). Así obtenemosλ X

u5 j = λ X
u5n−1+λW

n−1.
Pero debido a queλ X

u5n−1 = λ X
u5n+λW

n podemos concluir queλ X
u5 j = λ X

u5n+λW
n +λW

n−1.
Caso v ∈ V\{u5}. Seac1 un n-eqcol tal quec1(v) = j, c1(u5) = n y todos los colores deJ son
usados por vértices deS, y seac2 = swapj,n(c1). Así obtenemosλ X

v j +λ X
u5n = λ X

vn+λ X
u5 j . Aplicando la

condición recientemente probadaλ X
u5 j = λ X

u5n+λW
n +λW

n−1 concluimos queλ X
v j = λ X

vn+λW
n +λW

n−1.

(d) Observemos queS tiene al menos 4 vértices así que|J| ≥ 3. Entonces podemos asumir que existen 2
coloresk, l ∈ J diferentes dej. Seac1 un(n−2)-eqcol tal quec1(v) = j, c1(u1) = c1(u2) = k, c1(u3) =
c1(u4)= l , todos los colores deJ\{ j} son usados por vértices deS, y seac2 = swapj,n−1(intro(c1,u1)).
Entoncesc2 es un(n−1)-eqcol que satisfacec2(v) = n−1 y c2(u1) = j. Luego,λ X

v j +λ X
u1k = λ X

vn−1+

λ X
u1 j +λW

n−1 y, en virtud deλ X
vn−1 = λ X

vn+λW
n y λ X

u1k = λ X
u1n+λW

n = λ X
u1 j , obtenemosλ X

v j = λ X
vn+λW

n +

λW
n−1.

(e) Esta condición puede ser verificada conociendo unk-eqcol (x1,w1) y un θ(k− 1)-eqcol (x2,w2)
pertenecientes aF ′: se deben aplicar las condiciones (a)-(d) a la ecuaciónλ Xx1+∑k

t=θ (k−1)+1λW
t =

λ Xx2 como se hizo en la condición (d) del Teorema5.3.3.

Es decir que sólo necesitamos probar que, para cualquierr ∈ {χeq, . . . ,n−2}\S , existe unr-eqcolc
que cae en la caraF ′.
Casor ≤ n−3. La hipótesis (iii) garantiza la existencia de tal coloreo.
Casor = n−2. c puede ser el coloreo dado en la condición (c).

Demostración del Corolario5.4.34. El teorema5.4.33requiere, entre otras cosas, que el complemento de
G[S] tenga un matching de tamaño 2. Si esta hipótesis no se cumple entonces la condición (d) del teorema,
i.e.

λ X
v j = λ X

vn+λW
n +λW

n−1, ∀ v∈V\S, j ∈ J

puede probarse como sigue:
Dado quev no es universal enG[(S∪{v})\{u1,u2}], existe un vérticeu∈ S\{u1,u2} no adyacente av. Sea
c1 un (n−2)-eqcol tal quec1(v) = c1(u) = j, c1(u1) = c1(u2) ∈ J\{ j} y todos los colores deJ son usados
por vértices deS, y seac2 = intro(c1,v). Por lo tanto,λ X

v j = λ X
vn−1+λW

n−1. Pero la condición (b) del teorema
pruebaλ X

vn−1 = λ X
vn+λW

n así que podemos concluir queλ X
v j = λ X

vn+λW
n +λW

n−1.
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