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Estudio poliedral y algoritmo Branch-and-Cut para el Problema de Coloreo Equitativo en Grafos

Resumen

Los problemas de coloreo de grafos constituyen una fangligrdblemas de una gran relevancia tanto
tedrica como practica. Todos ellos son variaciones dellgnad del coloreo clasico, cuyo estudio se inicié
en el Siglo XIX. El origen de estas variaciones radica en és$ricciones adicionales que imponen las
aplicaciones a problemas de la vida real. En esta tesis aosien particular dProblema de Coloreo
Equitativo en Grafos

Como muchos problemas de Optimizacion Combinatoria, édlEmwa de Coloreo Equitativo es un pro-
blema NP-dificil. Los algoritmos Branch-and-Cut basado®leestudio poliedral de una formulacion del
problema como programa lineal entero, son la herramientaafektiva que se conoce para la resolucion
exacta de problemas NP-dificiles.

En esta tesis se propone un modelo de programacién lineabgpara el Problema del Coloreo Equi-
tativo y se estudia el poliedro asociado. Se derivan vagiadifis de desigualdades validas y se prueba que
siempre definen caras de alta dimension, lo cual es un busadiwd para la utilizacion de las mismas como
planos de corte. Finalmente, se desarrolla e implementégoriteno Branch-and-Cut para el Problema de
Coloreo Equitativo que resulta altamente competitivo asralgoritmos exactos conocidos.
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Coloreo Equitativo de Grafos
Programacion Lineal Entera
Poliedros
Planos de Corte






A polyhedral study and a Branch-and-Cut Algorithm for the Eq uitable Graph Coloring Problem

Abstract

The graph coloring problems constitute a family of problerhgreat theoretical and practical relevance.
All of them are variations of the classical coloring problemhose study began in the nineteenth century.
The origin of these variations arises from the additionalrietions imposed by applications to real life
problems. In particular, this thesis deals with Bguitable Graph Coloring Problem

Like many combinatorial optimization problems, the EdpigaColoring Problem is NP-hard. It is
known that Branch-and-Cut algorithms based on the poliatindy of a formulation of the problem as an
integer linear program, are the most effective tool for sg\NP-hard problems.

This thesis proposes a linear integer programming modeh&Equitable Coloring Problem and stud-
ies the polytope associated to that model. Several fanilieslid inequalities that define faces of high
dimension are derived in order to use them later as cuttiaggs. Finally, a Branch-and-Cut algorithm for
the Equitable Coloring Problem that is highly competitigaimst known exact algorithms is developed.

Keywords: Branch-and-Cut
Equitable Graph Coloring
Integer Linear Programming
Polyhedra
Cutting Plane
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Problemas de coloreo en grafos

Varios autores coinciden en indicar como el primer traba&joldoria de Grafos el documento sobre
los 7 puentes de Konigsberg, publicado en 1736 por Leonhalet B4]. Sin embargo, no fue hasta 1878
gue James Joseph Sylvester, en un articulo publicado evidtatdature[73], acufia el términgrafo para
denomimar a estas estructuras definidas por un nimero fanitértdcesy una familia de pares de vértices,
denominadosiristas Hoy en dia, los grafos permiten modelar muchos y muy diggosoblemas de interés
practico, incluyendo la dinamica de procesos en sistersi@®$i bioldgicos y sociales.

Uno de los problemas mas famosos y conocidos de la Teoriaafes@s el Problema de los Cuatro
Colores: Es cierto que 4 colores son suficientes para pintar las reggae cualquier mapa dibujado sobre
un plano y de manera que dos regiones con una frontera conmgianediferentes color@sEsta pregunta
fue formulada por Francis Guthrie en 1852 cuando intentalmaear el mapa de los condados de Inglaterra.

Si se construye un grafo con un vértice por cada region agalgruna arista entre cada par de vértices
correspondientes a regiones linderas, el problema seeedpreguntarse si es posible colorear con cuatro
colores los vértices de este grafo, con la restriccion delqa&értices unidos por una arista no compartan el
mismo color. Los grafos asi obtenidos resultan segtafos planarey el Problema de los Cuatro Colores
plantea determinar si todo grafo planar puede ser coloreadld colores.

El problema permanecié sin resolverse hasta 1976 cuandoeeippel y Wolfgang Haken hacen
uso de las nociones desarrolladas por Heesch@ryreducen el problema a chequear ciertas propiedades
sobre 1.936 configuraciones. Esta tarea se realiza corstar@sa de una computadora y permite contestar
afirmativamente a la pregunta origind].[La prueba no fue plenamente aceptada por la comunidatifican
debido a la complejidad de verificar manualmente los redodtale la computadora sobre cada una de las
1.936 configuraciones diferentes. Posteriormente, en, I8V Robertson, Daniel Sanders, Paul Seymour
y Robin Thomas simplifican la prueba a 633 configuracioép [

La extension natural del Problema de los Cuatro Colores psoblema conocido comGoloreo de
Grafos(PCG):¢.cual es la cantidad minima de colores necesaria para catdees vértices de un grafo de
tal manera que vértices conectados por una arista no corapat mismo color?

El PCG es uno de los problemas de Teoria de Grafos de mayoctingabido al gran nimero de
aplicaciones que pueden ser modeladas como instanciassebnso6lo a modo de ejemplo mencionamos
las siguientes: Programacion de Taread,[Asignacion de Frecuenciasd] y Asignacion de Registros
[23]. Una lista més completa de aplicaciones se encuentragn [

El impacto de la resolucién de problemas de la vida real &srae su modelizacion como instancias
del PCG llevé naturalmente a intentar resolver otros proakecuyas soluciones podian también modelarse
como coloreos de un grafo aunque con ciertas restricciotie®raales. Esto ha dado lugar a numerosas
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variantes del PCG como por ejemplest Coloring, en donde cada vértices tiene especificada una lista de
colores admisibles, @-Coloring donde, si los colores se representan con niumeros natuealtiferencia
entre colores asignados a vértices adyacentes no debaquente una lista preestablecid][ En parti-
cular, ciertas aplicaciones del PCG requieeenilibrar la cantidad de vértices pintados con cada color, lo
cual da lugar al concepto deloreos equitativas

1.2. El Problema de Coloreo Equitativo de Grafos

En los problemas de Programacion de Tareas, cada vértiggadeles una tarea a realizar, las aristas
indican ciertas incompatibilidades que impidan que ambasian ser realizadas por el mismo trabajador
(por ejemplo, en el caso en que ambas tareas deban llevaaibe & el mismo horario) y cada color es un
trabajador al cual se le asigna un conjunto de vértices adakd objetivo es contratar la menor cantidad de
trabajadores posibles.

En este problema es natural requerir que la distribucioa darfja laboral sea uniforme. Esta restriccion
adicional deequitatividadda lugar a una variante del PCG llamdeéeblema de Coloreo Equitativo en
Grafos(PCEG), introducida por Meyer en 1973]. Mas precisamente, en el PCEG se requiere que, dados
dos colores cualesquiera, la cantidad de vértices pintamtosada uno de estos colores difiera a lo sumo en
una unidad.

Entre otras aplicaciones del PCEG podemos mencionar:

= Asignacion de aulas a asignaturf®3]. Consideremos una universidad que necesita determirgaréen
aulas se van a impartir ciertas asignaturas. La univergidade tener como politica adicional que el
uso de las aulas sea homogéneo, evitando que algunas deealiei®rioren mas que otras con el paso
del tiempo. Construyamos un grafo en donde cada vérticesepta una asignatura y dos vertices
son adyacentes cuando las asignaturas que representaipuneds® impartir simultdneamente en la
misma aula debido a una incompatibilidad horaria. Si reri@énos a las aulas con colores entonces
un coloreo equitativo del grafo indica como debe efectutaisasignacion.

= Recoleccion de residud34, 65]. Supongamos que las rutas de recoleccion de residuos dewna
dad estan previamente establecidas y todas deben sertasl@aruna semana (de lunes a sabado).
Ademas, si dos rutas cubren parcialmente un mismo tramajeden ser recorridas el mismo dia. El
objetivo es que el nimero de rutas que se recorran cada dimlsegeado. Entonces construyamos
un grafo en donde cada vértice represente una ruta y dosegsibn adyacentes cuando las rutas que
representan no se pueden recorrer el mismo dia. Teniendoeetacque cada dia puede ser repre-
sentado con un color, un coloreo equitativo de 6 colorexindn clales dias se debe recorrer cada
ruta.

= Esquemas de distribucién paralela de datos en mem@id En arquitecturas multiprocesadores
(es decir, sistemas que deben correr sobre varios procesagioe acceden paralelamente a varios
mdédulos de memoria), un médulo de memoria puede alojanttistibloques de datos en distintos
momentos de la ejecucion de un programa. Se espera utdiraehor cantidad de mddulos posibles
siempre que, en todo momento, los procesadores que compargehma tengan acceso a los bloques
de datos necesarios. Este concepto es conocido acneso de datos libre de conflictpsnodelado
como un grafo donde los vértices representan bloques de gatos vértices son adyacentes si dos
blogues de datos no pueden almacenarse en el mismo médulerderia. Si representamaos con un
color a cada modulo de memoria, un coloreo equitativo ddbggafnala como deben asignarse los
moédulos de memoria a los bloques de datos de forma tal que pmdazcan conflictos y que la
memoria se utilice uniformemente, a fin de minimizar lazegp en los accesos entre procesadores y
memoria. Esto Ultimo es conocido en la jerga cdmtanceo de carga
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Tambien en§8, 47] pueden encontrarse aplicaciones tedricas del PCEG ergld®Probabilidades.

1.3. Complejidad de la resolucion del PCEG

El PCEG es un problema NP-dificiB§] y, por lo tanto, no se conoce un algoritmo que, para cuaiquie
instancia, encuentre la solucion 6ptima en tiempo poliabntiomo es habitual en esta clase de problemas,
las aplicaciones concretas imponen la necesidad de camtdrecramientas que nos den alguna respuesta en
tiempos viables. Una forma de abordar esta problematiceopsmper algoritmoseuristicogjue encuentren
soluciones relativamente buenas en un tiempo razonahbtespegarantizar la optimalidad de la solucion
hallada.

La otra posibilidad es proponer algoritmesactosgue encuentren una solucion éptima del problema a
sabiendas de que el tiempo requerido para alcanzarla astniauy grande o incluso prohibitivo en algunos
casos. En esta linea, los algoritmos exactos que han dewh@strejor performance son los basados en una
formulacion del problema original como un problemaRegramacion Lineal EntergEn los Ultimos afios,
las técnicas d®ranch-and-Cutque explotan la estructura poliedral del modelo de Programalineal
Entera, han permitido resolver de forma exacta instan@gsablemas NP-dificiles que seria imposible de
lograr con otros medios. El ejemplo mas relevante de la pwtéslad de estas herramientas es la resolucion
de instancias del problema del viajante de comergjoHor ejemplo, el program@oncordedesarrollado
por David Applegate, Robert E. Bixby, VaSek Chvétal y Witlial. Cook resolvié en 2006 una instancia
con 85900 ciudades por optimalida®@].[ También son importantes de mencionar las experiencies lpa
resolucion del problema del maximo conjunto estab# y del PCG p4].

En lo que se refiere al PCEG, hasta donde llega nuestro coeotimsolo se ha propuesto un algoritmo
Branch-and-Cut enl[l, 12]. Sin embargo, sdlo utiliza resultados del estudio poliedralizado enj?] para
el PCG.

1.4. Objetivos de la tesis
El objetivo general de esta tesis es:

implementar un algoritmo competitivo de Ramificacion y E@Rranch-and-Cut) que resuelva el
Problema de Coloreo Equitativo de Grafos

Los objetivos especificos son:

= Proponer diferentes modelos de Programacion Lineal Eptmael PCEG y evaluar empiricamente
la performance de los mismos.

= Estudiar el poliedro asociado al modelo de ProgramaciopdliEntera elegido, con el fin de deter-
minar familias de desigualdades validas que puedan sereadgsd como cortes en el marco de un
algoritmo Branch-and-Cut.

= Disefiar heuristicas para el PCEG que permitan mejorar tas owolucradas en las diferentes etapas
de un algoritmo Branch-and-Cut.

= Implementar un algoritmo Branch-and-Cut para el PCEG qoerpore los resultados derivados de
los objetivos anteriores y comprobar su competitividadtre otros algoritmos ya existentes.



1. Introduccién

La tesis esta organizada de la siguiente manera:

En el Capitulo2 relevamos algunos resultados teoricos del PCEG. En el @agippresentamos una
heuristica para el PCEG y evaluamos la calidad de las sakegiobtenidas por el mismo. En el Capitulo
4 proponemos y analizamos distintos modelos de Programéaai@al Entera para el PCEG. Presentamos
también la estructura general de un algoritmo Branch-aumd-n el Capituldb desarrollamos el estudio
poliedral de uno de los modelos presentados en el CapgitHio el Capituld describimos en profundidad el
algoritmo Branch-and-Cut propuesto para resolver el P@EEG| Capitulo7 ajustamos nuestro algoritmo
mediante la experimentacion computacional y comparamsseho con otros algoritmos Branch-and-Cut
existentes. El Capitul8 esta destinado a conclusiones y lineas de investigaciGrafutelacionadas con
este trabajo. El Capitul®es un compendio de demostraciones de teoremas presentaeldSapitulos.

1.5. Definiciones y notaciones

En esta seccién presentamos las definiciones y notaciaiizad#ts a lo largo de esta tesis.

En este trabajo todos los grafos son simples y los notages(V,E), dondeV = {1,...,n} es el
conjunto de vértices ¥ el conjunto de aristas. $u,v) € E, llamamosextremos de la arista los vértices
uy v,y decimos queiy v son adyacentes. & = &, decimos qués es ungrafo aislado SiE = {(u,v) :
u,v €V, u# v} decimos qués es ungrafo completoDenotamos coi, al grafo completo de vértices.

El complemento de &s el grafo que resulta de invertir la relacion de adyacefeias vértices d&, y
lo denotamos cof. Es decir,G = (V,E) dondeE = {(u,v) ¢ E : u,v €V, u# v}. Claramente, 5 es un
grafo aislado entonces es un grafo completo.

DadoV’ C V, denotamos paB[V'] al grafo cuyo conjunto de vértices¥Sy el conjunto de aristas es el
subconjunto d& cuyos extremos son vértices\dg i.e.GV’'| = (V/,E’) dondeE’ = {(u,v) :u,ve V', u#
v}NE. A G)V'] lo denominamosubgrafo de G inducido porVSiG' es isomorfo a algin subgrafo G
inducido por un subconjunto de vértices, notar@os- G.

Dado S c V, denotamos cois — S al grafo que resulta de borrar los veérticey las aristas cuyos
extremos estan ef i.e.G— S= G[V\S. En el caso en qu8 sea un Unico veérticeS = {u}, escribimos
simplementes — u en vez deG — {u}.

Decimos queS C V es unconjunto estable de Gi G[ es un grafo aislado. Un conjunto estaBles
maximal si para todo vértice € V\S SU {v} no es un conjunto estable. La maxima cardinalidad de un
estable el se denota con (G), también llamad@mimero de estabilidad de.&i Ses un conjunto estable
deG tal que su cardinal es(G) decimos qué es unestable maximadPor simplicidad en la notacion, dado
V' cV acordamos notar cam(V') aa (G[V’]). Decimos qu&/’ esa-maximalsi para todo vértice € V\V’,
a(V'u{v}) >a(V').

Decimos qué&) C V es uneclique de Gsi G[Q] es un grafo completo o, equivalentementey @) = 1.
La maxima cardinalidad de una clique @rse denota con(G). SiQ es una clique cuyo cardinal eG),
diremos qu&) es unacliqgue maximaUnacligue maximaks una cliquer-maximal.

La vecindadde un vérticer es el conjunto de todos los vértices adyacenteg se denota cohl(v). La
vecindad cerradalev es la union entrg y N(v) y se denota coNl|v]. El gradode un vérticer es el cardinal
deN(v) y se denota cod(v). Sid(v) = 0 decimos que esaislado en Gy si (v) = n— 1 decimos que&
esuniversal en GDenotamos co\(G) al grado del vértice con mayor grado @nSi, en particular, todos
los vértices dé&s tienen el mismo gradoentonces decimos qugesr-regular.

Un matchingdeG es un subconjunto de aristas sin extremos en comunv@dndenotamos el maximo
namero de aristas de un matching@e

Seak > 2. Un grafoR es uncamino de longitud ki tienek+ 1 vértices que pueden ser indexados como
{Vo,V1,V2,...,V} de manera qué(vo,v1), {(v1,V2), (V2,V3), ..., (Vk_1,Vk)} €S Su conjunto de aristas. A los
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1. Introduccién

vérticesvp y W se los llamaxtremosle B. Dadosu,v €V, uncamino de G entre u y&s un conjuntd C V
tal queG[P] es un grafo camino cuyos extremos sonv. Ladistanciaentre los vértices y v es la longitud
minima entre todos los caminos @eentreuy v.

Seak > 3. Un grafoCy es unciclo de longitud ksi tienek vértices que pueden ser indexados cdwiQ
Vo, ..., ik} de manera qué(vi,Vvz), (V2,V3), ..., (Vk-1,Vk), (V1,Vk)} €S su conjunto de aristas. ldgujero de
G (de longitudk) es un conjunt& C V tal queGJC] es un grafo ciclo de longitukl

Un grafoG esconexosi, para dos vértices cualesquieta € V, existe un camino entrey venG. Dado
G' = (V/,E') C G, G’ es unacomponente conexa desBG’ es conexo y, para todoc V\V', G[V'U{v}] no
es conexo.

Un grafoG es ungrafo arbolsi es conexo y tiene exactamente 1 aristas.

Un grafoG esbipartito si existe una particion de su conjunto de vértices en dosintog estables de
G.

Denotamos coip, p,....p. al grafo r-partito completpdefinido como el grafo cuyo complemento esta
conformado por componentes complet&s, , Kp,, ..., Kp,.. Para el caso= 2, éste se llamgrafo bipartito
completo

Un coloreo de Ges una asignacioa entre vértices d¥ y nimeros d€/1,...,n}, tal que todo par de
vértices adyacentes reciben distintos niumerosYi(e, V) € E : c(u) # c(v). Al nUmeroc(v) lo llamamos
color de v Si la cardinalidad de la imagen desk, entonces decimos quees unk-coloreo de Gy también
que G admite un k-coloreocEl nimero croméatico de Ge define como el minimk para el cualG admite
un k-coloreo, y se escribg(G). Dado un colore@ y un color j, lamamosclase de color jal conjunto de
vertices que reciben el colgry lo denotamos co@j, i.e.C;j ={veV :c(v) = j}.

Un coloreoc de G es uncoloreo equitativesi la diferencia entre los tamarios de dos clases de color no
vacias es a lo sumo de una unidad, V., j tales queC; # @, C; # @, se verifical|Ci| — |C;|| < 1. Esta
imposicién se llamaestriccion de equidadSi ¢ es unk-coloreo que es equitativo entonces decimosaue
es unk-coloreo equitativpo para abreviar, uk-eqcol El nimero cromatico equitativo de €& define como
el minimok para el cualz admite urk-eqcol, y se escribgeq(G).

Dadox un nimero real|x| es el mayor niUmero entero menor o igual gug [X| es el menor nimero
entero mayor o igual que Seay un nimero real distinto de cero, entonces definimo®d y=Xx—y|X/y|.
De la definicion de coloreo equitativo se deducen facilmigsiguientes propiedades:

Observacion 1.5.1.Sea G un grafo de n vértices, ¢ un k-coloreo de G para alggrk <nyr=nmod k.
Entonces, las siguiente afirmaciones son equivalentes:

= C esunk-eqgcaol,
» toda clase de color no vacia en c tiene tamafigk| o [n/K],
= en c hay r clases de tamafig | + 1y k—r clases de tamafi¢y |,

» silos tamafios de las clases decrecen respecto a los costses|Cj| > |Cj.4| para todol < j <
n— 1, entoncesC;j| = [ para todol < j <k.

Un conjunto de puntost, X2, ..., x¢ € R" esafinmente independiengé el sistema
Zik:]. (J|XI = O,
25(:1 ai =0,

tiene solucidn Gnica; = 0 paratodo K i <k.
SeaP c R". Decimos quéP es unpoliedrosi es el conjunto solucion de un sistema finito de desigual-
dades lineales; esto es, existeg R™"y b € RMtales queP = {x € R": Ax< b}.
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1. Introduccién

Un poliedroP tienedimension lsi el numero maximo de puntos afinmente independientesajugesien
encontrar ef® esk+ 1. La dimension d& se denota codim(P).

SeaP un poliedro yA’x = b’ un sistema de ecuaciones que se verifica paraxadB. Si el rango de la
matrizA’ esn—dim(P) entonce\'x = b’ es unsistema minimal de ecuacionde P. Toda igualdad lineal
satisfecha por tode € P puede obtenerse como combinacion lineal de las ecuaciengssistema minimal
deP.

SeaSun conjunto finito de puntast,x?, ..., x¢ € R". Lacéapsula convexde Sse define como:

K K
conyS) = ax:Yai=10>0 paratodolgigk}.
vS {i; :ya-La

Es sabido queonyS) es un poliedro para todsfinito.

Decimos quernx < 1 es unadesigualdad validgparaP si se satisface para todos P. En tal caso,
F={xeP:mx=rm} es lacara definidapor nx < 1p.

Una desigualdad validax < mp define unacara propia FdeP siF # @y F # P. En tal caso, existen
puntosx;, X, € P tales quern; = 1p y X < 1. De ahora en mas, cuando nos referimos a una caPa de

nos estamos refiriendo a una cara propiddBecimos que una desigualdad valida define facatade P
si define una cark tal quedim(F) = dim(P) — 1.



Capitulo 2

Problema de Coloreo Equitativo: algunos
resultados previos

En este capitulo presentamos algunos resultados gendealaditeratura referentes al PCEG. Se pre-
sentan similitudes y diferencias entre coloreo clasicolgreo equitativo, algunas familias de grafos en
donde el PCEG se puede resolver polinomialmente y finalmesgaltados relativos a cotas del numero
cromatico equitativo.

2.1. Coloreo clasico vs. coloreo equitativo

Es sabido que, cualquiera sea el gr@fcsi G admite urk-coloreo entonces también admite (- 1)-
coloreo. Esto no es valido para los coloreos equitati@8k El ejemplo mas pequefio que viola la propiedad
anterior es el grafo bipartito compleka 3 que puede colorearse equitativamente con 2 colores peromo ¢
3. En la Figure2.1se muestran coloreos equitativos admisibles para

1 23 4 3 53 6
1%2 1%2 1%4 2%5
1 21 21 21 4

Figura 2.1: Coloreos equitativos #8 3

Esto justifica la definicidbn dembral cromatico de @omo el minimdk para el cuaG admite un-eqcol
para todd >k, y se escribe(gq(G).

Otra definicion de la que haremos un uso intensivo en losutapisiguientes es el conjunto de aquellos
k para los cuales el grafo no admite kveqcol:

Definicion 2.1.1. Dado un grafo G, (G) = {k: Xeq(G) < k < n,G no admite un k-eqcl

En el caso de coloreo clasico, el umbral cromatico coindigl®gre con el nimero cromético. Sin em-
bargo, Xeq(Ks3) = 2 mientras queXgy(Ksz) = 4. Ademas,” (K3 3) = {3}.

Los resultados presentados &d][ trabajando con grafos aleatorios distribuidos unifarmeate, indican
que los parametrofeq Y Xaq NO se alejan muchentre si. EI comportamiento asintético de los mismos se
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2. Problema de Coloreo Equitativo: algunos resultados jogv

expresa a través de la siguiente relacion:

X(G) < Xeq(G) < Xeq(G) = (1+0(1)) X (G).

Esta quiere decir que, a medida que el tamafio del grafo aamantoxeq cOMO X¢, tienden a separarse de
X en una distancia constante.

Los grafos para los cuales el nUmero cromatico equitativiace con el umbral cromatico equitativo
(o equivalentemente, los graf@stales ques’(G) = @) se denominamonotonos

Determinar si un graf@ es monotono o explicitas”’(G) son problemas tan dificiles como el propio
PCEG. Sin embargo, existen familias de grafos donde estggepiades son conocidas. Por ejemplo, es
sabido que los grafos arboles/] y los grafos de intervalos2p] son monotonos.

En los grafos bipartitos completos es trivial ver que, patt > 3, Xeq(Kmm) = 2, mientras que en
[58] se prueba qu&m,m admite urk-eqcol si y solo si

m m
w0 |~ <
Luego, Xeq(Kmm) = min{r : [ﬁ} - Lﬁj <1 Vk>r}.

Otra diferencia entre coloreos clasicos y equitativos esféaida a la relacion entre los nUmeros cromati-
cos de un grafo y sus subgrafos.

Sabemos que €' es un subgrafo d& entonces((G') < x(G). De esta manera, el nimero cromatico
de cualquier subgrafo d&nos aporta una cota inferior ¢¢G). Esta propiedad no es valida en los coloreos
equitativos. Por ejemplo, & es el grafo de la figurd.2(a), Xeq(G) = 2 y Sin embargoXeq(G —5) = 3.

3 5 2 1 2
1 1 /11\v
2 4 2 2 2 3
(a) vértices de&s (b) 2-eqcol deG (c) 3-eqcol d&G -5

Figura 2.2: Coloreos equitativos de un grafo y un subgrafo

Otra implicancia negativa de esta propiedad es el hecho @@@uos permite restringirnos a trabajar
con grafos conexos. En efecto,Gies un grafo no conexo con componen@&slondei € {1,...,m}, es
sabido que:

X(G) = mé‘x{X(Gl)7X(GZ)7 ce 7X(Gm)}

Lamentablemente la propiedad anterior no se verificaya(&) como lo muestra el siguiente ejemplo. Sea
G un grafo compuesto de 3 componentes conexas isomoifas &ntonces(eq(K15) = 4 peroxeq(G) = 3.

Sin embargo, los coloreos equitativos de las componentasxas permiten construir coloreos equi-
tativos del grafo en el sentido expresado en el siguientdtae:

Teorema 2.1.2.[79] Sean G, Gy, ..., Gy, las componentes conexas de G. $ia@mite un k-eqcol para
todo i€ {1,...,m}, entonces G también admite un k-eqcol.

Del resultado anterior se desprende también el siguiemtdacio.

Corolario 2.1.3. Xeq(G) < Xaq(G) < Max{Xaq(G1), Xeq(G2), - - -, Xeq(Cm) }-
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2.2.

4 2 3 1
3 2 3 2 1 3 2 1
1 1 2 3
3 2 3 2 1 3 2 1
Figura 2.3: Coloreos equitativos 8gs5y G

Familias de grafos con nimeros cromaticos equitativasnocidos

Si bien resolver el PCEG en grafos arbitrarios es NP-di#gsilsten familias de grafos en donde resulta
sencillo calcular su nimero cromatico equitativo. Unald# estas familias puede ser consultada en el libro
Graph Coloringsde Kubale B3]. A continuacién enumeramos algunas de ellas.

Grafos completos, casi completos y aislado$enemos quieq(G) = nsiy solo siG = K. También,
Xeq(G) =n—1siy solo siw(G) = n— 1. Ademasxeq(G) = 1 si y solo siw(G) = 1.

Ciclos, Complementos de Ciclos y Ruedag33] Es sencillo verificar que para ciclos de longitud par
se satisfacg(eq(Cak) = 2 mientras que para los de longitud impar se satisjagfCox+1) = 3. Para
los complementos de ciclos se verifigg(C,) = [n/2]. SeaW, un grafo den vértices que tiene un
agujero de longituch— 1 y el vértice que no pertenece al agujero es universiie este grafo se
le llamarueday verifica Xeq(Wh) = [252] + 1.

Hipercubos. [33] Un hipercubo Q es un grafo definido recursivamente de la siguiente fofpaaes
un grafo completo de 2 vértices@q se forma a partir unir 2 copias @y_1. SiQ} ; = (VL,E?)
y Q3 ; = (V2,E?) representan cada copia @g_1 entonceRq = (V,E) dondeV =V1UV?y E =
ELUB2U{(V},V?) : vl e V1 v? € V2}. Es simple corroborar quesq(Qq) = 2.

Grafos arboles [57] SeaT un arbol yX eY una particibn en conjuntos estables de sus vértices.
Entonces

2, siIX|=[Y[l <1,

Xeo(T) = méx{3,méx{ [ﬁ[\/]]-)ﬁ-‘ :vev}}, si no.

El calculo dexeq(T) involucra conocer el nimero de estabilidad\deN[v] que se puede obtener
polinomialmente, pues las componentes conexaé\#v| son arboles.

Grafos r-partitos completos [76] SeaKy, p,,...p, un grafor-partito completo com > 1. SiM es el
mayor nimero entero tal qug mod M< [p;/M| para todo I< i <r entonces

r
Pi
K =2 vl
Xea(Kpy,pz....pr) iZjMJrJ

Productos cartesianos de caminos de longitud paf36] Seanp,q nimeros impares y sé@pq =
(V,E) el grafo tal queV = {vjj i e {1,....,p}Aje{l,....a}} YE={(vij,Vit1j) ri€{l,...,p—
BAje{l...,abbu{(vij,vij+1) si €{1,...,p}Aje{1,...,q—1}}. EntoncesKeq(Gpq) = 2.

Grafos con vértices universalesSi G presenta un vértice univeraakntonces, en un coloreo equita-
tivo, dicho vértice forma una clase de color. Entonces lased de color no pueden superar el tamafio

2y, por lo tanto, el nUmero cromatico equitativo@@uede calcularse a partir de conocer un maximo
matching en el complemento @ Mas precisamentgeq(G) =n—v(G—u).

9



2. Problema de Coloreo Equitativo: algunos resultados jogv

= Grafos con numero de estabilidad 2 Para aquellos grafo§ tales quea(G) = 2, las clases de
color sélo tienen tamafio 1y 2. Luego, el nimero cromatical@ualcularse conociendo un maximo

matching en el complemento @ Xeq(G) =n—v(G).

Teniendo en cuenta las propiedades mencionadas, en estahbmsiamos el PCEG sobre grafésin
vertices universales y con w(G) < n— 2. Por lo tanto, también verifican<2 xeq(G) < n— 2.

2.3. Cotas para el nUmero cromatico equitativo

Claramente, como todo coloreo equitativa@les un coloreo d& en el sentido tradicional, sabemos que
Xeq(G) > X(G). De esta manera todas las cotas inferiores conocidas(p@eson a la vez cotas inferiores
de Xeq(G). Por ejemplow(G) es una cota inferior dg(G) y Xeq(G). Sin embargo, calcula(G) es tan
dificil como calcularxeq(G) [48]. Una cota inferior mas debil que(G) y que puede obtenerse en tiempo
polinomial es el cardinal de cualquier cliqgue maximalile

Al final del capitulo presentamos el algoritmenB CLIQUE que permite obtener una clique maximal
de un grafoG. Para poder obtener una cota mas ajustada, podemos geagaarcliques maximales de
Gy luego quedarnos con la de mayor cardinal. Este es el ptopdsi procedimiento BSTCLIQUE que
también presentamos al final del capitulo.

Existen casos en dongigG) (y por lo tanto cualquier cota inferior de éste) puede llegser muy pobre
para acotar ¥eq(G) como ocurre con los grafos estrela, donde se verificadd):

Xeg(Kim) — X (Kym) = ([m/2]+1) —2=[m/2] - 1.

Esto justifica la busqueda de cotas inferiores pagéG) que no sean validas paxdG).

Es claro que, en todo coloreo, el tamafio de la clase de colbgad pertenece un vertigeesta aco-
tado superiormente par(G — N[v]) + 1. Ademas, en uxeq(G)-eqcol, ese tamafio también esta acotado
inferiormente potn/xeq(G)], por lo cual tenemos que

n
{Xeq(G)J <a(V\N[V]) +1,

pudiéndose concluir:

_— , n+1
Teorema 2.3.1.[57] Sea G un grafo de n veértices, entonogg(G) > max{ {Ww Ve V}.

Esta cota es ajustada en el caso de los gi&fasya que coincide con el nUmero cromatico equitativo de
ellos. Ademas, es evidente que no es cota inferior del niorernatico clasico para estos mismos grafos.

La cota dada por el teorema anterior requiere de conocemebmaide estabilidad d&[V\N|[v]] para
todov € V. Similarmente a lo que sucede con la cota provistagp@), computar estos paradmetros puede
ser tan dificil como computg{eq mismo K8].

Es sabido que, para cualquier gr&osi P = {Q1,Q>,...,Q} es una particion en cliques @&de su
conjunto de vértices, entonca$G) <r [77]. Por lo tanto, una cota inferior ggq mas debil que la provista
por el Teorem&.3.1se obtiene reemplazando, para cadaV, a(V\N[v]) por el cardinal de una particion
en cliques del conjunto de vértices @8/ \N|[v]]. Particiones del conjunto de vértices de un grafo en cliques
pueden ser halladas en tiempo polinomial con el procedimi€nQUEPART descripto al final del capitulo.

En la SecciérB.3analizamos empiricamente la bondad de las cotas infegersradas por los algorit-
mOos propuestos.
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2. Problema de Coloreo Equitativo: algunos resultados jogv

En lo que se refiere a cotas superiores es bien sabido quedemrafo G, x(G) < A(G) + 1. Para
el caso de coloreos equitativos, Hajnal y Szemerédi frobaron quexé,(G) < A(G) + 1y, por lo tanto,
A(G) + 1 es también una cota superior ig(G). Mas ain, en 2008 se prueba que, dadoA(G), existe
un algoritmo de complejida®(n°) que construye ufr + 1)-eqcol deG [49]. Este resultado fue mejorado
en 2010, pues se propone un algoritmo de complej@ad?) para realizar la misma tarea].

El Teorema de BrookslLp] afirma que, para todo grafd conexo que no es completo ni ciclo de longitud
impar, X (G) < A(G). Este hecho motivo a Meyeb$] a conjeturar que el mismo resultado es valido para
coloreo equitativo. Esto es decir que para todo gfafoonexo que no es completo ni ciclo de longitud
impar, Xeq(G) < A(G). La conjetura ha sido probada solo en determinadas fansiéagrafos como los
grafos bipartitos conexo$§], grafos de intervalos2p], grafos arbolesq7] y grafossplit [25], e intentar
demostrarla para el caso general es el topico mas activo quda coloreo equitativo se refiere. Para
mayores detalles, se puede consultarsh [

Recientemente el ()] se prueba el siguiente resultado que generaliza el teaterfajnal y Szemerédi:

Teorema 2.3.2.[50] Sea G un grafo y r un nimero. Si para toda arigtav) € E, d(u) + d(v) < 2r + 1,
entonces G admite um + 1)-eqcol.

A diferencia de lo que sucede con I@(G) + 1)-eqcols, no se conoce un algoritmo polinomial que
construya el coloreo equitativo cuya existencia se garamn el Teorema.3.2[51]. Sin embargo, de este
teorema, es inmediato obtener la siguiente cota supenarnpg

Xeq(G) < {méx{é(u)Jré(v)z: (uv) e E}— ll 1 2.1)

Es facil comprobar que la cota dada @i} siempre es al menos tan ajustada cdiG) + 1.

Estas cotas superiores tienen la ventaja de que puederni@dadas en tiempo lineal. No obstante, en
general suelen ser muy débiles.

Claramente, la cantidad de colores usados por cualquieremokquitativo dé€s es naturalmente una
cota superior dgeq(G). Por esta razon, es conveniente contar con algoritmos queegduenoscoloreos
equitativos en un tiempo razonable. Estos se denondlgmitmos heuristicopara el PCEG y el proximo
capitulo esta dedicado a los mismos.

A continuacién presentamos un pseudocédigo de los algusifnD CLIQUE, BESTCLIQUE y CLIQUE-
PART mencionados anteriormente.
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Algoritmo 1. FINDCLIQUE

Data: grafoG
Result Q = clique maximal d&s

1 begin

2 v < Vértice de mayor grado €a
3 Q< {v}

4 candidatos < N(v)

while candidatos # @ do
v < Vértice de mayor grado enandidatos
Q<+ QU{v}

5

6

7

8 candidatos < candidatos NN (v)
9

0

end

10 end

Algoritmo 2: BESTCLIQUE

Data: grafoG
Result Q = clique maximal d&s

1 begin

2 V « vértices deG

3 Q«+—o

4 while |V| > |Q| do

5 Q' + clique obtenida con IKD CLIQUE sobre el grafd3[V]
6 v < vértice de mayor grado &@Y

7 V «— V\{v}

8 si Q@ no es maximal efs, agregar vértices @ hasta que sea maximal
9 si|Q| > |Q|, actualizarQ < Q

10 end

11 end

Algoritmo 3: CLIQUEPART

Data: grafoG
Result part = cardinal de una particion en cliques @e
begin
V < vértices deG
part < O
while V # @ do
Q < clique obtenida con IKDCLIQUE sobre el grafds|V]
V+—V\Q
part < part+1
end
end

© 0 N o 0o b~ W NP
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Capitulo 3

Algoritmos heuristicos para el Problema de
Coloreo Equitativo

En este capitulo desarrollamos una busqueda Tabu paraobt#areos equitativos de un grafo y ana-
lizamos la bondad de las soluciones suministradas por lguieds Tabu en un conjunto de instancias de
prueba.

3.1. Heuristicas y Metaheuristicas

Cuando lidiamos con instancias medianas y grandes de utepratNP-dificil, sabemos lo complejo
(y muchas veces inviable) que resulta obtener una solugitma del mismo en un tiempo razonable. En
muchas aplicaciones es necesario contar rapidamente a@olution y la condicion de optimalidad pierde
relevancia frente al tiempo de computo. En este sentiddacaon herramientas que nos proporcionen
soluciones factibles de buena calidad en tiempos breves tie gran valor practico y, en estos casos, el
desafio es facilitar la mejor solucién posible en el tiempmeptablecido.

Mas auln, en los casos donde la optimalidad es requeridaydéamssoluciones que seamos capaces de
encontrar se utilizan como cotas del valor 6ptimo buscaéoggneralmente, resultan efectivas para mejorar
el rendimiento del algoritmo exacto que estemos utilizagahgparticular, en los algoritmos Branch-and-Cut
como el que desarrollaremos en esta tesis, cotas supegiinésriores de calidad implican generalmente
una importante disminucion del nimero de nodos a exploonende, en el tiempo total de computo.

Los algoritmos que generan soluciones factibles no ndeesante 6ptimas se denominatgoritmos
heuristicos o simplementdeuristicas En ciertos casos, es posible establecer teéricamentédacde la
solucion que genera un algoritmo heuristico y en esos casdarnos dalgoritmos aproximadosjemplos
de algoritmos aproximados son conocidos para el problerfeaaidertura de vértices (en inglésydinality
vertex covey, el problema del arbol Steiner métrico (en ingl@gtric Steiner treey el problema del viajante
de comercio métrico (en inglémetric TSP y pueden encontrarse eif. En lo que respecta a coloreo
equitativo, no encontramos algoritmos aproximados ertdealiura.

Una técnica habitual es la de combinar un algoritmo hecoiste construccion de soluciones con un
algoritmo de mejoraEstas combinaciones suelen denominarse en algunos roasalseuristicasLos al-
goritmos de mejora parten de una solucién factible y expldagposibilidad de obtener una mejor. Entre
las técnicas de mejora mas habituales estan las llaniadagiedas locale€stas Ultimas responden al
siguiente esquema.

SeaSel conjunto de soluciones factibles del problema, tambéocido comaspacio de soluciones
Asumiendo que se trate de un problema de minimizacionfseéa— R la funcion objetivo que se desea
minimizar. Entonces, para cada soluc®a S se define elvecindariode s, N(s), como un conjunto de
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3. Algoritmos heuristicos para el Problema de Coloreo Eajinib

soluciones que resultan de aplicar alguna operacg8apretende también qEs) satisfaga las siguientes
propiedadesiq]:

= No debe ser costoso computacionalmente calcular cada@olleN(s).

= Dada dos solucioness € S, debe existir uncaminode soluciones; = s,s,...,Snw = S tal que
S+1€N(s)paratoda=1,..., m—1.

Partiendo de una soluci@, unaiteracion de la busqueda local consiste en calcular una nueva solucion
S € N(s1) que verifiquef () < f(s1) y f(s2) < f(S) para todos' € N(s;). Este procedimiento se repite
hasta que no se pueda encontrar una solucion mejor. En esestakgoritmo habré encontrado arinimo
local (respecto a las vecindades definidas).

En este tipo de algoritmos cabe la posibilidad de que el mdrooal hallado por la busqueda local
pueda encontrarse lejos del minimo global. Sin embargsteaxblisquedas locales mas sofisticadas que
permiten lidiar con este inconveniente. Entre ellas se emtcan las bisquedas Tabd, los algoritmos de
recocido simuladoSimulated Annealing los algoritmos genéticos, los algoritmos basados em@sdale
hormigas y los GRASPGreedy Randomized Adaptive Search Procediirg]. Todos estos enfoques han
sido utilizados para resolver el PC&], pero no se conocen trabajos de la literatura que ataqUeGEBG
con estas técnicas.

La busqueda Tabu fue introducida por Glovég][y consiste en una busqueda local con ciertas reglas
adicionales que evitan que la busquedde o quedeatrapadaen un éptimo local. Las soluciones conside-
radas del vecindario de la solucién actual son determinadasés del uso de una memoria. Esta memoria
es conocida comlista tably generalmente es un conjunto de reglas utilizadas paradiitae soluciones
gue deben ser consideradas (en el vecindario de la solucitalade otras que se deben prohibir y que
reciben el nombre dsoluciones tablEn su forma mas simple, una lista tabd es un conjunto deisokg
gue fueron visitadas en el pasado reciente. Cada soluci@noespafiada de un valor que determina por
cuantas iteraciones debe permanecer tabu. Una vez tradacesa cantidad de iteraciones, la solucion se
elimina de la lista tabu. Coloquialmente se le llaieanpo de vidale la solucion a la cantidad de iteraciones
gue faltan para que la solucion deje de ser taba.

La cantidad de iteraciones que una solucion permanece tadéreominaddabu tenure Este es un
parametro que mide el tiempo de vida de un elemento de ladistay su eleccion impacta endéversifi-
cacionde algoritmo. Una blsqueda Tabu con tabu tenure muy bajongeartara como una busqueda local
tradicional, en donde el proceso se estancara facilmendptenos locales. Por el contrario, usar un tabu
tenure muy elevado hara divagar al proceso de busqueda ggpaaicS sin converger a la solucion éptima.

A continuacién presentamos un esquema rudimentario delsggubda Tabu. Los pasos 2 a 5 conforman
la iteracion de la busqueda:

1. Inicializacion. Se parte de una solucion inicigl € Sy una lista tablL vacia.
La mejor soluciors conocida hasta el momento®spor lo que se efectlst + s;.

2. BusquedaSe calcula la soluciés, € N(s;)\L que satisfagd (s;) < f(s1) y f(s2) < f(S) para todo
s € N(sp)\L.

3. Criterio de aspiracion.Si, durante el computo dN(s;), se encuentra una solucién mejor cgie
entonces, sin importar si es o0 n6 tabu, se asigna esta solsid/ se actualiza®.

4. Actualizacién de la lista tab(Con algln criterio determinado se generan un conjunto deisoles
tabd, de entre las cuales la solucg@iene que estar incluida. Estas soluciones se incorposalistd
L con un tiempo de vida equivalente al tabu tenure. Ademasramah aquellas soluciones deque
tengan tiempo de vida igual a cero. Al tiempo de vida de lascsmhes restantes dese lo reduce en
una unidad.
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3. Algoritmos heuristicos para el Problema de Coloreo Eajinib

5. Transicion Se realiza la asignaci@i < s, y se vuelve al paso 2.

Esta técnica fue aplicada por Hertz y de We#4 para el PCG. Su implementacion es conocida como
TaBUCOL y consiste en hallar uk-coloreo de un grafo a partir de un colori@factible dek colores, en el
sentido de que pueden haber vértices adyacentes que camehartismo color. En realidadABu CoL ata-
ca un problema de optimizacion diferente que tiene por cwajde soluciones a particion@é, Vs, ..., k)
del conjunto de vértices, y por funcién objetivo a la carttide aristas tales que sus extremos pertenecen al
mismo conjuntdv;, llamadasaristas conflictivasClaramente, si no hay aristas conflictivas entonces todos
los conjuntos/y, Vo, ..., Vk son estables y, por lo tanto, conformankdooloreo. La bisqueda Tabu finaliza
cuando se alcanza lrcoloreo o cuando se verifica algun criterio de parada qudomeneral, es un limite
a la cantidad de iteraciones o tiempo de CPU utlizado.

Una forma de usar ABuUCoL para el PCG es obteniendo una cota supdcidel nUmero cromatico y
luego aplicar la busqueda Tabu a una particion arbit(&fidvs, . .., Vk_1) del conjunto de vértices. En caso
de que la basqueda Tabu arroje (- 1)-coloreo, se puede volver a repetir el procedimiento resheto
k en una unidad. Cuando la busqueda tabu finaliza sin podemneshite coloreo factible, el procedimiento
acaba.

Posteriormente, Galinier y Ha8T] mejoran este método considerando una componente dinémiel
tabu tenure haciendo la busqueda radaptativaal tamafio de los grafos. Se han propuesto otras modifi-
caciones de ABuCoL (como, por ejemplo, la busquedzactiva[15]) pero la de Galinier y Hao ha sido la
mas competitiva.

Para el coloreo equitativo, sélo conocemos una mencion déuasqueda Tabu ed]] que no se pro-
fundiza.

En las proximas secciones presentamos un algoritmo par@EeGRjue denominamosaBUEQCOL.

Este algoritmo es una adaptacion de la busqueda Tabu dm@nupuesta ers[/].

3.2. Descripcion de RBUEQCoOL

El algoritmo que presentaremos a continuacion tiene corjatiad generar el mejor coloreo equitativo
posible en un tiempo determinado aplicando una busquedaréabradamente.

Puesto que nos interesa generar coloreos que sean egsitatiespacio de solucion8sle la busqueda
Tabu es, para ukdado, el conjunto de particion€¥;,Vs, ..., V) tales quen/k| < |Vi| < [n/k] para todo
1 <i <k. Es decir que los conjuntds satisfacen la restriccién de equidad. Por eso diremos quartiaion
esequitativa La funcién objetivof (s) es la misma que paraaBuCoL, la cantidad de aristas conflictivas
de la particiors.

TABUEQCoL comienza hallando un coloreo equitativo inicial @enediante una heuristica propuesta
por Furmaiczyk [36] que es llamada NIVE y detallada en la Secci@2.1 Una vez conocido este coloreo
equitativo inicial, el siguiente paso es intentar obteneicoloreo equitativo que utilice un color menos.
Precisamente, &ies la cantidad de colores del coloreo equitativo iniciapretedimiento GNINITSOL
de la Seccior8.2.2construye una particion equitative, Vs, ..., Vik_1) del conjuntoV y la busqueda Tabu
mejoraaquella particion hasta obtener (k— 1)-eqcol. A su vez, esték — 1)-eqcol permite generar una
nueva particion dé&— 2 conjuntos que luego se mejora hasta alcanzgkun2)-eqcol, y este proceso se
vuelve a repetir hasta que se verifique uno de los 3 criteggsadada siguientes:

= Que la suma de las iteraciones ejecutadas en todas las Hastpt®i supere el parametvtAXITER
= Que el tiempo transcurrido total supere el paramgt?ioX T IME.

= Que la cantidad de colores del coloreo equitativo actuaigsed a una cota inferior dgeq(G) calcu-
lada previamente.
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3. Algoritmos heuristicos para el Problema de Coloreo Eajinib

En la practica resulté adecuado fidAXTIME en 30 segundos MAXITERen 50000 iteraciones.

Podria pensarse que, disponiendo de suficiente tienym)HQCoL seria siempre capaz de dar un
coloreo Optimo dé5. Pero esto no es asi pues, aun considerdhdX TIME = MAXITER= =, se puede
llegar al caso en que la bisqueda Tabu entre en un buclednfirgntras intenta hallar ugeqcol deG con
k no admisible. Claramente, lo que ocurre en este caso es dm@aoticions satisfacef (s) > 1.

En las subsecciones siguientes detallamos los procedosigwolucrados enABUEQCoOL. Al final de
la seccion decribimosABUEQCoOL con pseudocodigo.

3.2.1. Heuristica MIVE

La heuristica MIVE consiste basicamente en producir un coloreo clasico dé g el algoritmo
goloso SL-WLOR de Matula, Marble e Isaacso#d], para luego someterlo a un procedimiento de balanceo
entre las clases de colores, hasta que se verifique la comdieiequidad. La complejidad temporal de esta
heuristica es d®(n*) en el peor caso.

Al final de la seccién se describen con mas detalle los algostSL-QLORY NAIVE.

3.2.2. Generacion de la particion equitativa inicial

En [15] se sugiere usar una heuristica constructiva sencillagraducir la particion inicial con la que
TABUCOL arranca. Siguiendo esta sugerencia, implementamos umssti@uconstructiva que llamamos
GENINITSOL para generar una particion equitatié, Vo, ...,Vk_1) a partir de unk-eqcol, descripta a
continuacion.

Sea(Cy,Cy,...,Ck) unk-eqcol. Comenzamos copiando los vértices de las clgsasn 1<i<k—1a
los conjuntod/; y asignamos una etiqueta-" 0 “+" a cada conjunt®; segun si el tamafio de la claSees
|n/k] o [n/K] respectivamente. El proximo paso es distribuir los véstide la clas€y segun el siguiente
criterio. Se elige un vértice que pertenezca a la cligue maximal inicial computada segisto en el
Capitulo2. En caso de que ningun vértice @econtenga vértices de la cligue maximal, se elige el de mayor
grado presente €. Entonces se quitadeCy y se agrega a un conjunt$ etiqguetado con+". Luego se
modifica la etiqueta d¥ a a “+". Si todos los conjunto¥, ..., Vk_1 tienen etiqueta+” se los re-etiqueta
a“—". Este proceso se repite hasta que no queden vérticeg [gor distribuir.

No es dificil de ver que la particion generada p@NBNITSOL resulta equitativa.

3.2.3. Busqueda Tabu

En las secciones siguientes explicamos los detalles destpubda Tabu utilizada emBUEQCOL.

Vecindario de una solucién

Seans; = (Vi,Vo,....Vk) ¥ & = (V{,V3,...,\) particiones equitativas. Consideramos dos esquemas
para establecer si y s, son vecinas:

= Intercambio de vértices de distintas clasbadosi, j tales que Ki <k, 1< j<Kkyi# j,y vértices
u€e Vi, vevVj, se debe satisfacer g = (Vi\{u}) U{v}, V{ = (Vj\{v}) U{u}, /' =V para todo
e {1, ki, i)

= Movimiento de un vértice de una clase mayor a otra mebadosi, j tales que Ki <k, 1< j <k,

i # ]y Vil = |Vj[+1,yun vérticev € Vi, se debe satisfacer g =Vi\{v}, V[ =V U{v},V/ =V,
paratodd € {1,...,k}\{i, ]}
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3. Algoritmos heuristicos para el Problema de Coloreo Eajinib

El primer esquema se puede ver como una operdgipnS — Sy el segundo como una operacibhyj :
S— S En la primera se deben probar pares de vérticgsdonde al menos uno de ellos sea conflictivo, y
en la segunda se deben probar vérticgsie pertenezcan a un conjunto de taméiik| + 1, y conjuntos
V; de tamafign/k|. Observemos que la segunda operacion solo puede ser aptigadddk no divide an.

Ambas operaciones producen particiones que satisfacestliccion de equidad y tienen la caracteris-
tica de poder ser evaluadas agilmente desde el punto deleistamplejidad temporal. Ademas el valor de
f(s2) se calcula en tiempo lineal ya que, para la primer opera@on e

f(s)="f(s1)+[{uwe E:weVj}|-|{uwe E:weVi}|+|{vwe E:we Vi}| - [{vwwe E:weV;}|,

mientras que para la segunda es
f(s)="f(s) +|{vwe E:weV}| - |{vwe E:we V}|

Tabu tenure

En la implementacion deABuUCoL se fija el tabu tenure en 7 (es decir que un elemento que ingresa
a la listaL permanece alli por 7 iteraciones). Sin embargo, usar untéature estatico no permite que el
algoritmo se adapte bien a instancias de distintos tam&finR7] se propuso modificar el tabu tenure de
TaBuCoL de forma que dependa de alguna caracteristica de la solacidal. Nosotros vamos a aplicar
este esquema, pero con la salvedad de que emplearemos nm#afdeterministicgpara calcular el tabu
tenure, en vez de una férmula basada en la eleccion de un otateatorio distribuido uniformemente
como es planteado eR7]. La razén de esta decision es que nuestro algoritmo dehlibiesiempre el
mismo comportamiento ante una misma entrada.

Dada la soluciérs = (Vi1,V5,...,Vk), para obtener el tabu tenus) asociado a ella, evaluamos

t(s) = |n(s)TENURE, + TENURE]

dondeTENURE, y TENURE; son parametros que deben ser ajustadegslyes la cantidad de vértices
conflictivos des, i.e. extremos de aristas conflictivas.

En resumen, simplemente usamos como tabu tenure una fum@ahde la cantidad de vértices con-
flictivos. Asi, cuando trabajamos sobre un grafo de mayoaiemsus soluciones suelen estar lejos de ser
un coloreo equitativo y hace que el tabu tenure se eleve.dgestera una mayor diversificacion del algorit-
mo. Nuestra experiencia nos sugiere fildNURE, = 0.9 yTENURE; = 9.0, lo que resulta adecuado a
nuestras necesidades.

Lista tabu

Una lista tabu no necesariamente tiene que contener a tasas@s prohibidan si no que, simplemente,
puede contener caracteristicas para considerar prohabide solucién. Este es el caso desUCOL y
TABUEQCOL.

La lista tabu consiste en ternas de la forfwg, t) que indican que un vértioeno puede pintarse con un
color j durante las proximasiteraciones.

Seans; = (V1,Vz,... ., M) Yy 2 = (V{,V3,...,V) particiones equitativas tales gaepertenece al vecin-
dario des;. Si existe un vértices € Vj’ para el cual hay una entrada en la lista téhg,t), entonces la
solucions, debe ser considerada tabu y descartada.

Si, en cambio, la soluciés, no es tabu entonces se agrega una nueva terna a la lista talndcgm
de qué operacion genero la nueva solucion. En el caso e gty y(s1) se debe incorporar a la lista el
elemento(u,i,t(sy)) dondei es el color deu ens;, i.e.u e V. En el caso en que, = Myj(s1) se debe
incorporar a la lista el elementw,i,t(s;)) dondei es el color devensy, i.e.v € V.

A continuacién presentamos los pseudocoédigos correspatedi a los algoritmos SLLOR, NAIVE
y TABUEQCoOL mencionados en esta seccion.
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3. Algoritmos heuristicos para el Problema de Coloreo Eajinib

Algoritmo 4: SL-COLOR

© 00 N o g b~ W N B

i el =
w N P O

14
15

Data: grafoG

Result ¢ = coloreo deG

begin

inicializamosK como una lista vacia

while V\K # @ do
v < vértice de grado minimo en el subgra®dv \K]
agregamos al final deK

end

seac:V — {1,...,n}U{undefined }

inicializamosc(v) = undefined para todov € V

while K # @ do
Vv < ultimo vértice deK
quitarv de la listak
j < color minimo que puede recibirsin que exista un vecino con el mismo coloraen
c(V) « j

end

end

Algoritmo 5: NAIVE

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14

Data: grafoG
Result ¢ = coloreo equitativo d&
begin
¢ «+ coloreo deG dado por el algoritmo SL-GLOR
while ¢ no es equitativalo
colmin < color menos utilizado
colmax <+ color mas utilizado
buscar vérticar; € C.oimin que pueda ser coloreado cosimax
buscar vérticarn € C.oimax que pueda ser coloreado casimin
if es posible intercambiar los colores deww, then
Ceolmin < Ccolmin U {VZ}\{VJ-}
Ceolmax < Ceolmax U {Vl}\{VZ}
else
\ asignar un nuevo color a algun veértice@Qgmax
end
end

15 end
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Algoritmo 6: TABUEQCOL

Data: grafoG

Result coloreo = mejor coloreo equitativo encontrado
1 begin

2 cotainf < cota inferior calculada con los procedimientos dados eni&e2.3
3 coloreo <— coloreo equitativo generado porNE
4 cotasup < cantidad de colores d®loreo
5 if cotasup = cotainf then
6 \ el coloreo generado es Optingipp
7 end
8 iter < O
9 while tiempo transcurrido< MAXTIMEA iter < MAXITERdoO
10 a partir decoloreo obtener solucion deotasup — 1 colores con GNINITSOL
11 coloreo < (cotasup — 1)-eqcol generado por la busqueda Tabu
12 iter < iter + iteraciones realizadas por la busqueda Tabu
13 cotasup < cotasup— 1
14 if cotasup = cotainf then
15 \ el coloreo generado es 6ptingipp
16 end
17 end
18 end

3.3. Resultados computacionales

Esta seccion tiene como objetivo principal analizar ladzalide los coloreos obtenidos paBUEQCOL.
También examinaremos las cotas inferiores dadas por loggirnientes propuestos en la Sec@d

Para efectuar las mediciones consideraremos dos conjimiostancias. El primero de ellos esta com-
puesto de 25 grafos de 100 vértices generados aleatoriampehtsegundo contiene grafos Knesaf][y
parte de la libreria COLORLIB de DIMACS]. Esta libreria es una coleccion de instancias de difesente
fuentes que los investigadores suelen usar para realinahfvarks de problemas de optimizacién que in-
volucran grafos. En particular, estos grafos y los grafosgénfueron utilizados para evaluar la performance
de un algoritmo Branch-and-Cut para el PCEG|[

En los casos en donde evaluamos grafos generados al azagripsmos segun gpado de densidad
i.e. porcentaje de aristas de un grafordertices respecto de la cantidad de aristas de un grafo etonpl
Kn: n(lnoqlE‘/z En general las densidades de los grafos se fijan en 10%, 30%4, A % y 90 %.

En el Cuadra3.1 mostramos los resultados obtenidos por las heuristicas &binstancias generadas
al azar. Las primeras dos columnas dan el nimero de la instaet grado de densidad. Las columnas 3y
4 dan cotas inferiores dg.q proporcionadas por el procedimient@é 8rCLIQUE Yy el que calcula una cota
basada en el Teoren2a3.1(ambos descriptos en Seccidr). Las columnas 5, 6 y 7 dan cotas superiores
proporcionadas pak(G) + 1, heuristica MIvVE y TABUEQCOL en un lapso de no mas de 30 segundos.

En lo que respecta a las cotas inferioresSBCLIQUE da mejores resultados en instancias de hasta 50%
de densidad mientras que en las de mayor densidad la situsi@vierte. La generacién de ambas cotas se
producen en menos de un segundo de tiempo, por lo que quefeshbeesjecutar ambos procedimientos y
retener la mejor cota en vez de elegir uno por sobre el otro.
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Cota inferior Cota superior
Instancia % Densidad BESTCLIQUE Teorema&2.3.1 | A(G)+1 NAIVE TABUEQCoOL

1 10 4 3 18 7 5

2 10 4 3 18 6 5

3 10 3 3 19 5 5

4 10 4 3 17 7 5

5 10 3 3 20 6 5

6 30 6 5 38 13 10
7 30 6 5 a7 14 10
8 30 5 5 43 15 10
9 30 6 5 41 20 10
10 30 6 6 42 16 10
11 50 9 8 63 32 15
12 50 9 9 65 29 16
13 50 8 8 61 21 15
14 50 9 10 65 29 16
15 50 10 8 60 22 16
16 70 14 17 80 36 23
17 70 13 15 77 35 22
18 70 13 15 80 37 22
19 70 14 17 86 36 23
20 70 12 15 79 36 22
21 90 27 34 96 53 41
22 90 28 34 96 55 39
23 90 28 34 98 52 42
24 90 30 34 95 55 39
25 90 27 34 97 55 40

Cuadro 3.1: Instancias aleatorias de 100 vértices

En los resultados referidos a las cotas superiores, esnégidee MIVE siempre obtiene un coloreo
equitativo inicial bastante mejor que si se usase algun@glelgoritmos para obten¢f(G) + 1)-eqcols
(comentados en la Secci@mB). La cantidad de colores usados en los coloreos generaddpeoe son, a
su vez, reducidos porABUEQCoOL hasta un 53% (instancia 11). Esta reduccion es mas sigivifieat los
grafos de densidad media, lo que justifica ain mas usBU EQCOL pues es sabido que en problemas de
coloreo las instancias aleatorias de densidad media somégaslificiles de resolver y es donde se requieren
cotas iniciales de mayor calidad.

En los Cuadro8.2y 3.3mostramos las caracteristicas de las instancias DIMAC&fpgKneser, junto
con los resultados obtenidos por las heuristicas. El famatios cuadros son similares al del Cua8rb
con la diferencia de que, en las primeras tres columnaspsetaezl nombre de la instancia, la cantidad de
vértices y la cantidad de aristas. En los casos donde la ma@inferior y superior coinciden, ambas cotas
se muestran enegrita dandonos a entender que alcanzamos la optimalidad.

Como puede observarse, de un total de 62 instancias evalsa@dcanza la optimalidad en 11 de ellas.
El 6ptimo es dado por NVE en 6 instancias mientras que en las otras 5 la optimalidadesohlcanzada
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por la busqueda Tabu. Por otro lado, la instadei@id se resuelve por optimalidad gracias a la cota inferior
dada por Teorema.3.1

Existen también muchas instancias que, si bien no son tasyks mejores cotas estdn muy proximas
entre si. Las siguientes 21 instancias tienen una difexateiuna unidad entre su mejor cota inferior y
Su mejor cota superiotailes750, queen6_6, queen8_8, 1-FullIns_3, 2-FullIns_3, 3-Fulllns_3,
4-Fulllns_3, 5-FullIns_3, mug88_1, mug88_25, mugl00_1, mugl00_25, schooll, 2-Insertions_3,
3-Insertions_3,D3JC125.1, 1e450_15a, 1e450_15b, will199GPIA, kneser7_3 Y kneser9_4.

En resumen, del total de instancias evaluadas se resuavaptimalidad un 18% de ellas y se logra
una diferencia de una unidad entre las cotas en un 34 % deRtldemos concluir entonces que vale la pena
invertir 30 segundos en ejecutanAUEQCOL pues, junto con las heuristicas para calcular cotas imésio
de Xeq, generan cotas de buena calidad y, eventualmente, resualigstancia sin necesidad de recurrir a
un algoritmo exacto.
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Cota inferior Cota superior
Instancia V| |E]| BESTCLIQUE Teorem&2.3.1 | A(G)+1 NalvE TABUEQCOL
miles750 128 2113 30 11 65 33 31
miles1000 128 3216 40 17 87 47 43
miles1500 128 5198 69 43 107 74 73
zeroin.i.1 211 4100 49 3 112 51 51
zeroin.i.2 211 3541 30 4 141 51 50
zeroin.i.3 206 3540 30 4 141 49 48
gueen6_6 36 290 6 5 20 10 7
queen7_7 49 476 7 6 25 12 7
gqueen8_8 64 728 8 8 28 18 9
queen8 12 96 1364 12 11 32 20 12
queen9_9 81 1056 9 8 33 15 11
queenl0_10 100 1470 10 10 36 18 12
jean 80 254 10 3 37 10 10
anna 138 493 11 3 72 11 11
david 87 406 11 30 83 40 30
gamesl120 120 638 9 5 14 9 9
homer 561 1628 13 2 100 13 13
huck 74 301 11 6 54 11 11
1-Fullins_3 30 100 3 3 12 7 4
2-Fullins_3 52 201 4 3 16 9 5
3-Fullins_3 80 346 5 3 20 7 6
4-Fulllns_3 114 541 6 3 24 12 7
5-Fullins_3 154 792 7 3 28 9 8
1-Fullins_4 93 593 3 3 33 7 5
mug88_1 88 146 3 3 5 4 4
mug88_25 88 146 3 3 5 4 4
mugl00_1 100 166 3 3 5 4 4
mugl00_25 100 166 3 3 5 4 4
mulsol.i.l 197 3925 49 4 122 63 53
mulsol.i.2 188 3885 31 11 157 58 51
schooll 385 1909% 14 9 283 49 15
schooll nsh 352 1461p 14 8 233 40 14

Cuadro 3.2: Instancias DIMACS (parte 1)
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Cota inferior

Cota superior

Instancia V| |E| BESTCLIQUE Teorema&.3.1 | A(G)+1 NAaIVE TABUEQCoOL
fpsol2.i.1 496 11654 65 3 253 85 74
fpsol2.i.2 451 8691 30 5 347 62 60
fpsol2.i.3 425 8688 30 7 347 80 73

l-Insertions_ 4 67 232 2 3 23 5 5
2-Insertions_3 37 72 2 3 10 4 4
3-Insertions_3 56 110 2 3 12 4 4
4-Insertions_3 79 156 2 2 14 4 4
DSJC125.1 125 736 4 3 24 8 5
DSJC125.5 125 3891 9 9 76 27 19
DSJC125.9 125 6961 30 42 121 66 a7
DSJC250.1 250 3218 4 3 39 13 9
DSJC250.5 250 15668 10 11 148 65 34
DSJC250.9 250 2789y 37 63 235 136 93
le450_25a 450 826(Q 25 5 129 26 25
le450_25b 450 8263 25 6 112 25 25
le450_15a 450 8168 15 5 100 18 16
le450_15b 450 8169 15 5 95 17 16
le450_5a 450 5714 5 3 43 12 7
le450_5b 450 5734 5 4 43 12 7
inithx.i.1 864 18707 54 3 503 70 69
inithx.i.2 645 13979 30 8 542 158 122

myciel4 23 71 2 3 12 5 5

myciel5 a7 236 2 3 24 9 6

myciel6 95 755 2 3 48 11 7

flat300_20_ 0 300 21375 10 11 161 81 38

will199GPIA 701 6772 6 4 39 9 7
kneser7_2 21 105 3 3 11 8 6
kneser7_3 35 70 2 2 5 3 3
kneser9_4 126 315 2 2 6 4 3
kneserll 5 462 1386 2 2 7 4 4

Cuadro 3.3: Instancias DIMACS (parte 2) y grafos Kneser
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Capitulo 4

Modelos de Programacion Lineal Entera
para el Problema de Coloreo Equitativo en
Grafos

En este capitulo analizamos distintos modelos de Progi@mhmeal Entera para el PCEG con el ob-
jetivo de elegir uno de ellos como formulacion inicial enstue algoritmo Branch-and-Cut. En las primeras
secciones damos una breve introduccion a la Programaai@aliEntera y presentamos la estructura general
de un algoritmo Branch-and-Cut.

4.1. Programacion Lineal Entera

Un programa linealconsiste en determinar una solucién que maximiza o minireiazalor de una
funcion objetivo lineal en un dominio definido por un sistefinéo de desigualdades lineales.

El problema de resolver un sistema de desigualdades Ignsaleemonta al siglo XIX con la aparicién
del método de eliminacién de Fourier-Motzkin, pero la papgacion lineal fue mayormente desarrollada
durante la Segunda Guerra Mundial para planificar los ggstegducir costos, lo que la hizo una actividad
secreta hasta 19477). Los fundadores de este campo fueron Leonid Kantorovieimatematico ruso que
desarroll6 problemas de programacion lineal en 1939, @ddr@antzig, que publicéd el método Simplex en
1947, y John von Neumann, que propuso la teoria de dualidareismo afio. Sin embargo, no fue hasta
1979 que Leonid Khachiyan demostré que el problema de mxsphogramas lineales puede ser llevado a
cabo en tiempo polinomiatp].

En muchas aplicaciones se requiere que la solucion Optienardera. El agregado de las restricciones
de integralidad de las variables a un programa lineal, dar laginprograma lineal enteroA diferencia de
los primeros, no se conocen algoritmos que resuelvan estoesien tiempo polinomial. Mas adn, se sabe
gue la Programacion Lineal Entera es un problema NP-dificil

En nuestro caso, trabajaremos con problemas de programeiéra de minimizacion. O sea, pro-
grama enterale la forma

Calcular zg = min{cx: Ax< b,x € Z"},

dondeA es una matrimx ny b € R". Si eliminamos las restricciones de integralidad, obteseun pro-
grama lineal de la forma
Calcular | = min{cx: Ax< b,xe€ R"},

al cual denomimamoelajacion linealde nuestro programa entero.
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Claramentez p < zpg con lo cual la resolucion de la relajacion lineal de nuestoggama entero nos
brinda una cota inferior del mismo, que puede ser obtenideempo polinomial.

A pesar de que la Programacion Lineal Entera sea NP-dildilnportantisimo avance en el desarrollo
de técnicas para su resolucion y, en particular, los atgosgtBranch-and-Cut que explotan la estructura
poliedral del modelo elegido, han consolidado a esta anew @ mejor abordaje de una gran cantidad de
problemas de Optimizacion Combinatoria y de Teoria de Grafg 78].

En la proxima seccion presentamos la estructura general digaritmo Branch-and-Cut.

4.2. Algoritmos Branch-and-Cut

Los algoritmos exactos para resolver problemas de Progiaméaineal Entera son, en esencidgo-
ritmos enumerativosks decir que exploran las soluciones factibles del prodlembase a un arbol de
posibilidades, pero guiandose por reglas que permitamrdigi@r zonas del arbol en donde no es necesario
explorar, ya sea por que el problema presenta simetriasupgiep ser evitadas, o simplemente por que se
tiene la certeza de que las soluciones 6ptimas no estantenzboa.

Un algoritmo Branch-and-Cut es una clase particular deriihgo enumerativo que conjuga principal-
mente dos método&ranch-and-Bound Planos de Corte

4.2.1. Branch-and-Bound

Este método consiste en la enumeracion sistematica delaxdasluciones factibles del programa en-
tero, aprovechando el hecho de que un nimero muy grande wigos@s infructuosas pueden ser descar-
tadas mediante la estimacién de cotas inferiores y superitel valor que desea encontrarse. El esquema
basico es el siguiente:

1. Inicializacién Se crea una lista de problemas que, en un principio, s6lo contiene la relajelaneal
del programa entero y se incializa la cota superior globabgez +— o (0 cualquier otra cota que se
tenga disponible).

2. Eleccion de un subproblem8iL esta vacia o las cotas coinciden, el algoritmo termina. Si@elige
un problemaP deL y se lo elimina de la lista. Luego se resuelve ese problersallin

3. Poda por infactibilidad Si el probleméP resulta infactible, se vuelve al paso 2.

4. Poda por cota Si se obtiene una solucion factibté de P que satisfacg < cx*, se vuelve al paso 2
(las soluciones de ese problema o las de los que desciendated®o son prometedoras).

5. Poda por optimalidad Si la solucion factiblex" que se obtiene dB es enterax® es también una
solucioén del programa entero. Por lo tanto se actualizatiasuperioz <— ¢x*, y se vuelve al paso 2.

6. Bifurcacion En caso de que una de las componentes de la solucién faxtilsle sea entera, se
generan nuevos problemas linedRed, . .., Py con la siguiente propiedad: las soluciones enteras de
cada problema lined conforman una particion de las soluciones enteras delgmwd#. Luego, los
nuevos problemas se agregan al final de la lisgase vuelve al paso 2.

La propiedad de que las soluciones enteras de Baztaforman una particion de las soluciones enteras de
P asegura que no quede fuera del proceso ninguna solucidna,goeeo que tampoco se visite una solucion
entera mas de una vez.
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El esquema dado anteriormente resulta algo rudimentaaiio dque no especificamos como elegir un
subproblema particular deen el paso 2, ni como generar subproblemas a partir de urepnatkdado en el
paso 6. Tanto para la eleccién del subproblema como paraéaason de nuevos subproblemas, podemos
elegir entre disefiar criterios especificos para el probléenaptimizacion en cuestién o utilizar criterios
conocidos de propésito general.

Respecto a la eleccién de un subproblema, que se conoceEstnabegia de Seleccion de Nodaes
puede optar por las siguiente estrategias de uso general:

= DFS (primero profundd: Se elige el ultimo problema de la lista.
= BFS (primero a lo anchy Se elige el primer problema de la lista.

= BestF(mejor cotd: Se elige el problema cuyo valor optinoex* es minimo entre los problemas de la
lista.

El criterio usado para generar subproblemas a partir deabiggna lineaP es conocido com&strate-
gia de generacién de nodasEstrategia de BranchingJna muy comun es aplicar la dicotomia clasica. Es
decir que, dada la solucion éptimxé del problemaP, se toma una componente fraccionatiaz Z y se
crean los subproblemas mox: x € P,x < [X']} y min{cx: x € P,x > [x']}. Como puede verse, ambos
subproblemas resultan lineales, sus soluciones enteratisjontas y la union de ellas conforman todas las
soluciones enteras d& En caso de que haya mas de una componente fraccionariabeseledir cual
elegir. Aqui también existen varios criterios al respedtmodo de ejemplo mencionamos el mas sencillo,
gue consiste en la eleccion deviariable mas fraccionariaaquella componente cuya parte fraccionaria esté
mas cercana a.

En la terminologia referida a algoritmos Branch-and-Boesdusual llamanodo a cada subproble-
ma generadonodo raiza la relajacion lineal inicial del programa enter@npol de busquedal arbol de
posibilidades que explora el algoritmo.

4.2.2. Planos de corte

Un algoritmo de planos de corte es un algoritmo iterativotipree el propdsito de ajustar la relajacion
lineal de un programa entero mediante la incorporacion digidaldades que resulten validas para todas las
soluciones enteras de aquel programa entero. En una éerdel algoritmo de planos de corte, se computa
una solucion 6ptima’ de un problema lineat* = min{cx: Ax< b,x € R} y un conjunto de desigualdades
A'x < I/ que suelen llamarseortespor que cada desigualdad no es satisfechachdEl resultado es otra
relajacion lineal de la formz = min{cx: Ax< b,A'’x < IY,x € R} de lo cual, obviamente? > 7*.

En la actualidad existen algoritmos de planos de corte gei@ifudisefiados para ser aplicados sobre
cualquier programa entero. El primero surgio en la décadasdé0 y es conocido como Algoritmo Frac-
cionario de Gomoryd9]. A partir de aqui se propusieron otros, pero hay que destaestodos ellos tienen
una eficiencia limitada por el hecho de que no aprovechartrizcegra inherente del problema en cuestion.
Este motivo di6 lugar a plantear algoritmos de planos deequata problemas particulares, en donde se
utilizan familias de desigualdades validas que son deteais a través de wstudio poliedradel proble-
ma. Ese estudio involucra caracterizar, al menos parciabmel poliedro que resulta de calcular la capsula
convexa de las soluciones enteras del modelo. En este tmni@efectividad de una desigualdad valida
guarda cierta relacion con la dimension de la cara que dilaaden el poliedro. De ahi surge la importancia
de caracterizar desigualdades que definan caras con dimezis y, particularmente, facetas del poliedro
(aquellas cuya dimension es maxima).

27



4. Modelos de Programacion Lineal Entera para el Problem&déoreo Equitativo en Grafos

4.2.3. Cut-and-Branch y Branch-and-Cut

A comienzo de los 80, se propuso un algoritmo para resolagramas enterograndes(en donde sus
variables eran binarias}(] y tuvo bastante éxito. Este constaba de aplicar un algoritexplanos de corte
a la relajacion lineal del problema y luego resolver la eglin mas ajustada con un algoritmo Branch-and-
Bound. Esta técnica es ahora conocida c@nband-Branch

Ahora bien, si en cada nodo del arbol ejecutamos un algoritenplanos de corte sobre la relajacion
lineal de dicho nodo, se pueden obtener cotas inferioresajnétadas, 0 que puede ocasionar que se in-
crementen los nodos que son podados por cota en el paso 4gdetrab Branch-and-Bound. Esta idea
da origen a los algoritmos Branch-and-Cut. El esquema ddgamitano Branch-and-Cut es similar al de
Branch-and-Bound, pero el paso 6 debe ser reemplazadossigldaentes:

6. Separar o Bifurcar En caso de que una de las componentes de la solucion factibtesea entera,
debe decidirse si se buscaran planos de corte o se procelddpéilacacion. En este dltimo caso, se
va al paso 8.

7. Separacionldentificar desigualdades validas violadas x0En caso de encontrarse, se agregBn a
Luego se resuelvBy se regresa al paso 3. Si ho se encuentran desigualdadissy8k continla con
el siguiente paso.

8. Bifurcacion Se generan nuevos problemas line®e$, . .., Py, con la siguiente propiedad: las solu-
ciones enteras de cada problema lirgalonforman una particion de las soluciones enteras del pro-
blemaP. Luego, los nuevos problemas se agregan al final de lalligtse vuelve al paso 2.

En esta descripcidbn quedan nuevamente puntos sin espediicibs pasos 6 y 7 se deben preestablecer
criterios para decidir cuando se buscan planos de cortegjyénantidad. Estos son factores a determinar
gue deben considerarse junto con los ya mencionados end®8é2.1 En la practica, lograr un equilibrio
entre todos ellos no resulta sencillo y, por lo general, depelel problema particular que se quiera resolver.

En general el proceso de separacion mencionado en el pastsidteode varios algoritmos de sepa-
racion, cada uno de ellos asociado a una determinada fataiiesigualdades validas. Estas familias suelen
surgir de un estudio poliedral del modelo de programacideran

No hay un regla estricta que nos permita decidir cuales somkgjores cortes de entre un conjunto de
ellos, pero existen algunos criterios que suelen funcibigar en la préactica:

= Dimension de la caraA mayor dimensidn se espera un mejor rendimiento general algoritmo.
De ahi que uno ponga énfasis en estudiar cuando las desilgsadiidas definen facetas.

= Violacion de un corteEs la diferencia entre el lado izquierdo de la desigualdatlada en la solu-
cion fraccionaria y el lado derecho de la misma. A mayor difera se espera mayor eliminacion de
soluciones fraccionarias, y por ende, mayor crecimienia eata inferior cuando el corte es afiadido.
En general, las rutinas de separacion intentan maximitaddsrencia.

= Ortogonalidad entre corted a ortogonalidad se refiere al angulo que forman dos hiaeggl entre
si y esta relacionado directamente con el soporte de lagudddades involucradas. Desigualdades
con soporte similar suelen producir un comportamientolaimal ser agregadas como cortes y el
rendimiento general decae. Ademas, en ciertos casos, dapidielades poco ortogonales pueden
generar inestabilidad numérica. Las rutinas de separgciéigeneren muchos cortes deben introducir
un mecanismo adicional que evite agregar cortes que searopogonales entre ellos.
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4.3. Modelos de Programacion Lineal Entera para el PCEG

Dado que toda solucién factible del PCEG es una solucidibfaade PCG que satisfaga las restriccio-
nes de equidad, es natural plantearse modelos como pragtmmales enteros para el PCEG obtenidos a
partir de un programa entero para el PCG con el agregado deslaisciones de equidad, modeladas como
desigualdades lineales en las variables del programanatigi

Existen muchos modelos para el PCG. En particular, nossssemencionar los propuestos 4, [64],
basados en el modelo dsignacion de colores a vérticgs, 29 y el modelo daepresentantes asimétricos
[21, 22] sobre los cuales existen antecedentes de su adaptaci@E&.FOtros modelos para el PCG que,
segun nuestro conocimiento, no han sido adapatados al PG&dem encontrarse eh(, 35, 42, 55, 61].

4.3.1. El modelo de representantes asimétricos y el PCEG

En [22] se propuso emodelo de representanteara resolver el PCG y consiste en elegir un vértice por
cada color que utilice un coloreo. Ese vértice debe peregreeta clase de color que “representa”. En este
sentido, un vértice que se coloree con un colppuede admitir dos estados Unicamente: o bimpresenta
a j, o bien existe otro vértice que representp de manera que no es importante aqui el conocimiento del
valor dej sino del vértice que representa el colonvd&sta relacion puede ser modelada como un problema
de asignacion.

Dado un grafds = (V, E) conexo, consideremos las siguientes variables binaggsra todau,v € V:

Xy — 1 siel vérticeurepresenta el color del vértiee
0 sina

Tenemos las siguientes restricciones asociadas a esasesr

n

U;Xuv—L Vvev (4.1)
Xuv + Xuw < Xuus YueV, (vw) eE 4.2)
Xuv = 0, YuevV, ve N(u) (4.3)
Xuv € {0,1}, vuveV

Las ecuaciones4(l) aseguran que cada vértice admita un Unico representast@dcuacionest(?) es-
tablecen que dos vértices adyacentes no pueden tener ebmépnesentante en comun y las inecuaciones
(4.3 afirman que un vértice no puede representar a ninguno desinos.

A partir de una solucion factible de esta formulacion se pwachar un coloreo cuya cantidad de colores
esy vev Xw, simplemente asignando las distintas clases de coloresvattices representados por un mismo
vertice. Para resolver el PCG, minimizamos la funcion Qmey .« .

Posteriormente se presenté una modificacion de este maoielel aombre deepresentantes asimétri-
cos[21]. Basicamente, lo que se propone es introducir las sigesamstricciones:

Xuv = 0, YuvevV,u>v (4.4)

Estas restricciones fuerzan a que un vértice sélo puedem®sentado por un vértice cuyo namero (o eti-
gueta) sea inferior. Asi, el vértice que representa un @dqustamente el vértice cuyo nimero es minimo
en dicha clase de color. Esto produce una reduccién de laladrde soluciones simétricas. En la siguiente
seccion hablaremos sobre el concepto de simetria con mayfandidad.
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La formulacion de representantes asimétricos fue moddigada que los coloreos intervinientes sean
equitativos [ 1]. Consideremos el vector entefaw) que satisface las restricciones1)-(4.4). Los autores
introducen nuevas variables binariay z,; dondeu €V y 1 <i < ndefinidas como sigue:

1 sielcardinal de la clase de color de maximo cardindl es
i = .
0 sing

Zyi = Xuu Yi-

Con estas variables, las restricciones de equidad son autadeh través de las siguientes restricciones
lineales:

Xuv < Xuu, VueV,vel,u#v (4.5)
n
Xuu~+ Z/Xuvg Zli Z;, YueVv (4.6)
Ve i=
n
2Xyu + Z/XUVZ zli Z;, YueVv 4.7)
Ve i=
n
Zlyizl, (4.8)
1=
zi <Y, YueV,1<i<n (4.9)
Zyi < Xuu, YueV, 1<i<n (4.10)
z5i > Yi+Xu— 1, YueV,1<i<n (4.11)
Yi,zi € {0,1}, YueV,1<i<n

Las restriccionesA(5), junto con las4.2), indican que un vértice sélo puede ser representado povétitice
si este Ultimo se representa a si mismo. En las restricc{dr®sy (4.7), la clase de color representada por
tiene cardinal entreei — 1 solo siz;; = 1. Las restricciones(8)-(4.11) aseguran qug esté bien definida
Y qQuez;i = Xuu ¥i-

En [11, 12] se presenta un algoritmo Branch-and-Cut basado en estelon@l bien este algoritmo
incorpora componentes que aprovechan caracteristicpmprel PCEG (como una busqueda Tabu y una
estrategia de generacion de nodos especifica), en lo quectespla estructura poliedral del modelo sélo
utiliza resultados del estudio realizado éd][para el PCG.

Para nuestro algoritmo Branch-and-Cut utilizaremos uneatmde programacion lineal entera para el
PCEG, basado en los modelos de asignacion de colores agdrtica el PCG propuestos é2,[64).

4.3.2. Modelo de asignacién de colores a vértices

Dado un grafds = (V, E) conexo den vértices, los coloreos de pueden modelarse a través de variables
binariasx,j y wj paratodov € V y 1 < j < n, definidas de la siguiente manera:

« 1 siel vérticev es coloreado con el colgr
Vj = .
) 0 sina

W 1 sielcolorj es usado por algin vértice
. 0 sina
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Entonces toda solucién del siguiente sistema represertaloreo deG:

n

D %=1, YveV (4.12)
=1
Xuj +Xvj < Wj, VuveE,1<j<n (4.13)
Xvj,Wj € {0,1}, VveVv,1<j<n

Las ecuacionesi(12 reciben el nombre destricciones de asignacignaseguran que cada vértice sea col-
oreado exactamente con un color. Las inecuacichés§)(reciben el nombre destricciones de adyacencia
y evitan que dos vértices adyacentes compartan el mismo Baldo que el grafé es conexo, las inecua-
ciones ¢.13 ademas impiden que un vértice utilice el cojasi w; = 0 (pues cada vérticees adyacente a
algan otro y, por lo tanto, cada variabdg figura al menos una vez en estas restricciones).

El PCG puede resolverse, por lo tanto, minimizando la funajetivo 3 |, w; sobre el conjunto de
soluciones enteras del sistema. Lo llamamasielo de asignacién de colores a vértices

Ejemplo 4.3.1. Consideremos un grafo G de 3 vértices y conjunto de aristas {f1,2),(2,3)}. En el
modelo de asignacion de colores a vértices, la cantidad diecEmes enteras que representan coloreos
asciende a 18, de las cuales las que representan 2-colompiz(las variables que no son mencionadas
tienen el valor cero):

X11=Xp2 =X31 =Wy =Wp =1, X11 = X3 = X31 = W1 =Wz = 1,
X12 = Xp1 = Xg2 = W1 = W2 = 1, X12 = X23 = Xg2 =Wp =Wz =1,
X13 = Xp1 = X33 = W1 = W3 =1, X13 = X22 = Xg3 =Wp =Wz =1,
X11=Xp2 =X31 =Wy =W =Wz =1, X1 =Xo3=Xg1=W1 =Wo =Wz =1,
X12=Xp1 =Xg2 =Wy =Wp =Wz =1, X2 =Xp3=Xg2 =Wy =Wp =Wz =1,
X13=X21 =Xzg3=Wp =Wy =Wz =1, X13=Xo2 = Xg3=W1 =Wp =W3 =1,

y para el caso de los 3-coloreos, la cantidad de solucionésras que los representan es seis:

X11 = X2 = X33 =W =Wp = W3 =1, X12=Xp3=X31 =W =Wp =Wz =1,
X11=X3=Xz2 =Wy =Wp =Wz =1, X13=Xp1 =Xz2 =Wy =Wp =Wz =1,
X12 = Xo1 = X33 =W =Wp = W3 =1, X13=X2 =X31 =Wy =Wp =Wz =1.

Cuando modelamos una aplicacion real del PCEG, variasisnksdel modelo son traducidas al pro-
blema real como una misma solucion debido a que los coloresrsgderan indistinguibles entre si. En el
ejemplo anterior se puede ver que los 3-coloreos guardaistaaresencia: sin importar qué color se asigne
a cada vértice, se verifica que todos los colores asignadadisintos entre si.

Entonces seria conveniente que pudiésemos eliminar, aseqy parte de estas soluciones para acelerar
el proceso de busqueda de la solucién éptima.

Las soluciones que tienen el mismo valor de la funcion olgede llamansoluciones simétricaEn
muchos casos estas soluciones pueden ser generadas depattais soluciones mediante la permutacién
de sus componentes. Por lo general, la existencia de soekgcgmeétricas suele producir un deterioro en la
performance de los algoritmos de resolucién.

Un concepto que se empezo a usar hace unos afos atras esosipde simetriad28] y consiste
justamente en construir modelos que eliminen la mayor dastie soluciones asegurandose de que, para
cada valor posible de la funcion objetivo, exista al menassaiucion factible del mismo.

Este concepto ya ha sido aplicado al PCG con éxith. [Aqui, los autores plantean varios enfoques
para eliminar soluciones simétricas en el modelo de asigmate colores a vértices, que detallamos a
continuacion:
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. En el modelo de asignacion de colores a vértices existanisnes enteras en donde, para un color
j cualquieraw; = 1 aunque el coloj no sea utilizado por ningun vertice. Estas soluciones puede
eliminarse incorporando las restricciones:

Z/ijZWj, vi<j<n (4.14)
ve

En el Ejemplo4.3.1, el nimero total de soluciones enteras disminuye a 12, paestlos 2-coloreos
se representan solo con:

X11 =X =X31 =W =Wp =1, X11 =X3=X31 =Wy =Wz =1,
X12 = Xo1 = Xz2 = Wy = Wp = 1, X12 = Xp3 = X32 = Wp = W3 = 1,
X13=Xo1 = X33 =W1 =W3 =1, X13 = X2 = X33 =Wp = W3 = 1.

. También vemos que hay soluciones factibles que repeesantcoloreo en donde un colp# 1 puede
ser usado aun cuando el colono lo es. Para evitar estas soluciones adicionales, podexigsque

el color j + 1 no pueda ser usado si los colores. 1, j no fueron usados en algun vértice. Para lograr
esto, es suficiente con agregar las restricciones:

W1 < Wj, vi<j<n-1 (4.15)

Considerando las restriccione$.14) y (4.15, la cantidad total de soluciones enteras del Ejemplo
4.3.1se reduce a 8 debido a que los 2-coloreos se representarosélo ¢
X1 =X =X31=W1 =Wp =1, X12 =Xo1 =Xz2 =W1 =W = 1.

. Enlaformulacién anterior aln permanecen determinamasisnes simétricas que pueden ser elimi-
nadas si exigimos que el nUmero de vértices coloreados conlanj sea mayor o igual al nimero
de vértices coloreados cgn- 1. Entonces basta con agregar las siguientes restricciones

Z/ij > ;xvm, Vi<j<n-1 (4.16)
ve ve

Esta vez, sélo uno de los 2-coloreos del EjengpB1puede ser representad@i = Xpo = X31 = Wy =
w, =1, y por lo tanto el numero total de soluciones enteras es de 7.

. El modelo de asignacién de colores a vértices no distiftggieolores que le pueden ser asignados
a conjuntos estables con igual cardinal. Para evitar estasienes, vamos a considerar los vértices
de una clase de color y elegir aquel cuyo nimero (o etiquetaglsmenor dentro de dicha clase. Las
clases de color se pueden ordenar de acuerdo al nUmero devédtoes y, como el ordenamiento es
anico, permite eliminar en forma total las permutacionesodecolores: a la clase de color ubicada
en laj-ésima posicion (segun este ordenamiento) se le asigndoeljcédara alcanzar este obijetivo,
agregamos las siguientes restricciones a la formulacion:

Xvj =0, Vi<v<j<n (4.17)
v—1

Xvj < Z Xuj—1, v2<j<v<n (4.18)
u=|—-1

La restriccion 4.17) indica que a un vértice cuya etiquetawesunca se le puede asignar un color
superior av y la restriccion 4.18) indica que a un vértice cuya etiquetawese le puede asignar el
color j Unicamente si algun vertice con etiqueta menor usa el golat. Un veértice que no cumpla
esta condicion esta obligado a colorearse con 1j — 1.
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Siconsideramos las restricciondsld), (4.15), (4.17) y (4.18), sélo uno de los 2-coloreos del Ejemplo
4.3.1puede ser representado con una solucn= xo» = Xz1 = Wi = Wp = 1. Andlogamente, sélo
uno de los 3-coloreos del ejemplo puede ser represemtafe: xoo = X33 =W; =W =Wz = 1. Por

lo tanto, la cantidad total de soluciones enteras se redfice a

La siguiente tabla da un resumen de las distintas formulasipara el problema de coloreo clasico pro-
puestas end4], segun las restricciones que la conforman:

Formulacion| (4.12 | (4.13 | (4.14 | (4195 | (4.1 | (4.17) | (4.18
Estandar
1
2
3
4

Los criterios para romper simetrias involucrados en las@taciones 3y 4 no son compatibles entre si,
por lo que no es posible emplearlos de manera simultaneajétoplo, consideremos el grafo de la Figura
() que se diferencia del grafo del Ejempl®.1en el etiquetado de sus vértices.

(i)213 (ii)121 (i) 212

En (ii) y (iii) se muestran los 2-coloreos posibles, ten@meah cuenta las restriccione$.14) y (4.15. El
coloreo dado en (iii) no tiene asociada una solucion engatibfe en la formulacién 3 mientras que ocurre
lo mismo con el coloreo de (i) y la formulacién 4. Si mezctass ambos criterios, no habria ninguna
solucion factible con 2 colores en la formulacion resuant

En [64] se analizaron las formulaciones 2, 3y 4 antes mencionadaséectos de la implementacion de
un Branch-and-Cut para el PCG. Nosotros analizaremos srafsimilar las adaptaciones de estos modelos
al PCEG.

4.3.3. Modelos para el Problema de Coloreo Equitativo

En esta seccidn utilizamos el modelo de asignacion de aotovértices que identifica cada coloreo con
un vector enter@x, w) que satisface las restricciones12 y (4.13.

Observemos que & es un grafo conexo, la restricciongs1(3 implican que si un coloj no es usado
(wj = 0) ningun vertice puede ser coloreado con ese calgi= 0 para todos € V). Sin embargo, en caso
de queG tenga un vértice aislada, las restricciones4(13 no evitan una solucion com; = 0y xyj = 1.
Esto no es tenido en cuenta en los modelos del PCG ya que paleereeste problema basta contemplar
cada una de las componentes conexas.d&in embargo, como se ha visto en la Sec@dnesto no sucede
cuando trabajamos con el PCEG. Por esta razén, para cuatpikelo del PCEG, debemos tener en cuenta
restricciones adicionales que eviten este inconvenientap las siguientes:

Xvj < Wi, vvel,1<j<n (4.19)

dondel = {veV :d(v) =0} (I es el conjunto de vértices aislados@le

Por otra parte recordemos que, para que un coloreo seatequitiebe satisfacer la restriccion de
equidad. Esto es, la diferencia entre los tamafios de desalascolor no puede superar la unidad. Si somos
capaces de escribir esta condicién con desigualdadeselinea términos de las variables del modelo para
el PCG, entonces podemas definir un modelo para el PCEG.

Observemos que §x,w) satisface las restriccione$.12), (4.13 y (4.19, y j es un color que se usa en
el coloreo quex, w) representa, entonceg = 1y el tamafio de la clagepuede ser calculado cghcy Xy;.
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Entonces, la restriccion de equidad puede ser reformulatirminos de las variables ¢e w):

wi=wj=1 = —-1< Z/xvi—gx\,jglV1§i<j§n.

Para modelar esta restriccion como una inecuacion linemhutores delf] introducen una constante
M de valor muy grandeb{g M, coloquialmente) y proponen las siguientes restricciones

Z/XVI ;XVJ (2M + 1) — Mw; — Mw;, vi<i<j<n (4.20)
ng. Z/x\,, —(2M 4 1) + Mw; + Mw;, vi<i<j<n (4.21)

Asumiendo que se usen al menos dos colores para pi@gaeldamano de una clase de color no puede
superar dn/2]. Entonces un valor apropiado pavepuede sefn/2] — 2, dado que el resultado de evaluar
(2M +1) — Mw; — Mw; es Zn/2] — 1, [n/2] o 1 dependiendo de si cero, uno o dos de los coloyesson
empleados. En los primeros casos, ambas restriccionegdondantes mientras que en el Ultimo imponen
que||G| —[Gj|| < 1.

La formulacién compuesta por las restricciondsl, (4.13, (4.19, (4.20) y (4.21) nos permite re-
solver el PCEG. A esta formulacion la llamaren8SCF(Symmetric Equitable Coloring Formulatipn

Sin embargo, es sabido que las restricciones que utilizabigrM generalmente producen relajaciones
lineales muy pobres. Ademas de esto, la formula@&€CFno evita soluciones simétricas con el agregado
de restricciones como las vistas en la seccion anterioguakes han funcionado muy bien en el marco de
un algoritmo Branch-and-Cut para el PC&].

De hecho, esta formulacién no se ha utilizado para resoMeCEG mas que en instancias muy pe-
queias 13] (no mas de 35 vértices, con excepcion de algunas instanm@gsres de muy baja densidad
como el graftkneser9_4).

Si, junto a las restriccioneg (12 y (4.13), consideramos también las restriccion#49 (aquellas que
impedian que se use el colp#- 1 si no se usa el colgp), entonces una solucién entésaw) representa un

r-eqcol siy solo si los colores 1.,r son los Unicos que se utilizan, es decir qge=wW, =...=w, =1y
W1 = W2 =... = Wy = 0. Equivalentementdx, w) representa un-eqcol si y s6lo si
W W 1, sik=r,
k— Wikl = .
0, sik#r.

Segun la Observacioh.5.], las restricciones de equidad pararmagcol también pueden ser formu-
ladas comdn/r| < |Cj| < [n/r] paratodo < j <r. De esta manera, las restricciones de equidad pueden
modelarse con las siguientes desigualdades lineales:

ngi =3 H (Wi — W), v1<j<n (4.22)
ve 1

2 n .
VGZ/XVj < ij h-‘ (Wi — Wie-1), V1<j<n (4.23)

En efecto, para cualquier solucion que representeeqrcol, el lado derecho de las restricciork2
y (4.23 sera|n/r] y [n/r] respectivamente para todo< r, mientras que parg > r el lado derecho de
ambas sera cero. Para facilitar la escritura de estasisties se utiliza una variabh,  ; no definida, que
se considera siempre con valor cero.

A la formulacion compuesta por las restriccionéd p), (4.13), (4.19), (4.19, (4.22 y (4.23 la llamare-
mosECF (Equitable Coloring Formulation Esta formulacion tiene asociada el siguiente poliedro:
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Definicion 4.3.2. El poliedro ¢ es la capsula convexa de las soluciones enteras de la foodul&CF:
£0p = con{ (x,w) € {0,1}"": (x,w) satisface(4.12), (4.13), (4.15), (4.19), (4.22), (4.23)}

Puede observarse que no agregamos las restricciérigs énECF. En realidad, estas ultimas son do-
minadas por las restriccione$.22).

Tal como fue planteado anteriormente, en la formula&@# ain permanecen determinadas soluciones
simétricas que pueden ser eliminadas con la incorpora@dasdrestricciones4(16). De esta manera, nos
aseguramos que los tamarios de las clases decrezcan edrreldms colores y, de acuerdo a lo observado
en 1.5.1, un k-coloreo sera equitativo $C;| = (”j‘(“} para todo 1< j < k. Es decir que conocemos
exactamente el tamafio de cada clase ek-eqcol, y las restricciones de equidad pueden modelarse con
ecuaciones lineales de la forma:

n .
Z/XVj = z {w-‘ (W — Wiy 1), v1i<j<n (4.24)
ve k=] k

La igualdad anterior para el cage= 1 es combinacion lineal de las demas y, por lo tanto, puedtreei

Llamaremos£ECH a la formulacion que comprendé.12), (4.13), (4.15, (4.19, y (4.24). Esta formu-
lacion tiene asociada el siguiente poliedro:

Definicion 4.3.3.El poliedro £cP; es la capsula convexa de las soluciones enteras de la foodul&CH:
£0Py = conv (x,w) € {0,1} " (x,w) satisface(4.12),(4.13), (4.15), (4.19), (4.24)}

En el modeloECF aun subsisten coloreos simétricos debido a que las claseslatecon el mismo
cardinal son intercambiables entre si, en el siguientédserPara urk que divide an, todas las clases de
color de urk-eqcol tienen el mismo cardinalBCF, no elimina mas soluciones simétricas dq@F. En el
caso en qué& no divida an, existen clases de color de tamafiogk| y |[n/k| + 1. Si bienECF; elimina las
soluciones simétricas que se desprenden de intercambigéitices entre una clase de tamafigk| con
una de tamafipn/k| + 1, ain mantiene las soluciones que surgen de intercambigéttices de dos clases
de color del mismo tamafio.

Ya vimos que para evitar estas soluciones, agregamos tasgemes 4.17) y (4.18.

2 2
8 3 1 3
77 /N Y4 7 4
6 5 6 5
(a) 432 soluciones (b) 653 soluciones

Figura 4.1: Dos etiquetados pdfa;
Es importante aclarar que el nimero de soluciones entere€8edepende fuertemente de la forma

en que etiquetamos los veértices. En la Figlibestablecemos dos etiquetados diferentes del dtafoEl
etiquetado de la izquierda da lugar a 432 soluciones diiesemientras que el de la derecha produce 653.
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Esto va a ser un factor a tener en cuenta cuando implementdmsielo, puesto que distintos criterios de
etiquetado pueden conducir a distintos comportamientioslgiaritmo que resuelve el modelo.

LlamaremosECF, a la formulacion que consta dé.12), (4.13, (4.19), (4.17), (4.18), (4.19, (4.22 y
(4.23. Esta tiene asociada el siguiente poliedro.

Definicion 4.3.4. El poliedro £¢P; es la cdpsula convexa de las soluciones enteras de la foodual&CF:

£0P, = conv (x,w) € {0,1}"+": (x, w) satisface(4.12), (4.13),
(4.15),(4.17),(4.18),(4.19,(4.22),(4.23)}

4.4. Comparacion de los modelos propuestos

A continuacién analizamos los modelos de la Secdi@rBen base a los siguientes pardmetoasitidad
de variablescantidad de restriccioneg cantidad de soluciones enteras

En primer lugar, podemos asumir que las variaklgsonv < j pueden ser eliminadas de la formulacion
ECF, debido a las restriccioned.(7), y estas Ultimas no se deben tener cuenta al contabilizamiidad
de restricciones d&CF,. También asumiremos que el graBen cuestion es conexo, pues de no serlo,
simplemente debemos agregar las restricciodgiff(a cualquiera de los modelos, que soh dondel es
el conjunto de vértices aislados GeBajo estas consideraciones armamos el Cuadro

SECF ECF ECH ECR,
Variables || n?+n n°+n n°+n 3?4 3n
Restricciones| n?+|E|n | ([E[+4)n—1| (|E|+3)n—1 | in?+ (|[E|+L)n—-1

Cuadro 4.1: Cantidad de variables y restricciones

En lo que respecta a cantidad de soluciones enteras, no psdatanun valor Unico para cada formu-
lacion pues éste depende de la estructura del grafo. Poplejepara un grafo estrellé; m,, la cantidad de
soluciones enteras asociadas a la formulaEiGf es

mH-1 m—k+1 2 2
2 )
m+ r=m—k+2 r

2

mientras que para un grafo complétg, 1, esta cantidad gsn—+ 1)!.

En el cuadraet.2se pueden consultar los nimeros de soluciones para cadéoreadgafos estrell&;
con 3< m< 7. PareECF, se muestran dos columnas. La columna (a) corresponde atoage el primer
vértice es el centro de la estrella y la (b) corresponde & deslos casos (véase la Figurd para el caso
m=7).

De los cuadrogl.1y 4.2 podemos ver que la formulaci@®ECF es la que mas restricciones tiene (de
las cuales hay? — n restricciones que dependen de un vaigrM) y el nimero de soluciones enteras crece
mas rapido que en los otros casos. Pruebas preliminaresiastancias muy pequefias ya descartae@Fr
como opcioén.

Los modelos restantes, sin embargo, deben ser analizadesaywr profundidad. Si bieBECF, tiene
menos variables que el resto de los modelos y ademéas muesitanero bajo de soluciones enteras, tiene
mas restricciones qUeECF y ECH, lo que podria ocasionar que el computo de las relajaciomeslés con-
suma mayor tiempo. Por otro ladBCF podria presentar mejor performance @@F porque involucra
menos restricciones y rompe mas simetrias. En el Capltpfobaremos empiricamente los modeissF,
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Grafo | Xeq(G) | SECF | ECF | ECR | ECR (a) | ECR (b)
Kis 3 96 42 30 4 5
Kis 3 1020 | 282 | 162 11 15
Kys 4 13320 | 2280 | 1020 | 33 48
Kys 4 206640 | 21600 | 7470 | 115 170
Ky7 5 || 3709440 234360| 61740| 432 653

Cuadro 4.2: Cantidad de soluciones enteras para grafeflastr

ECR y ECF, a fin de obtener aquel que pueda brindar el mayor beneficiestnaualgoritmo Branch-and-
Cut.

Respecto a los poliedros asociados a estos modetuses el que resulta ser mas independiente de las
particularidades del grafo, lo que lo vuelve més sencill@uo@izar poliedralmente comparado cefP,

y ECP». En particular, la dimension decr, depende también del etiguetado de los vértices que hace aun
mas dificil su caracterizacion. Profundizaremos mas sesteeproblematica en la Seccibrb.

Por otro lado, cualquier desigualdad valida par es también valida para los otros poliedros men-
cionados, ya que tantgCP; como ECP, estan contenidos eAcP. En otras palabras, podemos estudiar
el poliedro£c? independientemente del modelo que elijamos luego. Estesea @l objetivo del Capitu-
lo 5. Los resultados que obtengamos alli seran utilizados parsteente en el Capitulé para desarrollar
las rutinas de separacion vinculadas a cada familia qui pupntros elementos, constituiran un algoritmo
Branch-and-Cut que resuelva el PCEG.
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Capitulo 5

Estudio del Poliedro de Coloreo Equitativo

En este capitulo presentaremos un detallado estudio palli@ezc?, el poliedro asociado a la formu-
lacion ECF vista en la Secciér.3.3 Sobre el final haremos algunas observaciones acerca deliedrps
ECP1 Y ECP.

5.1. Dimension del poliedroec?

De acuerdo a lo observado en la Secci®p a partir de este momento trabajamos con gr&asn
veértices universales y tales que2xeq(G) < n—2. En los casos restantes el problema PCEG se puede
resolver en tiempo polinomial. Asumiremos ademas@uiene al menos 5 vertices.

Para simplificar la notacion vamos a escrijif en vez dexeq(G) y A en vez deA(G) siempre ques
sea el grafo al que se hace referencia en el contexto.

Recordemos quek es el conjunto de vértices aislados del gréfy . es el conjunto de enterds>
Xeq(G) tales queG no admite urk-eqcol, segun la Definicio@.1.1 Recordemos también qua? es la
capsula convexa de las soluciorigsw) € {0, l}”z“‘ que satisfacen:

n

S =1, Vvev (4.12)
=1
Xuj +Xvj < Wj, YuveE, 1< j<n (4.13
Xvj < Wj, vvel,1<j<n (4.19
W1 < Wj, vi<j<n-1 (4.15
n .
Xvj > {—J (Wi — Wict1) Vi<ij<n (4.22)
v;/ ij k
" [n .
Xvj < {——‘ (Wi — Wict1) Vi<ij<n (4.23
v;/ ij K

A partir de ahora, cada vez que nos refiramos a un colorecatigajtestaremos aludiendo a un coloreo
asociado a un punto extremo del poliedrop. Ademas, usaremos indistintamente las representacienes d
los coloreos como vectores binarios, mapeos o clases de &plgor ejemploc es unk-eqcol tal que
c(1) =c(2) =1 entonceq1,2} CCyy X11 = X1 = 1,%1j = %pj = 0 para todo X j < n, wj = 1 para todo
1<j<kywj=0paratodk+1<j<n.

Dos operadores entre coloreos seran de gran utilidad enagstelo. El primero se basa en el hecho de
gue el intercambio de colores en kieqcol produce otré-eqcol.
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Definicion 5.1.1. Sea c un k-eqcol de G con clases de colorgs C, Cc y sea L= (j1, j2,-.., jr) una lista
ordenada de distintos colores entre 1y k. Se define como,$w)agd k-eqcol cuyas clases de colores son
Cy, .. Gysatisfacen ©=C;, V1<t<r-1C; =Cj,yG=C Vi¢gL.

El otro operador nos permite construir (k+ 1)-eqcol a partir de uk-eqcol con[n/2] <k <n-—1.
Observemos que en todos lk®qcols cork > [n/2], las clases de colores tienen uno o dos elementos, y
asignandole el coldt+ 1 a un vértice perteneciente a una clase de tamafio dos, oluene(k+ 1)-eqcol.
Formalmente:

Definicién 5.1.2. Sea ¢ un k-eqcol de G cdm/2] <k <n—-1y vV tal que ¢v) = ¢(V). Se define
intro(c,v) como el(k+ 1)-eqcol ¢ que satisface’¢v) =k+1yc(i) =c(i) VieV\{v}.

En la Proposicion 1 desf] se presenta un procedimiento para generar coloreos aftermelependien-
tes a partir de um-coloreo. Al incorporar en éste la condicion de equidad erctdoreos, obtenemos un
nuevo procedimiento que nos permitird generar coloreosagigus afinmente independientes a partir de un
n-eqcol.

Definicién 5.1.3. Sean u y Lvértices no adyacentes en G y séain n-eqcol dado, en dondé(@) =ny
ct(U) = n— 1. Se define PRQE!) como el conjunto de coloreos que incluye*aya los siguientes:

. cfj = swap,j j(c!) para cada jj’ € {1,...,n—1} tal que j# j'. De esta manera, construimos
(n—1)(n—2) coloreos.

. cJ3 = swap,j(c!) para cada je {1,...,n—1}. Asi construimos # 1 coloreos mas.

» El (n—1)-eqcol ¢ tal que ¢(u) =n—1y (i) =cl(i) VYieV\{u}.

. cJ5 = swap.1j(c*) para cada je {1,...,n—2}. Aqui tenemos # 2 coloreos mas.

= Un k-eqcol arbitrario de G gpara cada ke {Xeq, - - -,n— 2}\.7. Obtenemos A Xeq— |-#| — 1 colo-
reos mas.

Lema 5.1.4. Sea ¢ un n-eqcol de G tal que los vértices de colores nyno son adyacentes. Entonces
PROQc!) es un conjunto de’n- xeq— |-7| coloreos equitativos de G afinmente independientes.

La prueba de este lema es casi idéntica a la de la Proposiain[d4], y puede encontrarse en el
Capitulo9.
Para el estudio de la estructura facialzer debemos comenzar identificando la dimensiorede.

Teorema 5.1.5.La dimension deec? es 1f — (Xeq+ || +1) y un sistema minimal de ecuaciones para
ZCP es:

n
Zx\,jzl, VveV (5.2)
=1
wj =1, V1<) < Xeq (5.2)
Wj = Wj41, Vijies (5.3)
X\/n - Wn. (54)
2

Demostracién.Debemos probar que:

(i) Todo coloreo equitativo satisface las igualdades d#ésia minimal.
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5. Estudio del Poliedro de Coloreo Equitativo

(i) Lasigualdades son mutuamente independientes.
(iii) Existenn? — Xeq— |-7’| coloreos equitativos afinmente independientes.

La primera condicion se cumple pues las igualdade} estan explicitamente declaradasEBF como
restricciones de asignacion, las igualdade®)y (5.3) surgen de la definicion deqy - respectivamente

y la igualdad %.4) afirma que la dltima clase de color tiene exactamente uneglensi el Gltimo color es
usado. La segunda condicion también se cumple dado quegralddd involucra una variable que no esta
presente en las demas igualdades. Finalmente, debido @ gaess un grafo completo, existen vértiaes

y U no adyacentes. Se&a un n-eqcol tal quect(u) = ny c¢(u') = n— 1. Con este coloreo, el Lental.4
prueba la condicion (iii). O

En las proximas secciones analizaremos la dimensién deatas deec? definidas por diversas de-
sigualdades validas. Para ello, haremos uso reiteradosifgui@nte observacion.

Observacion 5.1.6.Dado un poliedro P y una cara E {x € P: nx = 1p} definida por una desigualdad
nx < 1p valida en P, para probar que F es faceta de P, es suficiente xloibie dim(P) puntos afinmente
independientes de F. Por el contrario, si deseamos probarFjuo es faceta de P basta con exhibir una
igualdad ux = g que no pueda obtenerse mediante una combinacion linealsdeclaaciones del sistema
minimal de P y la igualdadix = 1.

5.2. Caras definidas por las desigualdades de la relajacioméal del modelo

Comenzamos por las restricciones de no negatividad de fizdbhes.

Es facil ver que las restricciones de no negatividad de laablasw; nunca definen facetas. En efecto,
w; > 0 esta dominada por la restriccion.15 paraxeq < j < n, y nunca se satisface por igualdad para
] < Xeq- Paraj = n, tenemosw, = 3,y Xn > 0 por 6.4) y la no negatividad d&, para todov € V.

No sucede lo mismo con las variabbepara las cuales podemos probar:

Teorema 5.2.1.Sea vV y1 < j <n. Larestriccion ¥ > 0 define una faceta dece.

Demostracion.Para probar que,j > 0 define una faceta dece, vamos a exhibin? — xeq— || — 1 colo-
reos afinmente independientes que satisfages 0, acorde a la Observaciénl.a

Casoj < n-—2.Seamu,u €V\{v} vértices no adyacentes y sefaun n-eqcol tal quect(u) = n, c*(u) =
n—1ycl(v) # j. Consideramos los coloreos BROGc!), pero elegiendo los colorea§ de manera que
no pinten av de colorj lo cual siempre es posible. Cada elemento de este conjuntololeos, excepto
cicl ) satisfaceq = 0.

Caso j = n—1. SeaS el conjunto de los-eqcols y(n— 1)-eqcols presentados en el caso anterior para
j =n—2. Es claro que todo coloreo @satisfacex,,_» = 0. Consideramos los coloressvap_1n_2(€)
para cad& & Sy unk-eqcol arbitrario dé&s para cad& € { Xeq, ... ,N—2}\.”. Todos los coloreos satisfacen
Xyn-1 = 0.

Caso j = n. Seau’ un vértice no adyacente\ay seac' un n-eqcol tal quect(v) =ny c*(u) =n—1.
Consideremos los coloreos ®&ROQc!) pero excluyendo &'. Los coloreos restantes satisfacen =
0. O

Analizamos ahora las desigualdades de cota superior dariables. Las desigualdadeg < 1 nunca
definen facetas porque son implicadas por la restricciorsig@acion 4.12) y las desigualdades,;; > 0.
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5. Estudio del Poliedro de Coloreo Equitativo

Respecto a las desigualdadaegs< 1, su facetitud sera un corolario del resultado asociade @gsigual-
dades del orden establecido entre los colores.

Teorema 5.2.2.Seal < j < n— 1. La restriccion ¢.19, wj;1 < wj, define faceta d&c? siy sélo si G
admite un j-eqcoly # n— 1.

Demostracion.SeaF; la cara dezc? definida por la desigualdaali, 1 < w;j.

Si G admite unj-eqcol yj # n— 1, consideramos las solucionesRIROQ ¢!) para cualquien-eqcolct
y excluimos te—eqcoIc?. Es féacil ver que estos sar¥ — Xeq— |-#’| — 1 coloreos afinmente independientes
que satisfacew; 1 = w;.

Ahora demostramos queGino admite unj-eqcol oj = n— 1 entonced; no es una faceta dece.

Si G no admite unj-eqcol, i.e.j € {1,..., Xeq— 1} U.#, entonces4.15 es una combinacion lineal de
ecuaciones del sistema minimal y, por lo tarffp= ECP.

Por otro lado, la clase de colar- 1 de todo coloregx, w) que satisfacev, = w,_1 tiene a lo sumo un
veértice. En este cas@x, w) verificay ey Xun—1 = Wn_1 Y, Segun la Observacidh 1.6 F,_1 no es una faceta
de £cP. O

Corolario 5.2.3. La desigualdad w< 1 define faceta d&cC? siy s0lo Si j= Xeq+ 1.

Demostracion.SeaF; la cara dezc? definida por la desigualdaal; < 1.

Si j < Xeq Fj = ECP por las ecuacione$(2). Si j > Xeq+ 2, la desigualdaav; < 1 es dominada por
(4.19. Para el casg = xeq+ 1, la caraFj es la misma que la cara que defime< w;_y, la cual es faceta
por el teorema anterior. O

Los resultados anteriores (Teorenda®. 1y 5.2.2 son, en realidad, adaptaciones de resultados similares
propuestos en las Proposiciones 2 y 3§ para el poliedro de coloreo clasico.

Los siguientes teoremas examinan la facetitud de lasaestnes de equidad.

Teorema 5.2.4.Seal < j < n. La restriccion

D n
Xvj > {—J (Wic — Wit 1)
VGZ/ ij k
define una faceta dec? siy solo si j# n.

Demostracion.SeaF; la cara deec? definida por 4.22). Vamos a demostrar que, pgr& n— 1, Fj es una
faceta dezcP exponiendan? — Xeq— |-”’| — 1 coloreos afinmente independientes que caigd).edearu, U
vértices no adyacentescy un n-eqcol tal quect(u) = ny c'(u) = n— 1. Consideremos las soluciones de
PROQ(c!) y elijamos aquellos colore@§ de forma que satisfaga@;| = |n/k| cuandok > j. Los coloreos
propuestos, excepto aquel— 1)-eqcol que asigna el colgrauy U simultineamente (§i=n— 1 éste es
c*y, sino, esx:js), pertenecen &;. Por lo tantoF; es una faceta dece.

Si j = n, la desigualdad4(22 dada por igualdad es equivalente a la ecuaciof) (lel sistema minimal
y, consecuentementE;, no es faceta dece. O

Teorema 5.2.5.Seal < j < n. Larestriccién

" 'n
Xvj < [—-‘ (Wi — Wit 1)
v; ij k
define una faceta dec? siy solo si j=n—1.
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5. Estudio del Poliedro de Coloreo Equitativo

Demostracion.SeaF; la cara dezce definida por 4.23. Vamos a exponen? — Xeq— |-#| — 1 coloreos
afinmente independientes que caigarFgn, es decir la cara definida pgkcy Xvn-1 < 2Wh_1 —Wy. Dado
quen > 5y Xeq < N— 2, existen verticesiy, Uy, Us, Us, Us € V tales queu; no es adyacente@ y us no es
adyacente a4. Seac! unn-eqcol tal queet(uy) = ny ct(up) = n— 1. Sean ademéds = ct(u3) y j2 = ct(us).

Consideramos los colorees, ¢f ;,, ¢} y c* generados pdPROQc'), junto con los siguientes:

= El(n—2)-eqcolctal queciuy) = &(Up) = j1, 6(uz) = E(Ug) = jo y €(i) = (i) VieV\{uy, U, Uz, Us}.
= swap,j,(€) paracadg € {1,...,n—2}\{]j1, jo}. De esta forma, construimes- 4 coloreos mas.

u SW&Q(US)JZ(C).

» Un k-eqcol arbitrario de5 para cad&k € {Xeq,...,n—3}\7. Tenemod — Xeq— |-7| — 2 coloreos
mas.

Se puede probar que estos coloreos son afinmente indepisdiguiendo un razonamiento similar al del
Lemab.1.4 Por lo tantof,_; es faceta d&ce.

Cuandoj # n—1, Fj no es faceta decr. En efecto, sij = n entonces la desigualdad.23 dada
por igualdad es equivalente a la ecuacibr)(del sistema minimal, concluyéndose asi G4e= £¢P. Si
j <n—2, todo coloredx, w) que cae efr; satisfacey .y Xyn-1 =Wn_1Y Fj no puede ser faceta degr. [J

Més adelante veremos una familia de desigualdades que adenfas restriccionegl (23 para los casos
enquej <n-—2.

Respecto a las restricciones de adyacentit3(y de vértices aisladog (19 veremos que son domina-
das por desigualdades que presentamos en la proxima seccion

5.3. Desigualdades validas heredadas del poliedro de catorclasico

En [62] se estudia el siguiente poliedro asociado a una formulaséd PCG.

Definicion 5.3.1. El poliedro ¢? es la capsula convexa de las soluciones enteras de la fooulale
asignacion de colores a vértices con las restriccioned4 y (4.15):

cp = con{(x,w) € {0,1}"+": (x,w) satisface(4.12), (4.13),(4.14), (4.15)}

ComoZce esté incluido errp, toda desigualdad valida pare también lo es parac?. En esta seccion
analizaremos la dimension de las caras que defingtrenas desigualdades vélidas estudiadasséhgara
CP.

En algunos casos donde desigualdades que definen facetas\delefinen faceta dec, aplicaremos
el procedimiento défting secuenciadefinido en 6] que permite incrementar la dimension de la cara que
define la desigualdad estudiada y, eventualmente, alckneandicion de faceta.

5.3.1. Desigualdadeblock

Estas desigualdades fueron introducidasé@hgon el nombre de desigualdad&sula Color. Dado un
vérticevy un color j, la desigualdady, j)-block esta definida como

n
> Xk < Wj. (5.5)
K=

Esta desigualdad es valida en ya que, sw;j = 0, el vérticev no utiliza ningan color dg,...,n.
En £cp, las desigualdades block dominan a las desigualdades tilses@islados4.19).
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Teorema 5.3.2.Sea vV y1 < j <n. La desigualdad&.5) define una faceta dec? siy solo si, o bien G
admite un(j —1)-eqcol y3< j <n—1, o bien j=2.

Demostracion.SeaF la cara dezce definida por la desigualdag, j)-block. Para efectuar la prueba de
qgue F es faceta deccP adaptamos las Proposiciones 5.6.1 y 5.6.26#. [Sabiendo qués admite un
(j—1)-eqcol y 2< j < n—1, vamos a proponar? — Xeq— |-#’| — 1 coloreos afinmente independientes
pertenecientes k. La independencia afin de ellos puede determinarse de esingitar a la presentada en
Lemab5.1.4 Seac’un (j — 1)-eqcol deG y seaq = &(v).

Caso3< j <n-2.Searu,u € V\{v} no adyacentes. Consideramos el siguiente conjunto descslor
= Unn-eqcolctal quec(v) = j,c(u) =nyc(u) =n—1.

= swapkk (c) para cadak k' € {1,...,n—1} tal quek’ # ky, en el caso qu& = j entoncek > j.
Tenemosgn—1)(n—2) — j + 1 coloreos.

= swap(c) para cad& € {1,...,n—1}. Con esto construimas— 1 coloreos mas.
= El (n—1)-eqcolc tal quec’(u)=n—1yc/(i)=c(i) VieV\{u}.

» swap_1k(C) para cad& € {1,...,n—2}. Aqui tenemos — 2 coloreos.

= El (j—1)-eqcolc:

= swapk(€) para cad& € {1,..., ] — 1}\{q}. Tenemos — 2 coloreos aqui.

= Un k-eqcol deG que colorees con colorj para cad& € {j,...,n—2}\.”, y unk-eqcol arbitrario de
G para cad& € {Xeq, - .-, ] — 2}\.. Obtenemo® — Xeq— || — 2 coloreos mas.

Casoj = n—1. ComoG no tiene vértices universales, existe un vérnticeo adyacente a. Ademas, dado
que Xeq < N— 2, existenu,u’ € V\{v,V'} no adyacentes entre si. Consideramos el siguiente conjiento
coloreos:

= Unn-eqcolctal quec(v) =n—1,¢c(V)=nyc(u)=n—2.

» swapkk(c) para cadek k' € {1,...,n— 1} tal quek’ #ky k' # n— 1. Tenemosn—2)(n—2)
coloreos.

= swap(c) para cad& € {1,...,n—1}. Con esto construimas— 1 coloreos mas.

= El (n—1)-eqcolc tal quec' (V) =n—1yc/(i)=c(i) VieV\{V}.

= El (n—1)-eqcolc” tal quec’(U) =n—-2,c"(V)=c(U)y (i) =c(i) VieV\{Uu,V}.
» swap_2k(c”) paratoddk € {1,...,n— 3}. Aqui tenemos — 3 coloreos.

= El (n—2)-eqcolC.

= swapk(€) para cad& € {1,...,n—2}\{q}. Tenemosr— 3 coloreos aqui.

= Unk-eqcol arbitrario dés para cad& € { Xeq, ... ,n— 3}\.7. Obtenemos — Xeq— |-7’| — 2 coloreos
mas.
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Casoj = 2. Dado quew, = 1, la desigualdadv,2)-block esy}_,xx < 1. Restando la igualdad de asig-
nacion 6.1) obtenemos,; > 0, que define faceta dec? por Teoremd.2.1 Luego, la(v, 2)-block también
define faceta dece.

Ahora revisamos los casos en dorféleo es faceta decr. La desigualdady, 1)-block siempre es
satisfecha por igualdad y entondés= £cP. En el caso de la desiguald&d n)-block, los puntos de la
cara que la definen también satisfacgn = 0 para todo/ # v, no siendo entonces una desigualdad que
defina faceta de&cr. Finalmente, siG no admite un(j — 1)-eqcol entonces toda solucién Hesatisfaria
Xvj—1 = 0. En efecto, se@, w) unk-eqcol deG tal quezﬂzj Xvk = Wj. Sik < j — 2, claramente,j_; = 0.

Si no, ZE:J- Xy = 1 dado quek # | — 1, y entonces,j—1 = 0. De aqui qué= no puede ser una faceta de
ECP. U

5.3.2. Desigualdades de rango

Dado un conjunt®&C V y un colorj, llamamogdesigualdad de rang(asociada &y j) a la desigualdad
SvesXvj < a(S)w;. Puede verse faciimente que todas las desigualdades adesangalidas para?. Mas
aun, siSno esa-maximal, es decir que existe un vérticel quea (SU{v}) = a(S), entonces la desigualdad
de rango asociadaly j esta dominada por la desigualdad de rango asoci&d&{g} y j. Por este motivo,
en esta seccidn asumimos que los conjuteiempre sorr-maximales.

Observemos que si(S) = 1, Ses una clique d& vy las desigualdades de rango toman la forma

ZSXVJ‘ < Wj.
Ve

Estas son ladesigualdades de cliqugesentadas egf]. Dada una cliqu& y un color j, nosotros llamare-
mos(Q, j)-clique a esa desigualdad, i®.cqXvj < W;.

Si|Q| =1, i.e.Q = {v} para algurv, entonces la desigualdd@, j)-clique es dominada por lgv, j)-
block. Si|Q| > 2, esta desigualdad siempre define facetazlg5?]. Esto vale aun par&c?, como afirma
el siguiente teorema.

Teorema 5.3.3.Sea j< n—1y Q una clique maximal de G tal qu®| > 2. La desigualdad Q, j)-clique
define una faceta dece.

La prueba de este teorema puede encontrarse en el Cdpitulo

En [62] se prueba que, pam(S) > 2, las desigualdades de rango asociadas 8 armaximal y un
j <n—a(S) no definen facetas der, y mediante la aplicacion de un lifting secuencial se oltitn
siguiente desigualdad valida para:

n—-1
ve veV k=n—-a(S)+1

Nos referiremos a esta Ultima comallesigualdad S, j)-ranga En la Proposicion 5.9 déf] se dan condi-
ciones suficientes para que estas desigualdades defintasfdegr.
Analizamos ahora las desigualdad8sj)-rango cuanda (S) = 2. En este caso, la desigualdad toma la
forma:
Xvj+ ) Xun-1 < 2Wj +Wnp_1 — Wp, (5.6)

y nosotros la llamaremos desiguald&lj)-2-ranga
El siguiente resultado da una condicion necesaria paragjaelesigualdad defina facetaser.
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Lemab5.3.4.Sea j< [n/2] —1y ScV tal quea(S) =2y S exx-maximal. Si la desigualda(s, j)-2-rango
define faceta d&cr entonces para todo k tal quesk{max{ Xeq, j },...,n—1}\.”7, existe un k-eqcol donde
dos vértices de S comparten el mismo color.

Demostracion.SeaF la cara dezcr definida por §.6). Si existiese utk € {max{Xeq, j},...,n—1}\.* en
donde ningurk-eqcol deG pueda colorear dos vértices 8eon el mismo color, entonces, en tokleqcol,
el lado izquierdo deH.6) seria menor que el lado derecho (cuyo valor es 2). Luegaabidaningurk-eqcol
que yace elfr y, por lo tanto, todos los coloreos Besatisfarianw = wi 1. Dado quek ¢ .7, esta igualdad
no podria ser obtenida como combinacion lineal de las iguiglsl del sistema minimal da~? y (5.6), y la
caraF no podria ser una faceta dep. O

Condiciones suficientes para que la desigual@®gl)-2-rango defina faceta dec? son presentadas en
el siguiente teorema. Su prueba se encuentra en el Caitulo

Teorema 5.3.5.Sea j< [n/2] —1y ScV tal quea(S) =2y S esx-maximal. Si
(i) existe un conjunto estable H de tamafio 3 en G tal que:

= Si n es impar, el complemento de-@G tiene un matching perfecto M y ambos extremos de
alguna arista de este matching pertenecen a S,

= Si n es par, existe otro conjunto establé tdmbién de tamafio 3 en G tal quertH’ = &, el
complemento de G (H UH’) tiene un matching perfecto M, ambos extremos de algunaaarist
de este matching pertenecen a Sy existen vértieesl h € H’ no adyacentes entre si,

(i) para todo ve V\S, existen vértices diferentes's= S y un conjunto estable,H= {v,s,s'} en G tal
que:

= Sinesimpar, el complemento de-GH, tiene un matching perfecto,

= Sin es par, existe otro conjunto establ¢ ¢ tamafio 3 en G tal que M H, = @ y el comple-
mento de G- (HyUH,) tiene un matching perfecto,

(iii) para todo k tal que ke {max{Xeq, j},--.,[n/2] —2}\.7, existe un k-eqcol donde dos vértices de S
comparten el mismo color

entonces la desigualda@, j)-2-rango define una faceta de-?.
Para el casg > [n/2] — 1, presentaremos mas adelante una desigualdad valida domiaa.

Presentamos un ejemplo donde el teorema anterior se aplaalpmostrar que una desiguald&dj )-
2-rango define una faceta de.
4
5

3 8 9 10 11
o—o—0o—o

6
v

Figura 5.1: Grafo de los Ejempl&s3.6y 5.3.11

Ejemplo 5.3.6. Sea G el grafo presentado en la Figusal. Su nimero cromatico equitativo es 5. SiS
{1,2,...,7} entoncesa(S) = 2y S esa-maximal. Si H= {4,7,8} entonces H es un conjunto estable
tal que G—H tiene un matching perfect(1,10),(2,11),(3,5),(6,9)} con {3,5} C S. M&s aln, para
todo ve {8,9,10,11} existe un conjunto estable,H- {4,7,v} tal queG — H, tiene un matching perfecto.
Entonces, sl < j <5=[11/2] — 1, la desigualdadS, j)-2-rango define una faceta da"?(G).
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A continuacién presentamos otra forma de reforzar la degigd de rango clasica cuand@S) = 2.

SeaQ el conjunto de vértices d&@que son universales €8S, i.e.Q={gqe S : SC Nig]}. SiQno
es vacio, para cadec Q, el coeficiente de; se puede incrementar en la desigualggdsx,; < 2w;. Esto
motiva a la siguiente definicién.

Definicion 5.3.7. Sea SC V tal quea(S) =2y S esa-maximal. Sea @={qe S : SCN[q} # DYy
j <n—1. Definimos la desigualdas, Q, j)-2-rangocomo

Y xj+2 %xv,- < 2w;j. (5.7)
veS\Q ve

Lema 5.3.8. La desigualdad S Q, j)-2-rango es vélida para?.

Demostracién.Notemos que si algin vérticede Q utiliza el color j, ninguno mas e® puede pintarse de
j dado que todo vértice dees adyacente a Luego, el valor del lado izquierdo es a lo sumo 2 cuando el
color j se usa. O

Si |Q| = 1, la desigualdadS Q, j)-2-rango es dominada por otra desigualdad que presentaner@a®
adelante.

Los siguientes resultados nos dan condiciones suficieatasque 1aS,Q, j)-2-rango defina faceta de
ECP. Sus pruebas se hallan en el Capitailo

Teorema 5.3.9.Sea SC V tal quea(S) =2y S esa-maximal, y sea @ {qe S : SC N[q]}. Si|Q| > 2y
(i) ninguna componente conexa del complemento & @ es bipartita,

(i) para todo ve V\S tal que QC N(v), existen vértices diferentessse S\Q y un conjunto estable
Hy = {v,s,5'} en G que satisfacen:

= Sin esimpar, el complemento de-G, tiene un matching perfecto,
= Sin es par, existe otro conjunto establgd¢ tamafio 3 en G tal que i H), = @ y el comple-
mento de G- (HyUH,) tiene un matching perfecto,

entonces, para todo< [n/2] — 1, la desigualdad S, Q, j)-2-rango define una faceta da"?.

Corolario 5.3.10. Sea SC V tal quea(S) =2y S esr-maximal, y sea @ {g€ S : SC N[q]}. Si|Q| > 2,
ninguna componente conexa del complemento [ @ es bipartita y para todo ¥ V\S, Q\N(v) # &,
entonces la desigualda, Q, j)-2-rango define una faceta da~? para todo j< n—1.

El siguiente es un ejemplo en donde se emplea el resultadoant

Ejemplo 5.3.11. Sea G el grafo de la Figurad.1, S={1,2,...,7} y Q= {1,2}. La desigualdad S Q, j )-
2-rango define faceta dec?(G) paral < j < 10 pues se verifica el enunciado del corolafd.10Q los
vértices3, ..., 7 definen un agujero de longitud impar @y para todo = {8,9,10,11}, Q\N(v) = {1,2}.

En lo que respecta a las desigualdad&g)-rango cona(S) > 3, el siguiente resultado nos brinda
condiciones necesarias para que las mismas definan faeeta®d

Teorema 5.3.12.Sea S; V tal quea(S) > 3,y sea j< n—a(S). Si la desigualdads, j)-rango define
faceta dezcP entonces se verifican las siguientes condiciones:

(@ a(S) < n/Xeql-
(b) G no admite urin— a(S))-eqcol.
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5. Estudio del Poliedro de Coloreo Equitativo

Demostracion.SeaF la cara deecr definida por la desigualda@, j)-rango. Demostraremos por el ab-
surdo, asumiendo que si no se cumple (a) o (b), siempre existegualdad que no puede escribirse como
combinacion lineal de las ecuaciones del sistema minima@ey la (S j)-rango, lo que lleva a probar
gueF no es faceta dece.

Supongamos que no se verifique (a). EntoréS) > [n/Xeql. Si a(S) > [n/Xeq|, NINGUN Xeq-eqcol
pertenece & porque el lado derecho de la desigualdad egl8) mientras que el lado izquierdo a lo sumo
puede valefn/ Xeq|. Luego, todos los coloreos #esatisfacem,,,.1 = 1.

Por lo tanto, solo puede darsgS) = [n/Xeq|. Seav € V\Sy seac un coloreo equitativo arbitrario
gue yace eri-. Observemos que la clase de cojode c tiene que estar contenida completamenteSen
implicando quer no puede colorearse cgrenc. Es decir que todos los coloreos Eesatisfacern,; = 0.

Debido a que (a) esta obligada a verificarse, supongamoa ghierno se verifique (b). Es decir que
N—a(S) > Xeqy N—0a(S) ¢.7. Dado quexeq> 2, resulta 3 a(S) < [n/Xeq| —1 < [n/2] -1, lo que obliga
aGatener al menos 7 vértices. LuegdS) > [#(5)1 + 1y, por lo tanto, ninguiin— o (S))-eqcol satisface
la desigualdads, j)-rango por igualdad. Entonces todo colored-dsatisfacew,_q(s) = Wn_q(g)+1- Dado
quen—a(S) ¢ .7, esta ecuacion no puede escribirse como combinacion tiedak ecuaciones del sistema
minimal y la(S j)-rango. O

Las condiciones (a) y (b) del teorema anterior indican geedisigualdadess, j)-rango definen fa-
cetas corpoca frecuenciaEn particular, es facil ver que § es mond6tono nunca se verifican (a) y (b)
simultaneamente y, por lo tanto, estas desigualdades meddéicetas.

Respecto al cas=V, veremos mas adelante nuevas desigualdades validagpamgue dominan a
la desigualdadV, j)-rango.

5.4. Nuevas desigualdades validas parBc?

En esta seccidn presentaremos familias de desigualdatidasvparazc? que no son validas para
cP. Daremos condiciones suficientes para que definan facetaajgenos casos, condiciones necesarias.
También determinaremos una cota inferior de la dimensida dara que definen eac?, mostrando que
todas ellas definen caras de alta dimension.

5.4.1. Desigualdadesubvecindad

Las desigualdadede vecindadueron definidas encl] de la siguiente manera. Dado un cojoy un
vérticeu € V, la desigualdad

aNWpi+ 3 % <alN)w
veN(u

es valida parap. Estas desigualdades pueden verse como un caso partieulas desigualdades que
proponemos a continuacion.
Seaj un color,u un vértice d&/ y SC N(u). Es facil comprobar que la desigualdad

a(S)xuj+ 25ij < a(S)w;
ve

también es valida parar.

De hecho, si el colof no se usa, ambos lados valen cero, y si el cpg usa, entonceg,sxy; puede
contribuir hastax (S) cuandou no se pinta dg.

Observemos que si(S) = 1, obtenemos la desigualdad clique, ya analizada en la@®e£8.2 Por esa
razén, de ahora en méas suponemos @(® > 2.
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En [62], la desigualdad de vecindad es ajustada mediante urglifiicuencial, para el cago< n—

a(N(u))+ 1, obteniéndose la siguiente desigualdad valida para
n
a(N(U)xaj+ Y Xvj+ > (a(N(u)) +k—n— 1) < o (N(u))w;.
veN(u) k=n—a(N(u))+2

Nosotros realizamos un ajuste similar, sobre las desigdakimas generales presentadas anteriormente
y en el contexto del poliedrecr. Con este mecanismo obtuvimos dos familias de desigualdadilas
gue bautizamos como desigualdadesulevecindad

Definicion 5.4.1. Dados ue V, SC N(u) tal que S no es una clique y<jn—1, la desigualdadu, j,S)-
subvecindacks definida como

n

YisXuj + zngj + > (Vis— Ves)Xuk < VisWj, (5.8)
ve k=]+1

dondeys = min{[n/xeq|, [n/k],a(S)} para todo k.
Lema 5.4.2. La desigualdadu, j,S)-subvecindad es valida parece.

Demostracion.Sea(x, w) unr-eqcol. Sir < j, ambos lados dé&(8) valen cero. Si > jy x,; = 1, el valor
del lado izquierdo de5(8) es exactamentgs. En cambio, sk,j = 0, el términoy,sxyj puede contribuir
hastays mientras que el términgE:jH(VjS— Ws)Xuk puede contribuir hastgs — ys. Asi que el lado
izquierdo nunca excede @& y la desigualdad resulta valida. O

El siguiente resultado demuestra que estas desigualdadesrs definen caras de alta dimension. Mas
especificamente, la dimensién de la cara definida por laweiagd (u, j, S)-subvecindad es(n?) como
también lo es la dimension de?.

Teorema 5.4.3.Sea F la cara deec? definida por la desigualdagl, j, S)-subvecindad. Entonces dif) >
dim(zcr) — p, donde:

~Jo(u)+1-18, Si yjs =2
/2] —=1—|9+5(u), siys>3

Demostracion.Seans;,s, € S vértices no adyacentes y sea<lr < [n/2] — 1 tal quer # j. Vamos a
proponem? — Xeq— |-7’| — p coloreos equitativos afinmente independientes que yaten e

» Unn-eqcolctal quec(u) = j, ¢(sy) =nyc(s) =T.

= swapj, j,(C) paracadds, j» € {1,...,n—1}\{j} tales quej; # jo. Asi son construidon— 2)(n—
3) coloreos.

= SWaRs)n j(C) para cads € S\{s }. TenemosS — 1 coloreos mas.

= swap,j(c) paracadg’ € {1,...,n—1}. Tenemos— 1 coloreos mas.

= El (n—1)-eqcolc tal quec'(s;) =ryc(i) =c(i) VieV\{s}.

= swap,(c) paracadg’ € {1,...,n—1}\{j,r}. Asi fabricamos— 3 coloreos mas.

= Consideramos 2 casos segun el valoyge
Casoyjs = 2.swap,,j(C) para cadg’ € {1,...,n—1}\{j,r}, y swap,(c’). Asi obtenemos — 2
coloreos.
Casoyjs > 3.swap . j(c') para cadg’ € {[n/2],...,n—1} (observemos qug # j). Asi obtenemos
|n/2| coloreos.
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= Los (n— 1)-eqcolsc” tales quec’(s1) = c(v), c’(v) = jy c’(i) =c(i) VieV\{sy,V}, para cada
v € V\NJu]. De esta manera se construyen d(u) — 1 coloreos.

= Sij > Xeq €ntonces proponemos kreqcol arbitrario dé&s para cad& € {Xeq, ..., ] — 11\~

= swap ¢ (€) dondec’es unk-eqcol arbitrario dés, para cad& € {max{j,xeq}, ce,nN— 2}\5”. Entre
este item y el anterior suman- Xeq— |-’| — 1 coloreos mas.

La independencia afin de estos coloreos puede ser verifittadsnera anéloga a la propuesta en el Lema
5.1.4 O

Corolario 5.4.4. Sia(N(u)) = 2, la desigualdadu, j,N(u))-subvecindad define faceta de.

Demostracion.Observar que cuanda(N(u)) = 2, yjnw) = 2 Y €l teorema anterior nos asegura que la
dimension de la cara definida por la desigualdad, N(u))-subvecindad es al mendsn(£c?) — 1. Como
claramente existen coloreos equitativos que no satisfpoeligualdad esta desigualdad, sabemos que la
dimension de la cara es exactamedit®( £c?) — 1 y, por lo tanto, la desigualdad siempre define faceta de
ECP. ]

Veamos a continuacion que no es necesario analizar la dibmeths las caras definidas por las desigual-
dades(u, j,S)-subvecindad para valores glgales que[n/j] > [n/Xeq|, Ya que la misma coincide con la
dimension de la cara definida por la desigualtiageq, S)-subvecindad.

Teorema 5.4.5.Sea j tal que[n/j| > [n/Xeq|, Fj la cara deZcP definida por la desigualdadu, j,S)-
subvecindad y ;. la cara dezc? definida por la desigualdagl, Xeq, S)-subvecindad. Entonces, diR}) =
dim(Fy,,)-

Demostracion.Claramente, sir(S) < [n/xeq|, ambas desigualdades coinciden. Asi que supondremos que
a(S) > [n/Xeq|- Debido a qugn/j] > [n/Xeql, €NtONCEY < Xeqy Wj = Wy,, = 1. Luego, ambas desigual-
dades solo difieren en los coeficientes que acompanaxgly ay,,, para todos € V. Mas precisamente, el
coeficiente de;j en la(u, j,S)-subvecindad es igual al coeficientexdg,, en la(u, Xeq, S)-subvecindad, y
viceversa.

Sead = dim(Fy,,) y d’ = dim(Fj). Sic',c?,...,c%* son coloreos afinmente independientesgn, en-
toncesswap x.,(C') para todo 1< i < d+ 1 resultan coloreos bien definidos. Es evidente que eésto$
puntosson también afinmente independientes, pues s6lo hemos iméeftambio de columnas entre ellos.
Ademas yacen eR; y, por lo tantod < d'.

Para probar qud’ < d, seguimos el mismo razonamiento. O

El siguiente teorema presenta condiciones suficientescpezrdas desigualdades.8) definan facetas
dezce, para el caso en qy@/ j| < [n/Xeq]. Su prueba se encuentra en el Capitulo

Teorema 5.4.6.Sea G un grafo monétono,aV, j<n—1tal que[n/j] < [n/Xeq] Y SC N(u) tal que S
no es una clique y ademas, s (u) entoncesx (S) < [n/j| — 1.
Si se satisfacen las siguientes condiciones:

(i) paratodo3<i<min{[n/j],a(S)}, existe un( {%} - 1> -eqcol cuya clase de color;Gatisface
ICing =i,

(i) paratodo ve N(u)\S, existe un coloreo equitativo cuya clase de colps&tisfaceCiNS = a(S)y
(CiNN(u))\S= {v} (i.e. que pinta a v yr (S) vértices de S de color jy a ningln vértice mas en el
vecindario de u).
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entonces la desigualdad, j, S)-subvecindad define una faceta gep.

Recordemos que en el andlisis de las desiguald&I€ks j)-2-rango mencionamos que, cuan@o= 1,
la misma se encontraba dominada por otra desigualdad \@lielgpresentariamos mas adelante. Veremos
ahora que existe una desigualdad subvecindad que la domina.

Mas especificamente, dadpssn—1,Sc V tal quea(S) =2yQ={veS: SC N[V} ={q} (para
alging), la desigualdadS, Q, j)-2-rango es dominada por la desigualdad], S\{q})-subvecindad.

Como vimos en el Corolarib.4.4esta desigualdad siempre define facetade cuandoS\{q} = N(q).
Para los casos en q&&{q} S N(q), las condiciones suficientes del Teorebé 6pueden ser simplificadas
como muestra el siguiente corolario.

Corolario 5.4.7. Sea G un grafo monétono.<j [n/2] — 1, ueV y SG N(u) tal quea (S) = 2. Si para todo
v e N(u)\S, existen vérticess € Sy un conjunto estable,H= {v,s,s'} en G tal que:

= Sinesimpar, el complemento de-G, tiene un matching perfecto,

» Sin es par, existe otro conjunto establg d¢ tamafio 3 en G tal que i H| = & y el complemento
de G— (HyUHy) tiene un matching perfecto,

entonces la desigualdad, j, S)-subvecindad define una faceta Bep.

Demostracion.Caso [n/j] < [n/Xeq]. Vamos a probar que las hipotesis del Teoréma6 se satisfacen.

La hipétesis (i) se satisface trivialmente. La hipétes(S) < [n/j]| — 1 también pueg < [n/2] — 1.

Seav € N(u)\Sy My, Hy y H (en caso de qua sea par) el matching y los conjuntos estables dado por
hipotesis. Consideremos €ln/2| — 1)-eqcol cuya clas€; esHy y el resto de las clase de colores $d{n

(en caso de que sea par) y los extremos de las aristasvijeEntonces|C; NS = 2, (C; NN(u))\S= {v}

y la hipétesis (ii) del Teorema.4.6se cumple. Por lo tanto, la desigualdadj, S)-subvecindad define una
faceta dezce.

Caso[n/j]| > [n/Xxeq]- Segun el caso probado anteriormente, sabemos que laaésid{u, Xeq, S)-subve-
cindad define faceta dece y, en virtud del Teorem&.4.5 también define faceta la desigualdadj, S)-
subvecindad. O

Finalizamos esta seccién presentando ejemplos en dongéicandos Teoremas.4.5y 5.4.6

Ejemplo 5.4.8. Sea G el grafo de la Figura.2(a). Tenemos que G es monétornxy(G) = 3. Consideremos
la desigualdadu, j,S)-subvecindad en los siguientes casos:

1. Siu=1,S=N(1)y j =3, la desigualdad toma la forma

6
4x13+ ;X\/,S + X144+ X15+ 2X1,6 + 2X1 7 + 2X1.8 + 2X1,9 + 2X1 10+ 3X1,11 < 4w,
V—

Probaremos que define faceta #e? exhibiendo un [(1711 —1)-eqcol que verifiquéCs NS = 3y un
((%1 — 1)-eqcol que verifiqueCs NS = 4. Ambos coloreos se muestran en la Figdr2 (b) y (c)
respectivamente. Con estos coloreos podemos aplicar etime®.4.6

2. Siu=1, S=N(1) y 4 < j <10, no es dificil de ver que, usando también el Teorénhg la
desigualdadu, j, S)-subvecindad define faceta de.

3. Siu=1, S=N(1) vy je {12}, la desigualdad(u, j,S)-subvecindad define faceta d&? por el
Teoremeb.4.5
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4. Siu=1, S={3,4,5} y j= 3, la desigualdad toma la forma
3X1,3+ X33+ X434+ X53+ X1,6 + X1,7 +X1,8 + X1,9+ X110+ 2X1,11 < 3ws,

y, por Teorem®.4.6 define faceta decr dado quen (S) < [%1 — 1y existen los siguientes coloreos:
un ((1711 — 1)-eqcol tal qugCs NS = 3, un coloreo equitativo tal quEEsNS =3y (C3NN(1))\S=
{2}, y finalmente un coloreo equitativo tal q{@& NS =3y (C3NN(1))\S= {6}. Ellos se muestran
en la Figura5.2 (b), (c) y (d) respectivamente.

3 3
4 3
2 7 8 9 10 11 1 4 5 1 2 4
e o o o o o e o o o o o
5 ® (a) vértices 3 s (b) 5-eqcol deG
3 3
3 3
3 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1
e o o o o o e o o o o o
3 S (c) 3-eqcol corc(2) =3 3 s (d) 3-eqcol corc(6) = 3

Figura 5.2: Grafo y coloreos del Ejem@o4.8

5.4.2. Desigualdadetuera-vecindad

La siguiente familia de desigualdades surge de examinatdgaiccion entre un vértiagy los vértices
que estan fuera de su vecindario. §ea xeq Y sea(x,w) un j-eqcol. Entonces se puede ver gwew)

verifica la desigualdad
n
(R
J veV\N|u]

Efectivamente, sk,; = 0, la desigualdad se verifica claramente ygi= 1, la clase de coloj no puede
tener menos dén/ j| — 1 vértices d&/\N[u] pues el vecindario de no puede pintarse de colprLuego el
lado izquierdo es cero o un valor negativo.

Consideremos ahora< Xeqy (X,W) un Xeq-€qcol. También se puede ver quew) satisface

n
— | = 1>Xuj — Xvj < 0.
< {Xqu veV%N[u]

Las desigualdades presentadas en la definicion siguienterso generalizacion de las mencionadas
anteriormente.

Definicién 5.4.9. Dados j< |n/2] y ueV tal que Nu) no es una clique, la desigualdad, j)-fuera-
vecindadse define como

n n n
Qt—J - 1>Xuj - Z Xt Y bpxak< H bj(Wk— W), (5.9)
J veVN([U] k=t;+1 k=tj+1

donde { = max{j, Xeq} Y bjk = |n/tj] — [n/K].
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Lema 5.4.10.La desigualdadu, j)-fuera-vecindad es vélida ebcp.

Demostracion.Sea(x,w) unr-eqcol deG. Sir < j, ambos lados de5(9) son iguales a cero. Asumamos
entonces que > j y denotemos co@; a la clase de coloj de (x,w).

Casor =t;j. Los términoszE:tj+1 DjkXuk Y ZE:tj+lbjk(Wk—Wk+1) desaparecen de la desigualdad asi que
solo necesitamos chequear due/t; | — 1)X,j — 3 vev\njy Xvj €S Un valor no positivo. $4,j = 0, claramente
la desigualdad vale. Si en cambig = 1,

; xj = [Cj\N[u]| > [n/tj| -1
veV\N[u]
y (5.9 se verifica.

Casor > tj. Solamente necesitamos chquear que el lado izquierdd.gesea a lo sumdj;. Six,; =0
entonceszﬂztj+1 bjxuk < méax{bjx :tj+1 <k <r} = by y la desigualdad vale. Si en cambig; = 1,
Ykt +1bikXuk =0y
%vj = [Ci\N[U]| = [n/r] -1
veV\N[u]

y (5.9) se verifica nuevamente. O

Debido a que no tiene sentido considerar desigualdades-feemdad sin la variabbe,; (i.e. el coefi-
ciente|n/t;] — 1 es cero), vamos a suponer que el nimero cromatico eqoitii® es a lo sumgn/2|.

Para poder estudiar las carasaier definidas por desigualdades fuera-vecindad, caractesgenmero
los coloreos equitativos que pertenecen a aquellas caras.

Observacion 5.4.11 Sea F la cara deecp definida por la desigualdagl, j)-fuera-vecindad y ¢ un r-eqcol.
Notemos que si« j, c siempre cae en F. Para el caserj, sea G la clase de color j de c. Entonces c cae
en F siy sélo si se satisfacen las siguientes condiciones:

» Siqu) = jentoncesCj| = [n/r].
= Siqu) # j entonces

e Cj C N(u) y ademas

Si {nJ < { n J entonces @) > { n J+1
[ ] — —_— = EEErE— .
r] = [max{]. Xeq) (n/r]+1
Al igual que las desigualdades subvecindad, las fuerargtadidefinen caras de alta dimension:
Teorema 5.4.12.Sea F la cara definida por la desiguald&d, j)-fuera-vecindad. Entonces:
dim(F) > dim(zc?) — (3n— [n/2] — |.7| — Xeq— 4 — O(u)).

Demostracion.Seavs € V\NJu], v2,vs € N(u) tales ques, no es adyacentevg y sea 1<r < |n/2] tal que
r # j. A continuacion proponema¥ + [n/2] — 3n+ 4+ 5(u) coloreos equitativos afinmente independientes
que yacen efr:

= Unn-eqcolctal quec(u) = j, c(va) =n,c(v2) =n—1yc(vz) =r.
= swapj, j,(C) paracadgs, jo € {1,...,n—1}\{]} tales qugi # jo. Con esto formamao@— 2)(n—3)

coloreos.
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= swapj ) (C) para cada € N(u). Aqui tenemosd(u) coloreos mas.
» swap,j(c) paracadg’ € {{n/2] +1,...,n—1}. Tenemogn/2] — 1 coloreos mas.
= swap,j(c) paracadg’ € {1,...,n—1}\{j}. De esta manera obtenemos 2 coloreos mas.
= El (n—1)-eqcolc tal quec'(v1) =r,c(v3) =n—1yc/(i)=c(i) VieV\{v,vs}.
» swap n-1(C) para cadg’ € {1,...,n—2}. Se generan— 2 coloreos mas.
= Un (n—2)-eqcolc” tal quec’(v1) =c’(u) =n—2yc"(v) =c"(v3) = j.
La independencia afin de estos coloreos puede ser verifittadsnera anéloga a la propuesta en el Lema

514 O

La cota inferior dedim(F ) presentada en el teorema anterior puede mejorarse un pasdaju> Xeq:

Corolario 5.4.13. Sea F la cara definida por la desigualdéd, j)-fuera-vecindad. S{eq < [n/2] Yy j > Xeq
entonces:
dim(F) > dim(£c?) — (3n— [n/2] — |.%| — 2Xeq— 4— 3(U)).

Demostracion.Notemos que el vértica solo recibe colores dgn/2| +1,...,n} U{j} en el conjunto de
coloreos propuestos en el teorema anterior. Entoncgsy si [n/2] y j > Xeq, €S posible incorporar uxeq-
egcolc, deGtal quec(u) = k para cad& € {1,..., Xeq}. ASi, Sumamogeq coloreos al conjunto de coloreos
del teorema anterior, y todos los coloreos del conjuntdtasie son afinmente independientes. O

La cota dedim(F) dada por el resultado anterior es ajustada en algunos é&sosjemplo, considere-
mos la desigualda(ll, 3)-fuera-vecindad en el graléz 3. La dimension de la cara que define esta desigual-
dad edim(£c?) — 3 = 29, exactamente el mismo valor que propone el Coroadadl 3

En el Capitulds presentaremos una rutina de separacion para las desidesfieera-vecindad que esta
basada en la siguiente condicién necesaria para que lassdgfinan faceta dece.

Teorema 5.4.14.Si la desigualdadu, j)-fuera-vecindad define una faceta #er entonces

a(N(u)) > {LJ

mé.X{ J 7Xeq}

Demostracion.Seatj = max{ j, Xeq} Y F la cara dezcr definida por lau, j)-fuera-vecindad. Supongamos
quea(N(u)) < [n/tj]. Vamos a probar que todo coloreo equitativo pertenecierteatisface la igualdad:

-1
Xy +wj=1 (5.10)
2

Dado que esta igualdad no puede ser obtenida como combinawal del sistema minimal dec? y la
igualdad (u, j)-fuera-vecindadF no es una faceta dece.
Seac unr-eqcol que cae eR. Claramente, gi < j entoncesv; =0y c(u) = | para algir < j —1. Luego,
se verifica $.10. Si en cambia > |, wj = 1 y tenemos que probar ql)_'é;llxm = 0, o0 equivalentemente,
quec(u) > j. Segun la Observacidn4.11, sic(u) # j entonce€; C N(u) que implica quex (N(u)) > [Cj|.
A su vez este hecho implica qiie/r | < [n/t;| (si [n/r] = [n/tj] entoncegC;| > [n/t;] y esto contradice
la premisaa (N(u)) < [n/t;]). Entonces, por la Observaciém.1],
n ,
c(u) > Fn/” +1J +1>j,

y huevamente se verificalQ O
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De la misma forma que con las desigualdades subvecindad geq las desigualdadey, j)-fuera-
vecindad definen faceta siy solo si la desigualflageq)-fuera-vecindad también define faceta:

Teorema 5.4.15.Sea j< Xeq Fj la cara definida por la desigualda(l, j)-fuera-vecindad y £, la cara
definida por la desigualdadl, xeq)-fuera-vecindad. Entonces, d(f)) = dim(Fy,,).

El resultado anterior se puede demostrar siguiendo los osiéimeamientos presentes en la prueba del
Teorem&b.4.5

Ahora presentaremos condiciones suficientes para quedapidielades fuera-vecindad definan facetas
de £¢P, solo considerando los casos dorjde xeq. Su prueba se encuentra en el Capitulo

Teorema 5.4.16.Sea G un grafo monotono,alV tal que Nu) no es una clique Xeq < j < [n/2]. Si
(i) existe un vértical € V\N[u] que no es universal en Gu,
(ii) sinesimpar, el complemento de-Qu tiene un matching perfecto,
(iii) paratodo ve V\N][u], ocurre lo siguiente:

= sin es par, el complemento de-Hu, v} tiene un matching perfecto,

= sSinesimpar, existe un conjunto establedV \ {u,v} de tamafio 3 en G tal que el complemento
de G— (HyU{u,v}) tiene un matching perfecto,

(iv) paratodo rtal que <r < |n/2], ocurre lo siguiente:

= Si|]] > |4] entonces existen dos r-eqcols cuya clase de cojaalisface ¢ C N(u) en el

primero de ellos y « Cj, |C;j| = [n/r] en el segundo,

= Si| ]| = [#7] entonces existe un r-eqcol que satisface las condicionggsizn la Observacion
5.4.1] i.e. que cae en la cara definida por la desigualdad,

entonces la desigualdad, j )-fuera-vecindad define una faceta ger.
A continuacion exponemos ejemplos en donde se aplican efas.4.15y 5.4.16

Ejemplo 5.4.17.Sea G el grafo introducido en la Figuga2(a). Recordemos que G es monotoneyG) =
3. Consideremos la desigualdad, j )-fuera-vecindad en los siguientes casos:

1. Siu=1y j= 3, ladesigualdad es

11
2X13— was +X1.4 + X1 5+ 2X1 6 + 2X1,7 + 2X1 8 + 2X1,9 + 2X1 10+ 2X1,11 < W4+ We.

V=

No es dificil de ver que las premisas del Teorebnd 16se satisfacen. Abajo mostramos algunos
ejemplos de coloreos requeridos por la hipétesis (iv) de &sbrema: en la Figurd.3(@) hay un
5-eqcol de G tal que £C N(1), en la Figura5.3(b) hay un 5-eqcol de G tal quee C3 y |C3| = 2,

en la Figura5.3(c) hay un 3-eqcol de G tal que;& N(1) y, finalmente, en la Figur&.3(d) hay un
3-eqcol de G tal qué € C3 y |C3| = 3. Luego, esta desigualdad define una facetade.

2. Siu=1y je{1,2}, el Teoremd.4.15n0s permite deducir que la desigualded j)-fuera-vecindad
también define faceta dec?.
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3 1
3 1
3 4 5 1 2 5 1 3 2 5 4 5
e o o o o o e o o o o o
1 s (a) 5-eqcolCz C N(1) 2 . (b) 5-eqcol, 1 C3, |C3| =2
3 1
3 1
3 1 2 1 2 1 2 3 2 3 2 1
e o o o o o e o o o o o
3 2 (c) 3-eqcolC3 € N(1) 1 S (d) 3-eqcol, 1 C3, |C3| =3

Figura 5.3: Coloreos del Ejempt4.17

5.4.3. Desigualdadeslique-vecindad

Consideremos un vértiaee V, un conjuntoS C V\NJu] y nimeros, k, j tales quek= [n/r]y j <r.
Si (x,w) es unr-eqcol entonces el tamafio maximo de cualquier clase de eolor,w) esky la siguiente
desigualdad

(k=a(@)xj+ Y xj+ zsx\,j <k (5.11)
veN(u) ve

es satisfecha pdx, w). En efecto, sky; = 0 entonces la desigualdad se cumple por@ye< k. Six,yj =1,
Yvenw) Xvj = 0y (5.11) se convierte en la desigualdad de rarggesx,j < a(S), que también se cumple
para(x,w).

La desigualdad planteada no depende.dentonces, para asegurar la existencia departir de urk 'y
j dados, podemaos elegir cualquiegque satisfaga:

n

- [W]

(5.12)
k—1

n . - :
Luego,r = { 1 — 1y solo resta verificar quge<r.

k—1
Si nos limitamos al caso en g&es una clique, la idea planteada anteriormente puede aparge
para obtener desigualdades que sean validagen

Definicién 5.4.18. Dados uc V, una clique Q de G tal que QN[u] = @ y nimeros j, k tales que se
satisfaga $.12,3<k<a(N(u))+1y1<j< {anJ —1, ladesigualdadu, j, k, Q)-clique-vecindadse
define como

n—2
(k—=D)xuj+ Z (k— m>xu|+(k—1)(xun1+xun) + Y X
=11 veN(u)uQ
+ (Xun—1+Xyn) < z by (Wi —Wit1), (5.13)
veV\{u} =)
donde

min{[n/lI],a(N(u))+1}, sij<I<[n/k]-1

bu =<k, si[n/k] <l <n-2

k+1, sil>n-1
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Lema 5.4.19.La desigualdadu, j, k,Q)-cliqgue-vecindad es vélida enc?.

Demostracion.Sea(x,w) unr-eqcol ofG. Sir < j, ambos lados de5(13 son cero. Entonces asumamos
quer > j y observemos que el lado derecho 8elf siempre valeo,. SeanCj, C,_1 y Cy las clases de
color j, n— 1y nde(x,w) respectivamente.

Casor < [n/k] — 1. Hay que probar qug, w) verifica

(k—1)xyj+ z x\,jgbur:min{{?—‘,a(N(u))Jrl}.

veN(u)uQ

Sixuj=1, YvenwXvj =0y YyeqXj < 1. Debido a quéyr > k, la desigualdad es valida. Si en cambio

Xuj = 0, SvenwugXvj = [C; N (N(W) UQ) < min{[n/r],a(N(w)uQ)} < min{[n/r],a(N(u) +1}.

Caso[n/k] <r < n-—2. Hay que probar qué,w) verifica

n-2 n
(k= 1)xyj+ <k— ’VI——DXUH- z Xvj < k.
= 1 veN(u)uQ

Sixyj =1, z{‘;ﬁ%w (k=[n/INxu =0y ¥venwuoXvj < 1. Por lo tanto la desigualdad es valida.
Sien cambioyj =0, zl":‘[zﬁW (k=Tn/IMxu <k=Tn/rTy SvenwuoXvj < |Cj| < [n/r] yla desigualdad es
valida.

Casor > n— 1. Notemos primero que siempre se satisf@e+ |Cy—1|+|Cq| < 3. Aligual que en los casos
anteriores, hay que probar quew) satisface

L)+ 5 xj+ Y (dn-1tXn) <k+1
veN(u)uQ veV\{u}

donde

L0 = (k- 1y +I_”;; (e[ e nam )

Observemos quie(x) < k— 1Yy, en particularl(x) = k— 1 siy solo su € C;UC_1 UC,. Entonces si.(x) =
k—1,ue CjUCy-1UCHY tenemos qug ven(wyuo Xvj + Yvevi {u} (Xvn-1+Xvn) < [Cj| +[C-1[ +[Cr[ =1 <2,
y la desigualdad es valida.

Si, en cambiol (x) < k— 2, la desigualdad es valida puBSscnuyuoXvj + Yvev\ {uy Xvn-1+Xun) < [Cj| +
|Ch—1| +|Cn| < 3. U

Hay que destacar que & no fuese maximal e — N[u], la desigualdadu, j,k, Q)-clique-vecindad
estaria dominada por una, j, k,Q’)-clique-vecindad, con una cliqu® tal queQ & Q' € G— N[ul.

En la Definicion5.4.18siempre consideramdstales quek > 3. En realidad sk fuese 2, la desigualdad
(u, j,k,Q)-cliqgue-vecindad estaria dominada por otra que veremas giguiente seccion.

Nos proponemos analizar las caraszer definidas por desigualdades clique-vecindad. Para ello es
necesario caracterizar aquellos coloreos que pertenezttishas caras:

Observacion 5.4.20.Sea F la cara deece definida por la desigualdadu, j, k, Q)-cliqgue-vecindad y ¢ un
r-eqcol. Sir< jentonces c siempre yace en F. En cambio sij; denotemos con CC,_1 y G, alas clases

de color j, n—1y n de c respectivamente. El coloreo ¢ yace en F si y solo sitifegan las siguientes
condiciones:
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» Sir<[n/k] —1entonces:

e Siqu) = jentonce§C;NQ| =1y k= a(N(u))+1.
Sino,|C;N(N(u)UQ)| =min{[n/r],a(N(u))+1}.

» Si[n/k] <r <n-2entonces:

e Siqu) = jentoncegC;NQ| = 1. Sino,
o [CiN(N(WUQ)[=[n/rly
n

sir> n entonces @) >

O e - | .
~ k-1 — | [n/r]

= Sir>n-—1entonces:

e Sidqu) € {j,n—1,n} entoncesC; N Q|+ |Ch_1\{u}| + |Cn\{u}| = 2.
Sino, qu) > [n/2] y [C;N(N(U) UQ)|+ [Cn-1| +[Cn| = 3.

Al igual que las fuera-vecindad, las desigualdades cliggegrdad definen caras de dimension alta:
Teorema 5.4.21.Sea F la cara definida por la desigualdad, j,k, Q)-clique-vecindad. Entonces
dim(F) > dim(zc?) — (3n— |.7| — Xeq— [N/2] — d(u) — |Q| — 4).

Demostracion.Seanvs,v» € N(u) vértices no adyacentes,ayc Q. Abajo proponemos? + [n/2] + 4 —
3n+ 6(u) + |Q| coloreos equitativos afinmente independientes que yaten e

= Unn-eqcolc tal quec(u) = j y c(q) =n.

= swapj,,j,(C) paracadgs, j» € {1,...,n—1}\{]j} tales que1 # jo. Tenemogn— 2)(n— 3) coloreos.
= swap,j qv (C) para cada € (N(u) UQ)\{q}. Tenemosd(u) +|Q| — 1 coloreos mas.

= swap jn(c) paracadg’ € {[n/2],...,n—1}. Tenemogn/2| coloreos mas.

» swap n(c) para cadil € {1,...,n—1}. Tenemos1— 1 coloreos mas.

= Un (n—1)-eqcolc tal quec’(u) = jy c'(v1) =c(v2) =n—1.

= swapn-1(¢).

= Un (n—2)-eqcolc” tal quec’(u) =c’(q) = jy c’(v1) =c’(w) =n-2.

» swap n-2(c’) para cadg’ € {1,...,n—3}\{j}. Tenemosr— 4 coloreos mas.

La independencia afin de estos coloreos puede ser verifitadsnera analoga a la propuesta en el Lema
514 O

De la misma forma que el Corolarib4.13se puede probar el siguiente:

Corolario 5.4.22. Sea F la cara definida por la desigualdd, j,k, Q)-clique-vecindad. Steq < [n/2] —1
Y ] > Xeq €Ntonces:

dim(F) > dim(zc?) — (3n—|.%| — 2Xeq— |n/2] — 8(u) — |Q| — 4).
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La cota dedim(F) que provee el Teorena4.21es ajustada en algunos casos, como el siguiente. Sea
G un grafo de 5 vértices cuyo conjunto de aristages {(1,2),(1,3),(2,3),(1,4),(4,5)}. La dimensién
de la cara definida por Id, 1,2, {5} )-clique-vecindad edim(Ec?) — 2 = 19 que coincide con la cota que
brinda el teorema.

El siguiente resultado da condiciones suficientes parasfaalesigualdad defina faceta®ler, y cuya
prueba se detalla en el Capit@o

Teorema 5.4.23.Sea G un grafo mon6tono. Dados ¥, Q una clique de G tal que QN[u] = & y nUmeros

j,k que verificarB <k <min{a(N(u))+1,[n/Xeq| }, 1 < j < {anl—‘ -1y (5.19,si
(i) para todo ve V\(N[uJUQ), existen[n/3] <r < [n/2] — 1, q1,02 € V y dos r-eqcols tales que, en
uno de ellos ¢= {u,v,q: } y en el otro G = {u,02} (aqui, g y ¢p pueden tratarse del mismo vértice),

(i) paratodot tal que magj, Xeqt <t < n— 3, tenemos que:

= si[§]> [ ] entonces existengQ y un t-eqcol tales que@ N(u), |Cj| = [n/t] y u,qe G,
= si[{]=[g7] enonces existe un t-eqcol que satisface las condicionessdadla Observacion

5.4.2Qi.e. que cae en la cara definida pd.13,
entonces la desigualdad, j, k, Q)-clique-vecindad define una faceta dep.

Seria légico presentar condiciones suficientes (para qiesigualdad clique-vecindad definiese faceta
de£cP) que no involucren la existencia de coloreos equitativpge&ificos, pues es claro que hallarlos es tan
dificil como el mismo PCEG. Si bien no fuimos capaces de maatifa hipotesis (ii) del Teorenmta4.23sin
tener que restringir drasticamente la familia de grafosasrgle se aplican, si pudimos relajar la hipotesis
(i) para no requerir la existencia de coloreos:

Corolario 5.4.24. Sea G un grafo monétono y u, j, k, Q definidas como en el Tedsefr23 Si la hipétesis
(i) del Teoreméeb.4.23se satisface y para todoavV \ (N[u] U Q) tenemos que:

= en caso de ser nimpar,
e existe un vértice ge Q y un conjunto estable H= {u,v,q; } tal que el complemento de-GH,!
tiene un matching perfecto M
e existe un vértice g Q y dos conjuntos estables disjuntog H {u, g, }, H3 tales qugHZ| = 3
y el complemento de G (HZ2UH?) tiene un matching perfecto/M
= en caso de ser n par,
e existe un vértice g Q y dos conjuntos estables disjunto$H {u,v,q; }, H? tales qugH2| = 3
y el complemento de G (H}UH?) tiene un matching perfectom
e existe un vértice g€ Q y tres conjuntos estables disjunto$ H {u,q.}, HY, HY tales que
IH3| = |HY| = 3y el complemento de G (HZUHZ#UHY) tiene un matching perfecto/M
entonces la desigualdad, j, k, Q)-clique-vecindad define faceta diep.

Demostracion.Consideremos primero el caso coimpar. Sear € V\ (N[u]U Q) y seanM,, M/, H}, HZ y
HJ los matchings y los conjuntos estables dados por hipo®sisun lado, consideremos (fn/2] — 1)-
eqcol tal que la clase de colpesH, y el resto de las clases de color se conforman con los extréenlas
aristas deM,, y por el otro, consideremos fin/2] — 1)-eqcol tal que la clase de colpresH? y el resto
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de las clases de color se conforman &by los extremos de las aristas Mg. Por lo tanto la hipotesis (i)
del Teorem&.4.23se satisface y la desigualdad j,k, Q)-cligue-vecindad define faceta de.
La prueba para el caso corpar es anéloga a la dada anteriormente. O

A continuacion presentamos un ejemplo en donde se aplies@tado anterior.

Ejemplo 5.4.25.Sea G el grafo introducido en la Figuia2(a). Recordemos que G es monotoneyG) =
3. Vamos a aplicar el Corolari®.4.24considerando la desigualdadi, j, k, Q)-clique-vecindad con & 1,

8
X1+ ;Xv,l + X144 X15+ 2X16+2X17 + 2X1.8 + 2X1 9+

11 11
3X1710+ 3X1711+ ;X\/,lo‘i‘ ;X\/,ll < B6Wjp — 2W3 + Wig.

Se puede comprobar que las premisas del corolario son ealtiaé. Abajo, presentamos algunos ejemplos
de coloreos relacionados a la hipotesis (ii) del Teorés¥a23 La Figura5.4(a) muestra un 3-eqcol de G tal
quel,7 € C3, C; C N(1), = 4 mientras que la Figur®.4(b) muestra un 5-eqcol de G tal que7 € Cs,
CC N(l), |C1| =3.

1 1
1 1
1 3 2 3 2 3 1 5 3 2 3 4
*—0—0 0 0 —© *—o—0 00—
1 > (@) 17€C3,|Ci|=4 2 " (b) L7€GCs, |C1| =3

Figura 5.4: Coloreos del Ejemp4.25

5.4.4. Desigualdades-color

Consideremos un conjunto de colorks: {1,...,n}. Nos preguntamos cual es el maximo valor que
puede alcanzar la suma de los cardinales de todas las clasetod pertenecientesJaen unk-eqcol. Sea
dk la cantidad de coloredisponiblesde J, i.e. dyx = |[JN{1,...,k}|. Como ya vimos en la Observacion
1.5.1, en unk-eqcol hayn mod k= n—k| 3] clases de tamafigf | + 1 y k— (n mod K clases de tamafio
| ). Entonces el nimero de clases de colod eme tienen tamafipf | + 1 es a lo sumo mifd;k,n mod K.

Si denotamos cobyi = dJkL |4+ min{d;k,n mod K entonces tenemos a¥6e; ICj| < by, lo que motiva
a la siguiente definicion.

Definicion 5.4.26.Sea JC {1,...,n} y, paratodol < k <n, dix = [JN{1,...,k}|. La desigualdad tolor
es definida como

Z Z/XVJ < z k(Wi — Wi t1), (5.14)
VE

n . n
bk = d\]k\‘EJ + mln{djk, n— k\‘EJ }

Lema 5.4.27.La desigualdad J-color es valida paec?.

donde

Demostracion.Sea(x,w) unr-eqcol. Sir < j, ambos lados deé(14) son cero. Si en cambio> |, el lado
derecho def.14) esby,, que a su vez es una cota superiorsge; [Cj| = ¥ ey Y vev Xvj- O

60



5. Estudio del Poliedro de Coloreo Equitativo

Observacion 5.4.28.A continuacion presentamos la relacion entre las desigadéd J-color y las otras
desigualdades validas parec? definidas anteriormente.

1. Seal < j < n—1. Las desigualdades J-color con=J{j} son, en realidad, las restriccioned.23.
Si j<n-2, la desigualdad j }-color esta dominada por la desigualddd,n— 1}-color. En cambio,
si j=n—1, define faceta d&€c? por Teoreméb.2.5
Las caras que definen las desigualdades J-color cea{l,...,n—1}\{j} son las mismas que
definen las restriccionegl(22). Segun el Teorem&a 2.4 son facetas dece.

2. Las desigualdadeg/, j)-rango son, o estdn dominadas por, desigualdades J-colorJce {j,n—
a(G)+1,...,n—1}.

3. SeaS:Vy j>[n/2]. Ladesigualdads, j)-2-rango esta dominada por la J-color con=J{j,n—1}.

4. No es dificil de ver que una desigualdad j,k, Q)-clique-vecindad con k 2 esta dominada por la
J-color con J= {j,n—1}.

5. Si para todo k tal que G admite un k-eqcol, tenemos que “kleli@a n” o0 “n mod k> dyi”, en-
tonces la desiguadad J-color puede ser obtenida mediarsignta de restriccioneg(23), 5 ey Xvj <
XE:J- [n/K](wk —wik+1), con je J. En efecto, una desigualdad J-color es capaz de cortacgmies
fraccionarias de la relajacion lineal solo si existeck{Xeq,...,n—1}\.” tal quel < n mod k<
dyk— 1, y no todas las componentes del vector w son enteras.

Seal C {1,...,n—1}. Observemos que las desigualdade=lor y (JU {n})-color definen la misma
cara, pues la segunda se puede obtener a partir de afiadiralzid@t 6.4) a la primera. Es por eso que, a
partir de ahora, supondremos sin pérdida de generalidad gue

Estas desigualdades también definen caras de alta dimension

Teorema 5.4.29.Sea JC {1,...,n—1} tal que|J| > 1y sea F la cara deec? definida por la desigualdad
J-color. Entonces,
dim(F) > dim(£c?) — (n—[J| - 1).

Demostracion.Seanu, U’ vértices no adyacentescy un n-eqcol tal quect(u) = ny ¢'(u) = n— 1. Consi-
deremos las soluciones B&R0Qct) dadas en la DefinicioB.1.3y elijamos aquellos coloreag de forma

gue caigan efr (dado unk-eqcol arbitrario de5 siempre es posible intercambiar sus clases de color a fin
de que las clases perteneciente$ tangan tamafios maximales). Luego excluimos del conjurterian
aquellos(n— 1)-eqcols que asignan colores flg...,n—1}\J auy U simultineamente, i.€*sin—1¢ J

y c? para losj ¢ J. Los n? — Xeq— || = n+1+|J| coloreos propuestos son afinmente independientes y
pertenecen &. U

El teorema anterior da una cota ajustada de la dimensiorigsacasos en quid| = n— 2 pues, en estos
casos, la desigualdad define facetasde.

El siguiente teorema da condiciones suficientes para guiekigualdaded-color definan facetas de
ECP. La prueba del teorema se halla en el Capifulo

Teorema 5.4.30.Sea M un matching del complemento de G tal2gelM| < | %51 | ysea Jc {1,...,n—1}
tal que|J| =2|M|—r—1conre {1,2} y J contiene todos los colores mayores que|N|, i.e.{n— M|+
1,...,n—1} C J. Entonces la desigualdad J-color define facetarde.

Abajo presentamos un ejemplo en donde se aplica el Tedsehrz0
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Ejemplo 5.4.31. Asumamos que G es el grafo presentado en la FiguPa). Observemos qué tiene

el matching{(4,5),(3,6),(1,7),(2,8),(9,11)}. Asi que para todo & {1,...,10} tal que7 < |J| <8y
{7,...,10} C J, las premisas del Teorenta4.30se satisfacen y la desigualdad J-color define una faceta
de £cP. Mas aun, dado qué tiene matchings de tamarios entre 2y 5, la desigualdadar-define faceta
paratodo J tal que < |J| <8y {11— [%1,...,10} cJ.

5.4.5. Desigualdadess, J)-color

Si nos limitamos a considerar un subconjunto de vértices soperte de la desigualdadcolor surge
una nueva desigualdad que, bajo determinadas condiciomede definir faceta decP. Sean los conjuntos
ScVyJc{l...,n—2} tales qug] = |J|+ 1. Denominamos$S, J)-color a la desigualdad

n
X\/j + X\/n_l § bSJk(Wk — Wk+l) (515)
Jgj ng v;/ kzl

dondedyk = [JN{L,...,k}|y

min{ S, [J]a(S),dw| ] +min{dy,n—k[F]}}, sik<n-2
bsik= < |9+ 1, sik=n—1
1S, sik=n

Lema 5.4.32.La desigualdadS,J)-color es vélida erece.

Demostracion.Sea(x,w) un r-eqcol. Debemos probar que el lado izquierdo 5l&%) no puede superar a
bsyr. Sir <n—2, esclaro qug jcj YvesXvj < [J Y quey jc; YvesXvj < [J]a(S). Pero tambiery ;¥ yesXyj

< dyr | B] +min{dy,n—r| 7] por lo comentado en el Lenta4.27 Sir = n— 1, una clase de color d&,w)
tiene dos vértices mientras que el resto sélo tiene uno ypganto, el lado izquierdo dé& (15 puede valer
hastgJ|+2 = | + 1. Sir = n, todas las clases de color gew) tienen tamafio 1y el lado izquierdo puede
valer hastgJ| +1=[S. O

En los resultados que siguen damos condiciones suficieatagipe una desiguald@8, J)-color defina
faceta derCP. Las pruebas se encuentran en el Cap#ulo

Teorema 5.4.33.Sean S_V yJcC {1,...,n—2} tales quelS| = |J| + 1. Si
(i) el complemento de [§ tiene un matching de tamafio 2,
(i) V\S no es una clique,
(i) paratodore {Xeq,-..,N—3}\.” existe un r-eqcol en dondef vértices de S utilizan colores de J.
entonces la desigualdad, J)-color define faceta dece.

Corolario 5.4.34. Si se verifica las hipotesis (i) y (iii) del Teoren®a4.33y, ademas|J| > 2 y existen
veértices u, Uz € S no adyacentes entre si y tales que toddMA S no es universal en[GU {v})\{u1,uz}],
entonces la desigualdadb, J)-color define faceta dece.

Vale aclarar que la hipoétesis (iii) del Teorerfat.33también es una condicidn necesaria para que la
desigualdad §.15 defina faceta de&Cp. En efecto, si existiese une {Xeq,...,n—3}\. en donde la
cantidad de vértices dgque utilizan colores dé es inferior abs;; en todos los-eqcols de&G, los coloreos
de la cara que definirid (15 también satisfarian; = w;, 1 por lo que esta cara no podria ser faceta. Otras
condiciones necesarias son resumidas en el siguientéasul
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5. Estudio del Poliedro de Coloreo Equitativo

Teorema 5.4.35.Si la desigualdad S J)-color define faceta dec? entonces:
= S no es una clique de G.
» Sin—2¢ Jentonces S no es una clique de G.

Demostracion.SeaF la faceta deec? definida por .15. Si Sfuese una clique entonces, en (im- 2)-
egcol cualquiera, no todos los vértices S@ueden pintarse con colores delLuego, no existe ningun
(n—2)-eqcol que pertenezcaka Asi que todos los coloreos que pertenecdn @mmbién satisfacen la
igualdadw,_» = wy_; lo cual es un absurdo porqiéees una faceta.

Asumamos entonces qu&no es una clique y qua— 2 no es un color dd. SiV\S fuese una clique
entonces, en uf— 2)-eqcol que pertenecerg el colorn— 2 sélo puede usarse ¥n Sy, al ser éste Ultimo
una clique, el colon— 2 se usa una vez. En @n— 1)-eqcol deF, el colorn— 2 se usa una vez también. Asi
que todos los coloreos que pertenecéntambién satisfacen la igualdgd., X,n—2 = Wn—2 lo cual también
es absurdo por sér una faceta. Por lo tant®,\Sno es una clique dé. O

Finalizamos esta seccion con un ejemplo de aplicacion dekfieas.4.33

3 4
3 3
2 1 3 2 3 1 2 1 3 2 3 1
e o o o o o e o e o o o
2 S (a) 3-eqcol d&s 2 (b) 4-eqcol des
4
4 3
3 3
2 1 3 5 3 5 2 1 6 5 6 5
e—9o—9o 0o 0o o e—9o—9o 0o 0o o
2 : (c) 5-eqcol de&s 2 : (d) 6-eqcol deG

Figura 5.5: Coloreos del Ejempt4.36

Ejemplo 5.4.36. Consideremos nuevamente el grafo dado en la Figu#éa) y recordemos quigeq(G) = 3.
Vamos a aplicar el Teorenta4.33para la desigualdadsS, J)-color con S={3,4,8,10} y J= {3,6,8}, i.e.

ZSX\B + zsxv6 + stvg + Z/leo < 4ws — Wy + Wg + Wig — W11
ve ve ve ve

Claramente, las hipétesis (i) y (ii) del teorema son satisées. En cambio, la hipétesis (iii) requiere de
algunos coloreos que caigan en la cara dada por la desiguhl@emplos de los coloreos necesarios para
cumplir esta hip6tesis son:

= Un 3-eqcol que coloree los vértices de S con color 3, dado gur&b.5a).

= Un 4-eqcol que coloree 3 vértices de S con color 3, dado enr&igin(b).

= Un 5-eqgcol que coloree 3 vértices de S con color 3, dado en&igu(c).

= Un 6-eqcol que coloree los vértices de S con colores 3y 6, dadagura5.5(c).

= Un 7-eqcol que coloree los vértices de S con colores 3y 6, gadmtro(c,9) donde c es el 6-eqcol
anterior.
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5. Estudio del Poliedro de Coloreo Equitativo

= Un 8-eqcol que coloree los vértices de S con colores 3, 6 y @ gar intro(c, 10) donde c es el
7-eqcol anterior.

Entonces la desigualda(s, J)-color define una faceta dece.

5.5. Observaciones sobr&c?ryy ECP;

Si bien en $4] no pudo caracterizarse la dimension del poliedro asoc&aoodelo para el PCG que
incluye las desigualdaded.(6), nosotros si pudimos caracterizar la dimension del paiédmaodlogo para
el PCEG. En efecto, la dimension de?r; es

* —(N+ Xeq+ || = 1)

y un sistema minimal parac?; es el definido por las ecuacionésl), (5.2), (5.3 y ademas, las igualdades
(4.249 para 2< j <n[63].

Aungue pudimos determinar la dimension ©eP;, las igualdades4(24) que aparecen en el sistema
minimal hacen mas complejas a las pruebas de facetitud. ddmpdp de ello es el comportamiento de las
desigualdadesQ, j)-clique. Si bien estas desigualdades siempre definen $adetac?, esto no ocurre
en £CP,. Esto es facil ver considerando el caso en gue |n/2|, pues la desigualda, j)-clique es
redundante debido a que la clase de cglesta obligada a tener tamafio 1.

En [63] obtuvimos el siguiente resultado para las desigualdéQep-clique cuandg < |n/2].

Teorema 5.5.1.Sea Q una clique maximal de G tal qi@ > 2y seal < j < [n/2]. Consideremos el
conjunto K de los k> j tales que G admite un k-eqgcol pero no existe ningun k-eqcta eara definida por
la desigualdad Q, j)-clique. SiK= 2y {[n/2],....,n— j}\.¥ # @ entonces la desigualda@, j)-clique
define una faceta dece;.

El siguiente es un ejemplo de desigualdad clique jcan n/2| que no define faceta dec?;. Conside-
remos el grafo de la Figu@6(a) y la desigualdasls; + X514+ Xe1 < wi. Notemos qués admite un 4-eqcol,
expuesto en la Figua 6(b), pero ningun 4-eqcol puede pintar un veértice de la cl@gieolor 1 porque esta
clase de color siempre tiene tamafio 3. Luego, todo coloréoa@a dezcr, definida por esta desigualdad
satisfacew, = ws, y por lo tanto no es faceta de~?;.

(a) vertices (b) 4-eqcol

Figura 5.6: Un 4-eqcol

En lo que respecta al poliedmc?,, éste resulta particularmente dificil de estudiar puesirsermsion
depende en gran medida del etiquetado del grafo.

Por ejemplo, considerando el grafo estrédlg; presentado en el capitulo anterior tenemos que, para
el etiquetado propuesto en la Figurd(a), dim(Z£cP,) = 23. Sin embargo, para el etiquetado de la Figura
4.1b), dim(Ecp,) = 28.
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5. Estudio del Poliedro de Coloreo Equitativo

En cambio, hemos obtenido una cota superiodid& ZcP,) que comentamos brevemente a continua-
cion.

Debido a la restriccior4(17) de la formulaciorE CF,, ningun coloreo equitativo puede pintar un vértice
v de algun colonv+1,...,n. Ademas, si existe un vértieetal que{l,...,u} es una clique d& entonces,
en todo coloreo equitativo, el vérticese debera pintar deplor u. Luego,v no puede usar el colarsi es
adyacente a. Entonces para cadec V,

ZVv)={u:1<u<v-1 (uv)€E, {1,...,u} escligue d&c} U{v+1,...,n}

es un conjunto de colores que no pueden ser asignades aingun coloreo equitativo, y puede probarse
quedim(ECP2) < 1%~ (Xeq+ ||+ 1+ Syev [ Z(V))).

Por ejemplo, para el grafid; 7 con el etiquetado propuesto en la Figdri(a), la cota superior es exac-
tamente la dimensién decP, mientras que con el etiquetado de la Figirib), la cota superior es 29.
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Capitulo 6

Algoritmo ECOPT - Un Branch-and-Cut
para el Coloreo Equitativo

El propdsito de este capitulo es describir los diversos eéns que componen nuestro algoritmo
Branch-and-Cut, que llamaremB€OPT Especificamos coOmo armar la relajacion lineal inicial y qrié
terios implementamos para generar y recorrer los nodogiel de bdsqueda. Describimos ademas coémo
mejorar las cotas superiores e inferiores. En el primer, @aboramos heuristicas que generan un coloreo
equitativo a partir de la solucién fraccionaria actual. Esegundo, y el mas importante de nuestro trabajo
dado que se desprende de la teoria vista en el capituloantaremos los procedimientos para separar
desigualdades validas que luego seran agregadas coms eoti@s relajaciones asociadas a los nodos del
arbol de basqueda.

A lo largo de este capitulo nos encontraremos con algoritheadiversas indoles que dependerpde
rametros Estos parametros seran determinados en el siguientelogmdra alcanzar un grado de eficiencia
Optima en el desempefio de ECOPT.

6.1. Relajacion lineal inicial

Con el objetivo de lograr una relajacion mas reducida en ndirde variables y restricciones, hemos
tenido en cuenta diversas alternativas que detallaremosti@gacion.

De ahora en mas vamos a denotar gy Xeq @ la cota inferior y superior inicial obtenidas por las
heuristicas iniciales vistas en Secc®®y Capitulo3. También denotamos canal tamarfio de la mayor
cliqgue maximal obtenida.

6.1.1. Enumeracion de los vértices

En el caso de utilizarse el modeECF,, hemos sefialamos anteriormente que la estructura de éste
depende de las etiquetas de los vértices y, en consecuengiesfomance del algoritmo esta vinculada
a ella. Hemos considerado diferentes criterios para aslgaatiquetas a los vértices. En primer lugar, a
los vértices que constituyen la cligue maximal hallada aher&l computo de la cota inferior ggg, les
asignamos los primeragnimeros (es decir que, bajo esta enumeracion, la cliquenmabes{1,2,...,q}).
Los vértices restantes se ordenan de acuerdo a alguno deritexi®s siguientes:

= Asc: Orden ascendente de grado.du) < &(v) entoncess < v. En caso de empate, se usa el grado

de segundo ordefiN?[V]|, dondeN?[v] = {V' € N[V] : V € N(v)}. Sid(u) = &(v) y IN?[u]| < |N2]V]|
entoncess < v.
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= LF: Orden descendente de gradod®il) > d(v) entoncess < v. En caso de empate, se usa el grado
de segundo ordefN2[V]|. Sid(u) = d(v) y [N?[u]| > |N2?]v]| entoncess < v.

= SL: Cada vértices es el de menor grado en el grado-n— (n—1) —... — (v+ 1). Para lograr esto,
consideremos una lista vacia. Elegimos el vértice con menor grado en el subgrafacidd por
los vértices que no estan &ny lo colocamos en la lista. Repetimos el paso anterior y, @zaque
L contenga todos los vértices del grafo, la invertimos. La lissultante determina el orden de los
vértices (este orden es aplicado en el algoritmo S1-GR de la Seccidr.2).

En la Figura6.1 se muestran los distintos etiquetados que se aplican afbseges. .. ,9 si partimos
de considerar la clique maximél, 2, 3,4}.

2 7 5 2 6 8 2 5 8
4@: 9 4@: 5 4@: . ¥
3 8 6 3 7 9 3 6 9

(a) Asc (b) LF (c) SL

Figura 6.1: Etiquetado de vértices

No hay ninguna raz6n aparente para elegir un ordenamientiausgendo necesario testear la perfor-
mance del algoritmo para todos ellos. Esta prueba computcse desarrolla en el Capitulo

6.1.2. Eliminacion de variables y restricciones

A partir de los valores del tamarfio de la cligue maximal y laaxanferior y superior que brindan las
heuristicas iniciales, se pueden fijar ciertas variablesefemplo, considerando que el modelo E€&F, y
la clique maximal sedl,...,q} tenemos:

w =1, V1<]< Xeg
w; =0, VXeqg+1<j<n
i =1, V1<i<q
xij =0, V1<i<q 1<]<Xeqi#]
xj =0, VieN(j),i>q 1<j<q
xj =0, V1<i<n Xeq+1<j<n

Luego, toda restriccién del modelo que involucre algunaadevhriables fijadas se modifica para que
resulte expresada solamente en términos de las varialdasogestan fijadas. En los casos en que la restric-
cion quede redundante, se la elimina de la formulacion. Gtnteatamiento se eliminan las restricciones
de asignacion4.12) para los vértices que conforman la cligue maximal, lagioesdbnes de adyacencia
(4.13 para las aristas tales que un extremo es un vértices deueeatiaximal y las restriccioned.(9 que
involucran un vertice aislado y un color de 1, Xeq.

6.1.3. Sustitucion de restricciones en grafos de gran tamafi

Aun cuando el tamafio de la formulacion disminuye considenaénte con los procedimiento descriptos
anteriormente, la cantidad de restricciones de adyaceéodévia puede resultar inmanejable a la hora de
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resolver las relajaciones lineales. Bia][se propone una alternativa a la formulacion empleada, edelse
sustituyen las restricciones de adyacencia por restrieside vecindad. Si bien la formulacion resultante es
mas débil y esta compuesta por una matriz mas densa, laazhdgdrestricciones total pasa de ser un valor
del orden den® a uno del orden de?.

En nuestro caso la experiencia nos indica que, en funciéa daritidad de aristas del grafo, conviene
0 no adoptar la estrategia propuesta [i@],[reemplazando las restricciones de adyacencia por |éesigu
version relajada de las desigualdades subvecindad (véas#®85.4.J):

n
Hixai+ Y Xt Dy (Hj— Hi)Xuk < Wi,
veN(u) k=]+1

dondep, = min{[n/Xeq|, [N/K],a(N(u))} para cualquier X k <n, El valora(N(u)) representa una cota
superior dex (N(u)) y puede calcularse computando el cardinal de una particidriiques del vecindario
de u con el procedimiento GQUEPART descripto en la Secciold.3. No es dificil ver que las desigual-
dades sustitutas no modifican el conjunto de solucionesaanfactibles, aunque debiliten la relajacién de
la formulacion.

Experimentando con instancias de distintos tamafios psdioreciuir que efectuar la sustitucion cuando
el grafo tenga mas de 3000 aristas es un criterio razonable.

6.1.4. Manejo de las restricciones4(19

En el modeldECR,, las restricciones4(18) que eliminan soluciones simétricas son del orden’d&n
grafos de tamafios medianos y grandes traen como consexgearda resolucion de las relajaciones lineales
insume mucho tiempo. Para lograr una mejor performancédidexs considerarlas como una familia mas
de cortes, evitando asi que formen parte explicita de lg@odda inicial.

6.1.5. Algoritmo de resolucién de la relajacion lineal

Una de las funcionalidades de CPLEX, el software con el qakzeanos la optimizacion, es que nos
permite elegir con qué algoritmo resolver las relajacidimesles asociadas a los nodos del arbol de busque-
da. Segln nuestra experiencia, la mejor opcién en térmiadieitipo de proceso es empleaMsdtodo de
Barreraen la relajacion inicial del nodo raiz,Simplex Primapara el resto de las relajaciones.

6.2. Generacion y recorrido del arbol de busqueda

Las estrategias seguidas para la generacion y recorridariel de busqueda son claves para explo-
rar eficientemente el conjunto de soluciones del problerhabjgtivo es evitar busquedas innecesarias en
subconjuntos de soluciones donde se pueda inferir que nocserdra el Gptimo y guiar la basqueda de
manera inteligente. Con este proposito en mente, expetames con diferentes criterios que presentamos
a continuacion.

Para unificar la notacién de esta seccién, vamos a llgwiaw*) a la solucién Optima fraccionaria
obtenida luego de evaluar un nodo determinado del érbﬁl,:yz?zlw]‘ al valor de su funcién objetivo.
También denotamos cdrB y UB a las mejores cotas inferior y superior obtenidas hasta etlento de
evaluar el nodo. Se verifica, por lo tanjeg < LB < Xeq <UB < Xgqy LB < Z" <UB.

6.2.1. Estrategia de generacion de nodos

Dentro de las capacidades que ofrece CPLEX existe la pdsitthide personalizar la forma en que se
crean los nuevos nodos en la etapa de Bifurcacion. Si biea t&elimitacion de que la estrategia debe ser
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dicotémica(no se pueden generar mas de dos nodos), nos otorga sufitéeittdidad como para poder
implementar criterios propuestos por nosotros y experianaon ellos, descriptos a continuacion:

= Bifurcar por tamafio de la clase de color mas fraccionarRara cada coloj tal quew;j > 0 se
calcula el valoDj =}y Xj; ¥ luego se elige el color con el valby; mas fraccionario, i.e. aquel que
maximiza|3 — (D; — |Dj])|. Sea entoncegel color elegido. Sj3 - (D;—|DBj))| < 0.45 se generan
dos nuevos nodos agregando las restriccigngg X,; < |D;] ¥ Yvev X,; > [Dj] respectivamente.
Esta estrategia se basa justamente en eliminar las sasdi@tcionarias tales qub J-AJ <Svev x\’;jA <

[D;]. En caso de qué2 —(D;—|Dj])| = 0.45, se recurre a la estrategia PseudoReducedCosts de
CPLEX para efectuar la bifurcacion.
Lamentablemente no mostré un buen desempefio en la practica.

= Bifurcar por variables §;. Dado que la integralidad de las variabigs implican la integralidad de
las variablesvj, nos enfocaremos en una estrategia sobre las primerasteffibcconsiste en asignar
en forma dinamica puntajes a las variables y elegir aquelttancayor puntaje para generar los dos
nuevos subproblemas. En uno de ellos, la variable elegitiméa en Oy en el otro en 1.
El puntaje dinamico se rige por las siguientes métricas:

e Meétrica A (bifurcar por el vértice cuya vecindad es la masianaria) Para cada variable;
fraccionaria calculamos la cantidad de variables fra@sias en el vecindario decon el color
j:
Ajj=[{ueN(v) : 0<xg; <1}

e Meétrica B (bifurcar por el vértice cuya vecindad es la masociola). Para cada variablej;
fraccionaria calculamos la cantidad de colores distintesiga la vecindad de

By=|{ke{L....n} : X}, =1, YueNW}

Ambas métricas resultaron buenas en la practica. Sin emisargroducen muchos casos en donde
una métrica no es capaz de definir entre algunas variablegj@uplo, a dos variables fraccionarias
X, Y Xj, 1€ corresponden el mismo puntdgg). Por eso optamos por probar con una métrica y, en
caso de que varias variables presenten el mismo puntagngatar con la otra métrica. Llamamos
AB-Rule a la estrategia que aplica la métriday en caso de empate la métriBay BA-Rule a la
estrategia que aplica la métriBay en caso de empate la métridaAnte empate en ambas métricas
elegimos aquella variabbe,; cuyov es el de mayor grado y cuyjoes el menor, y en el caso de un
nuevo empate simplemente elegimos la primera posibilidadiderada.

CPLEX cuenta con algunas estrategias de branching in@dasr De todas ellas destacamos las que
presentaron mejor rendimiento sobre nuestra formulacion:

= Default. Estrategia por defecto de CPLEX. No esta reportado sudaaaiiento interno.
= PseudoReducedCostEs una variante de la estrategtaduced Cost9] que consiste en estimar,
para cada variable fraccionaria, el crecimiento de la fiamobjetivo si se fija aquella variable en 0 0

en 1, y utilizar esta estimacion para determinar la variabieque se bifurcara.

En el Capitulo7 experimentamos con las estrategias de propoésito genefalilbg PseudoReduced-
Costs, y con las estrategias AB-rule y BA-rule propuestaspsotros.

70



6. Algoritmo ECOPT - Un Branch-and-Cut para el Coloreo Eagtiito

Fijado de variables por implicaciones légicas

En el proceso de bifurcacion, el fijado de cierta variable lririda la oportunidad de fijar mas variables.
Si bien sus valores se deducirian l6gicamente de las @etris, setearlas explicitamente ayudan a mejorar
la performance.

En el nodo en donde fijamog; = 1 es claro que ningln vértice adyacentegodra usar el colof en
la relajacion que surja de dicho nodo, asi que podemos fijastas variables,; = 0 parau € N(v). Por
otra parte, el vértice no podra usar otro color que no sgasi que podemos fijar todas las variablgs= 0
parak # j. Finalmente, se puede fija; = 1.

Otras variables que podemos fijar, independientementeattel dex, j, son:

wig = 1, V1<k<|[Z]
wi =0, VUB <K< Xeq
Xuk = 0, VueV,UB<k<Xeq

La primera restriccién se debe a que una relajacion condorahbjetivoz* no puede tener como solucion
entera a un coloreo que use menog #ié colores, mientras que las restricciones restantes se detpea
no nos interesa explorar relajaciones que generen sokgiwrlJ B 0 mas colores.

Se puede habilitar un mecanismo en CPLEX para realizar ypigmesamiento de la relajacion en cada
nodo del arbol antes de evaluarlo (llamaumde presolve switghHemos notado que la combinacion de
habilitar este mecanismo Yy fijar variabligsipia la relajacion asociada al nodo y permite evaluar éste con
mayor velocidad.

6.2.2. Estrategia de recorrido

En nuestro algoritmo experimentamos solamente con astgriovistos por CPLEXDFS (primero
profundg, BFS (primero a lo anchdy BestF (mejor cotg. En caso de elegirse la estrategia BestF, CPLEX
proporciona un parametro adicional llamdubktracking tolerancgue indica con qué frecuencia CPLEX
retrocede en el proceso de busqueda (en el sentido de quentimieocon el nodo hijo del nodo actual).
Valores cercanos a 0 en este parAmetro hacen que la bUusretiagd comportarse como un proceso BFS
mientras que valores cercanos a 1 en este parametro hacse gomporte mas como un proceso DFS.

Hemos probado con todas las estrategias anteriores y n@tgmeauna combinacion de parametros ba-
lanceada es aplicar la estrategia BestF con el parAmetktréeldng tolerance en9999. Le atribuimos este
comportamiento al hecho de que la busqueda DFS da buendtadesuen problemas de coloreo, aunque
no suela poner énfasis en mejorar la ddga Esto Gltimo se logra realizando backtracking eventuatemen

6.3. Rutina de enumeracion implicita

Para grafos pequefios, la enumeracién implicita es masargpigl un algoritmo Branch-and-Cut. Esto
sucede porque el porcentaje de tiempo invertido en la reigolule las relajaciones lineales en los nodos
del arbol es muy significativo. En cambio, una enumeraciéecth de las soluciones enteras (como la que
utiliza DSATUR) brinda en estos casos una mejor performance.

Durante la ejecucion del algoritmo Branch-and-Cut, el majoento de la cota inferior dg.q a partir
de los valores 6ptimos de las relajaciones es mas pronuneiath base del arbol, pero disminuye a medida
gue aumenta la profundidad. Es por esto que, a una ciertarlidid, puede ser conveniente realizar una
enumeracion implicita de las soluciones enteras en vezsoé/eg relajaciones lineales que no son capaces
de mejorar la cota inferior.
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La situacion planteada anteriormente es considerada erPEC®partir de una cierta profundidad,
ponemos en marcha un algoritmo enumerativo basadosemr [18].
En cualquier nodo abierto del arbol disponemos de la sitrii@formacion:

= Un coloreo parcial del grafo definido por las variables figada 1 en la rama del arbol.

= Para cada vértice € V, un conjunto no vaci®, C {1,...,UB— 1} de colores factibles que pueden
ser asignadosa

Las clases del coloreo parcig) = {v: Dy = {j}} paratodo < j <UB—1.
El conjunto de vérticed = {u: |Dy| > 2} no coloreados en el coloreo parcial.

Cota inferior del nimero cromatico equitatilm= [z].

El algoritmo enumerativo debera determinar si es posiltieneber el coloreo parcial disponible de manera
gue se obtenga un coloreo equitativo que pinte cada vértioa los colores disponibles &y y que use al
menodb colores. Para lograr ese objetivo aplicamos iterativaenkaist siguientes pasos:

1. Para cada coloy € {1,...,UB— 1}, seaf; una cota inferior de la cantidad de vértices que le falta a
la clase de coloC; actual para que sea posible formar un coloreo equitativo:

, n
f] = maX{O, \‘mJ — |C]|}

Si U] < Y81 f; entonces no existen suficientes vértices no coloreados gdel se poda poin-

j=1

factibilidad.

2. Se elige un vértica € U para colorear.

3. Para cada colgr€ Dy, seag; una cota superior de la cantidad de vértices que puede Hegaer la
clase de colo€C; actual:

Si|Cj| +1 < gj, se evalla un nuevo nodo con los siguientes argumentas’, D'y Ib”:

El coloreo parcial pinta & de colorj: C; = Cju {u}, U’ =U\{u}.
Se aumenta la cota inferior si es necesdbb= max{j,Ib}.
Los vértices adyacentesuano pueden pintarse de para todov € N(u)NU, D, = D\\{j}.

Ningun vértice fuera del vecindario depuede pintarse dgen caso de que la clase de cojor
esté llena: s|Cj| = gj entonces para todoe U\N[u], D, = D\\{j}; caso contrario, para todo
v e U\NJu], D, = Dy.

En el paso 2 no esta especificado el criterio para elegir gteér. Con respecto a esto, decidimos aplicar
la estrategia de branchinge€Cm sugerida en1]. Se elige el vértice no coloreado que tenga la vecindad
mas colorida (i.e. el vértice con mayor cantidad de coloistintbs usados por los vértices adyacentes a
él que ya tienen fijado su color). Ante un empate, se eligelagiréce u que presenta la mayor suma

Yijen, {VEN(U) : j € Dy}

siderado.

, Y en el caso de un nuevo empate simplemente elegimos elrprértee con-

Durante el desarrollo del algoritmo de enumeracion hemosiderado dos esquemas para la seleccion
de los colores que le son asignados a los vértices no cotuseanh:
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= Seleccion estaticdPara cada vértice € U, se define inicialmente

Du={j : xyj no esta fijada en,0l < j <UB—1}.

= Seleccion dindmicaPara cada vértice € U, se define inicialmente
Dy = {j : uno es adyacente a un vértice coloreado poh< j <UB-—1}.

Luego, en el paso 3, calculamos el mayor color utilizado paoreo parcial actual. Sdaeste
valor. Para el elegido, en vez de considerar todos colore®gedlo vamos a considerar aquellos de
Dun{1,...,min{UB—1,k+1}}. En otras palabras, se introduce a lo sumo un nuevo colooi@l ¢
k- 1 justamente) en cada nivel del arbol.

El segundo enfoque es el utilizado posArur [18] y permite evitar senderos que inducen soluciones
simetricas. Sin embargo, no puede aprovechar la informagnodo actual respecto a las variablgs
fijadas en cero al inicializa,,.

En ambos esquemas, la enumeracion puede resultar inefisieglttamario inicial de los conjunt@,
es grande. Por ejemplo, la seleccion estéatica en el peorecasoerg],y |Du| Soluciones. Solo la experi-
mentacion nos permitira decidir en qué momento convienesoaar la enumeracion implicita. Trataremos
esto en el Capitul@.

Un parametro que aun no tuvimos en cuenta es el orden en ekgaalgian los nodos. Mas precisa-
mente, qué ordenamiento podemos aplicar a los color&g, @a el paso 3, donde ese ordenamiento repre-
senta la forma en que después se evaluaran los nodos. Hemhasiprordenando los tamafios de las clases
de color de mayor a menor y de menor a mayor, y resulta muy isuger cantidad de nodos evaluados y
tiempo de proceso el ordenar geenor a mayar

En el caso en que la seleccion de colores sea dinamic&2kse[proponen dos alternativas para recorrer
los nodos. Sekel mayor color utilizado por el coloreo parcial y supongamos, para el vértice en cuestion
ue U, tenemos quk+ 1 es uno de los colores a evaluar. La primera alternativasteren evaluar aquellos
gue asignan algun color d&, inferior ak+ 1 al vérticeu y luego el nodo que asigna el colot- 1 al vértice
u. La segunda es invertida: se evalGa primero el nodo contid@émintado dek+ 1y luego con los colores
restantes d®,. Nosotros probamos ambas opciones, ordenando los colei2s qlie no sork+ 1 segun
los tamarfios de sus clases de menor a mayor, como comentarebparafo anterior. La estrategia que
resultd ser mejor en la practica fue la segunda. Le atribsiiesto al hecho de que, al evaluar primero el
nodo que asign&+ 1 au, permite tempranamente alcanzar coloreos factiblescieaido la brecha entre
cota inferior y superior al comienzo de la enumeracion.

6.4. Heuristicas primales

Una heuristica primales un algoritmo heuristico que genera, o intenta generarsalcion factible
entera de un problema a partir de conocer una solucién éfteoeionaria de una relajacion lineal de aquel
problema. Por ejemplo, algunas heuristicas primales (dome-and-Fiy asignan valores enteros a las
componentes fraccionarias siguiendo un criterio para @uég posible, la solucién entera que se obtenga
sea factible 78].

CPLEX nos brinda la facultad de ejecutar una heuristicagirdada vez que dispone de una solucion
Optima fraccionaria. Si la heuristica es capaz de encomtriasolucién entera mejor que la actual, entonces
la cota superior puede ser actualizada al igual que cuang@etso de Branch-and-Bound poda un nodo
por optimalidad.
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Ademas de tener disponible la heuristica de propoésito gegae ofrece CPLEX, nosotros implemen-
tamos dos heuristicas disefiada especificamente para el feERplotan las caracteristicas del problema.
Ambos procedimientos parten de un coloreo parcial iniciaty llenando las clases de color iterativamente
hasta alcanzar un coloreo equitativo o fallar en el intesgg(in la aplicacién de criterios preestablecidos
sobre la soluciorix*,w*). Para urk dado, vamos a decir que una clase de color le=ta cuando alcanza
el cardinal[n/k]| y, entonces, no se pueden agregar mas vértices a ella. Adenyastenemo$ mod k
clases de color con tamafio/k] entonces, en las clases de color que no estan adn llenasespleden
incorporar hastén/k| vértices y se considerara llena cuando alcance este umbral.

Describimos a continuacion las dos heuristicas. Al finaldgelccién se encuentran los pseudocodigos
correspondientes a ellas.

El procedimiento RIMHEUR; corresponde a la primera heuristica y consiste en asigneolana un
vértice en cada iteracion. En esta heuristica se asigndcel jca un vérticev cuyo valorxj; es maximo.
El vérticev es elegido de entre los vértices no coloreados aun y el gasrelegido de entre los colores
disponibles no usados por los vértices adyacentes a

El procedimiento RIMHEUR; corresponde a la segunda heuristica que, en cada iteratigmel color
j cuya clase de color no esta llena atin y contiene la menodeaitie vértices tales queg; es fraccionaria.
Luego elige el vérticer que maximicec;; y que pueda ser coloreado por

Al experimentar con estas heuristicas observamos queiteradas ocasiones, existen muchas variables
Xy; con el mismo valor. En tal caso, consideramos los siguiestigerios entre el conjunto de vértices y
colores que debe desempatar:

= Vértice de mayor graddSe elige el vértice que maximizad(v).

= Vértice con la vecindad més colorid&e elige el vérticer que maximizal{j € {1,...,k} : ue
Cj, Yue N(v)}|.

» Clase de color mas grande/pequeis® elige el coloj que maximiza/minimizaCi|.

= Clase de color con la mayor/menor cantidad de variablesdi@tarias Se elige el coloij que max-
imiza/minimizal{v € Cj : 0 < xj; < 1}|.

= Clase de color mas/menos fraccionarie elige el coloj que minimiza/maximizg0,5— (3 vec; X)j —
szeq X:;JJ)|

= Clase de color que mas/menos veértices pueda pirgarelige el colorj que maximiza/minimiza
|{v eV :vno esté coloreado yno es usado por ningn vecino dg.

Estos criterios tienen poco costo computacional y puedeimpdementados facilmente.

De probar con diferentes combinaciones de los critericeyianés, la experiencia indica para la primera
heuristica elegir elértice con la vecindad mas colorigeel criterio que elige l@lase de color mas pequeia
Para la segunda heuristica se busceldae de color con la menor cantidad de variables fraccicasy,
en caso de empate, se eligeclase de color que menos vértices pueda pinthra vez fijado el coloj, se
busca el verticer que maximiceq; y, en caso de empate, se eligevéttice con la vecindad mas colorida
Tanto en la primera como en la segunda heuristica, cuands tosl criterios definidos no pudieron desem-
patar, simplemente elegimos la primera posibilidad camnaii.

En las heuristicas presentadas no hemos mencionado céemepkt coloreo parcial inicial que debe-
mos suministrarles. Este coloreo parcial puede ser gemergartir de la solucion fraccionar{&®, w*): si
X; =1y laclase dg no esta llena entonces se pinta el vértice colorj. Detallamos este procedimiento
al final de la seccion, con el nombramriAL COLINIT.
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Observemos queARTIAL COLINIT no especifica qué vértice elegir en caso de que haya mas démino.
criterio adecuado es usar el ordenamiento SL explicado $adeion6.1.1

Cada vez que disponemos de una solucion fracciorfafiav’) ejecutamos, para cada valor ke
{LB,...,UB— 1}, PARTIAL COLINIT para obtener el coloreo parcial y luego una o las dos hexas$sfiri-
males. Es claro que si encontramoskeeqcol durante este proceso, no seguimos explorando lemtiey
uB-—1.

En el Capitulo7 desarrollamos algunas pruebas computacionales parasaxiste un impacto posi-
tivo en la performance del algoritmo Branch-and-Cut cuasadbbebemos la primera, la segunda o ambas
heuristicas primales.

A continuacién presentamos los pseudocédigos correspatedi a RIMHEUR 1, PRIMHEUR 2 y
PARTIAL COLINIT.

Algoritmo 7: PRIMHEUR;
Data: coloreo parcial con clas€,C,,...,Cx
Result k-eqcol con clase€,,Cy,...,Ck

1 begin
2 while quede algun vértice del coloreo parcial sin pindo
3 valugyegt+— —1
4 for veV tal que v no esté coloreado adio
5 seaDISP el conjunto de colores cuyas clases de color no estan llémas a
6 DISP <~ DISP\{j:ueC; Yue N(v)}
7 if DISP = @ then
8 \ no hay colores disponibles para asignar al véjdail
9 end
10 for j € DISP do
11 if X(j > valugest then
12 Vpest ¢ V
13 Joest< ]
14 valu@est < X j
15 end
16 end
17 end
18 Cjbest - CjbestU {VbeSt}
19 end
20 end
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Algoritmo 8: PRIMHEUR;

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19

Data: coloreo parcial con clas€,C,,...,Cx
Result k-eqcol con clase€,,Cy,...,Ck

begin
while quede algun vértice del coloreo parcial sin pindo
para cada claggj aun no llena, sefj = {ve Cj: 0 < xj; < 1}
seajpest€l color j que minimizalF;|
valugyegt+— —1
for veV tal que v no esté coloreado adio
if jpest¢ {j :u€Cj Yue N(v)} then
if x;‘;j > valugyst then
Vbest < V
valugest < X
end
end
end
if valugyest= —1 then
\ no se puede colorear ningun vértice jggy, fail
end
Cjbest — Cjbest U {VbESt}
end
end

Algoritmo 9: PARTIAL COLINIT

© 00 N o g b~ W DN P

e e
w N P O

14

Data: valork
Result coloreo parcial con clas€,Cy, ... ,Cx
begin
Ci=oV1i<j<k
for veV tal que existe un £ k para el cual §; = 1 do
seaj el color para el cualy; =1
if hay mas de n mod k clases de colores lletes
if |Cj| < [n/k] then
‘ Cj«+CU {v}
end
else
if |Cj| < [n/K] then
‘ Ci«+CuU {v}
end
end
end

15 end
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6.5. Algoritmo de planos de corte

Como dijimos en el Capituld, el algoritmo de planos de corte es el encargado de incarpaevas
restricciones a una relajacion lineal y esta conformadalpersas rutinas de separacion que producen estas
restricciones durante el proceso de optimizacion. En rmeaso, cada rutina de separacion tiene asociada
una familia de desigualdades validas analizada en el Gayitu

Para lograr una performance aceptable, las rutinas desséadeben ser rapidas en términos de tiem-
po. En algunos casos, este objetivo puede cumplirse comitedlgs exactos, pero en otros es necesario
implementar heuristicas. Estas ultimas no aseguran gopigese pueda detectar desigualdades violadas,
pero es una solucién de compromiso ante el alto costo conipatd de algunos problemas de separacion.

Para implementar el algoritmo de planos de corte, apronechida interfaz ofrecida por CPLEX. Una de
las prestaciones de CPLEX es la de permitir introducir sagtecualquier nodo del arbol. Los cortes pueden
ser restricciones tanto de desigualdad como de igualdadngraento de agregarlos, debemos informarle a
CPLEX en cudles de las siguientes categorias cae:

= Cortes localesEs una restriccion que corta a la solucién fraccionariaadgtero es valida para toda
solucion entera perteneciente a la relajacion actual. @naue se agrega a la relajacion de un nodo,
queda para siempre en aquel nodo y sus descendientes.

= Cortes globalesEs una restriccion que corta a la solucion fraccionariasdqtero es valida para toda
solucién entera del problema. La restriccion puede serfacada en cualquier nodo del arbol (segun
el criterio de CPLEX) ademas del nodo actual. Una vez que iegagqueda para siempre en aquel
nodo y sus descendientes.

= Cortes globales purgableg&s un corte global que puede ser eliminado de cualquier (@g¢mr lo
tanto, de su descendencia) si CPLEX considera que es inafaaiznerlo.

6.5.1. Separacion de Desigualdades Clique

El problema de separacion de estas desigualdades conmslstsiguiente:

dada una solucion fraccionariéx*,w*) y un color j tal que W} > 0, se debe decidir si existe una clique
maximal Q en G tal qu§ cqX; > Wj.

Debido a que este problema es NP-completo, lo usual eswtiincedimientos heuristicos. Se conocen dos
enfoques para encarar este problefr@:[

= Antes de comenzar la optimizacion, se genera un conjuntbglees maximales y se las almacena en
una lista. Luego, durante la optimizacion, se chequea éstdald existencia de desigualdades clique
violadas. Este enfoque es el utilizado por CPLEX en sus cfigue.

= Durante el proceso de optimizacion, buscar cliques maxisreapartir del conocimiento de la solucion
fraccionaria que se quiere cortar.

En el Branch-and-Cut para el PCG propuestoth $e reporta que la experiencia con la primera estrategia
no fue alentadora, inclinando a los autores a optar por lanskeg Es por eso que decidimos elegir esta
ultima opcion.

Para separar desigualdades clique utilizamos una heardsitipo goloso. Se arma una lista ordenada
en forma decreciente de las variablgsfraccionarias o nulas y, en forma iterativa y por cada uncode |
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vértices de estas variables, se buscan clique maximallesd&sigualdad clique corta a la solucién entonces
se agrega como corte y se prohibe el Ultimo vértice afladidoha dlique. Ademas se prohibe el segundo
vértice de una clique, independientemente de si se agregboomo corte. Los vérticegrohibidos no
pueden formar parte de una clique en las iteraciones sase$tste procedimiento se repite hasta 3 veces
por cada vértice. Tanto los vérticesque satisfaceng; = 1 como los vértices aislados son prohibidos
al comienzo del procedimiento, pues estos vértices no puidmar parte de desigualdades cliques que
puedan ser violadas. Este procedimiento se detalla al fahabgbitulo con el nombre deL@QUESEP.

Debido a que los cortes generados son validos en cualquderdel arbol, los agregamos coroortes
globales purgables

6.5.2. Separacion de Desigualdades 2-rango

El problema de separacion de estas desigualdades es ehsigui

dada una solucion fraccionariéx*,w*) y un color j tal que W} > 0, se debe decidir si existe una clique
maximal Q y un conjunto R V tal quea (R) = 2, todos los vértices de Q son adyacentes a todos los
vertices de R ¥ \erX)j + 2 veqXyj > 2W].

Para separar estas desigualdades consideramos un @idwan. Se arma una lista ordenada en forma
decreciente de las variablgy fraccionarias o nulas. Luego buscamos un par de vérticesyarentes;
y V2 tal quex;, ; +X,; sea maximo e inicializamos los conjunt8s= {v1,v2} y Q = @. A partir de aqui,
vamos llenando los conjuntésy Q agregando veértices candidatoson el mayor valor posible d¢j; hasta
gue no haya mas candidatos por agregar. En este sentidajeransos que un vérticeescandidatopara
incorporarse erR cuando es adyacente a todos los vérticeQdea (RU {s}) = 2 (basta con chequear
gue para todo par de vértices Rajue no sean adyacentew,ssi sean adyacentes entre si, a fin de evitar
un triangulo en el complemento @&RU {s}]). También consideramos que un vértices candidatopara
incorporarse e cuando es adyacente a todos los vértice® geR. Como medida adicional, si un vértice
es candidato para ingresar a ambos conjuntos, se incorgQrdJaa vez que no es posible agregar mas
vértices aQ y R se procede a verificar SlverXyj + 23 ve@ Xy > 2Wj, y en caso afirmativo, se agrega la
desigualdady ycgXvj + 23 veqXvj < 2wj comocorte global purgable

Al igual que en CIQUESEP, mantenemos una lista de vértices prohibidos que no puadessar &Ry
Q en iteraciones posteriores. El criterio que aplicamoserasie prohibir los vértices de independiente-
mente de si se agregd o no el corte constituidoRpQ.

Tuvimos dos inconvenientes al utilizar esta rutina de sepém. EIl primero es que la rutina genera,
en reiterados casos, desigualdades con soporte similardidaes. Por ejemplo, si tenemos una clique
Q cuyos vértices son adyacentes a dos vértiggsv, no adyacentes entre si, entonces puede ocurrir que
CLIQUESEP generey yequjv,} Xvj < Wj mientras que esta rutina geneyg + Xy, j +2 3 veqXvj < 2wj. Sibien
son desigualdades distintas, son muy paralelas entre sigi&a pena incorporar ambas. Para resolver este
problema, impedimos que se formen desigualdades 2-ramgeéctices ya utilizados en cortes cliques, para
el mismo colorj. Esto es porque las cliques suelen ser cortes de mejoraaiigtdinandonos por agregarlos
antes que las 2-rango.

La otra dificultad que encontramos fue que la rutina consumigzmpo considerable intentando separar
desigualdades infructuosas, por lo que implementamasontador de intentod_uego de encontrar con-
secutivamente 5 desigualdades que no cortan la soluciécidraria, el proceso se detiene. Esto surgi6 de
observar que si el algoritmo falla las primeras 5 veces, @suil que en los proximos intentos encuentre
desigualdades violadas.
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6.5.3. Separacion de Desigualdades Cligue-vecindad

Seau €V tal queN(u) no es una cliqueQ una clique des tal queQNN[u] = @ y sean dos nimergs

k tales que
n

REE

Dado que trabajamos con grafos dongdg < n— 2 tenemos quev,_1 = 0 y la desigualdadu, j,k, Q)-
cligue-vecindad se puede simplificar a:

W, 3<k<a(NU)+1lyl<j< [k%ﬂ _1

(k—1)xyj + I_n;; <k— HDM + Y X< i} Bu (Wi —Wi+1), (6.1)

veN(uuQ

donde

b — min{[n/I],a(N(u))+1}, sij<Il<[n/k]-1
"k, sil > [n/K]

Como determinao (N(u)) es un problema NP-dificil, reemplazamos en la desigual@a) ¢ (N(u))
por una cota superior a la cual denotaragdl(u)). Esta cota superior se calcula para tedeV antes de
comenzar la optimizacién con el procedimientol@JEPART visto en el Capitul®. Se puede ver que la
desigualdad resultante es valida para aun para valores detales quex (N(u)) +2 <k <a(N(u)) + 1.
Aunque la misma sea mas débil que la desigual@ak), Gera de utilidad para cortar soluciones fraccionarias.
El problema de separacion de estas nuevas desigualdades es:

dada una solucion fraccionariéx”,w*), un color j tal que \j > 0,y un veértice u tal que Ru) no es una
clique y0 < x;; < 1, se debe decidir si existe una clique Q de G y un nimero k takes qu

QN =2, k=| | ssksamw)+1 i< [ |-y
il
. n-2 n i . n _ -
(k— 1)Xuj +I—(Zﬂm} (k— L——Dxm +V€N%)UQXVJ > I; bu (W — Wi, 1),
donde B — 4 M/ @(N()+1}, sij<I<n/k-1
T sil > [n/K]

Para generar estas desigualdades implementamos unralgemniumerativo que aprovecha las cliques
generadas durante la ejecucion da@UESEP. Sea entonce® una clique maximal. Para cadetal que
X;j es fraccionario, chequeamos quro sea adyacente a la cliq@y que su vecindario tenga al menos 3
vértices y no sea una clique. En tal caso, elegimos valorksedes| intervalo

ol ] s o 1 v )

y en caso de quke= | 1, chequeamos que la desigualdad sea violada.

n

(erl -1
Estas desigualdades no pueden ser afadidas como cortakeglpbes dependen deque es una cota

inferior de xeq valida solo en el nodo actual y sus descendientes. Por ln, fastconsideramos coneortes

locales
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6.5.4. Separacion de Desigualdaddscolor

El problema de separacion de las desigualdddasor es el siguiente:

dada una solucion fraccionarig<*,w*), debemos decidir si existe un conjunta J1,...,n— 1} tal que

n
3 3 %> 3 bovk— Vi),
Jedve k=1
conb;i definido en la Secci6h.4.4

Para identificar desigualdadéscolor violadas implementamos un algoritmo goloso, sigdéela Ob-
servacion5.4.285. Primero verificamos que log® no sean todos enteros. En tal caso debe existivjun
fraccionario tal quev;, ;, = 0. Luego ordenamos en forma decreciente las clases dejcolft, ..., t} segun
la cantidad de variables fraccionarkisgue presentan, i.e. el cardinal fie: x;; ¢ Z Vv € V}. Es decir que,
si las clases de color ordenadas §pnCi,, ..., G, entonce<s;, es la que se compone de mas variables
fraccionarias. Luego para cadax <t — 2 tal ques> 1+ min{n mod k ke {1,...,t} A kno divide an},
probamos las desigualdad&solor dondel incluye las clases mas fraccionarias y el cardinal ds justa-
mentes, i.e.J = {C;,,Ci,,...,Ci.}. Sila desigualdad-color no es satisfecha p@«*,w*), entonces se afiade
como uncorte global purgable

En el procedimiento anterior s6lo considerandotales que X |J| < n— 3 pues, como dijimos en
la Observaciorb.4.281, desigualdaded-color con|J| = 1 son justamente las restriccionés23, y con
|J| = n— 2 definen la misma cara qué.22).

6.5.5. Separacion de Desigualdades Block

El problema de separacion de estas desigualdades es:

a partir de una solucion fraccionari@*,w*) y un color j tal qued < wj < 1, decidir si existe un vertice v
tal quey_; X5 > Wj.

La cantidad total de desigualdades block es del orden der lo que podemos enumerarlas y probarlas,
una a una, agregandolas como cortes cuando sean violadissotucion fraccionaria. Este es el método
utilizado para separarlas en el contexto del PE&. [

En nuestra implementacién manejamos estas desigualdaaexcortes globales purgables

6.5.6. Separacion de Desigualdades Subvecindad

Para las desigualdadés, j,S)-subvecindad s6lo nos restringimos al caso en$eeN(u). Ademas,
vérticesu tales quexr(N(u)) < 2 dan lugar a desigualdades clique o 2-rango, por lo que debenponer
quea(N(u)) > 3. El problema de separacion es, entonces:

decidir si para una solucion fraccionarié*,w*) y un color j tal que \} > O existe un vértice u tal que
a(N(u)) =3y

n
YinwXaj+ Y Xt D (VN — )Xok > Vin Wi
veN(u) k=J+1
dondeyinw) = Min{[n/Xeql, [N/K],a(N(u))} para todck.
En el problema de separacion requerimos conocer el nUmesstdbilidad del vecindario de cada
vértice. Este tema ya fue discutido al tratar las desigdalalique-vecindad, de manera que vamos a
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asumir la disponibilidad de cotas inferiores y superioegste parametro, a sateefN(u)) y a(N(u)) para
todo vérticeu € V. Al igual que en la separacion de desigualdades cliquargtadi vamos a considerar
desigualdades mas débiles que las subvecindad.

Para todau € V tal quea(N(u)) > 3, identificamos desigualdades violadas de la forma:

n
EjxXuj + z Xvj + Z (& — &xuk < &jw;,
veN(u) k=]+1
dondeéy = min{ [%1, [R1,0(N(u))}. Debido a queik > yin() esta desigualdad es una version mas débil
de la(u, j,N(u))-subvecindadq.8).
Estas desigualdades deben ser agregadas cones localespues dependen d& que es una cota
inferior de xeq valida sélo en el nodo actual y sus descendientes.

6.5.7. Separacion de Desigualdades Fuera-vecindad
El problema de separacion de las desigualdades fueradeetas:

decidir si para una solucion fraccionarig,w*) y un color j tal que W > 0, existe un vértice u tal que

n n
(LDJ - 1>Xiij = > Xt D bixk> > bW — W),
J veVAN[Y] k=tj-+1 k=t +1
dondet; = max{j, Xeq} Y bjx = [n/tj] — [n/K].

Similarmente a lo que ocurre para las desigualdades sulohagti asumimos la disponibilidad de cotas
inferiores y superiores de(N(u)) para todo veérticel € V, y consideramos desigualdades mas débiles que
las fuera-vecindad.

Para identificar desigualdades violadas computamos et vale max{j,[z"|} y, para cada vértice
ueV tal quea(N(u)) > 3, verificamos sia(N(u)) > [n/7;]| segun el resultado del Teorerbat.14 En
caso afirmativo, consideramos la desigualdad que resutieedeplazat; contj en (6.9), i.e.

n n n
QT—J.J—1>XuJ— > oxit Yy Biwwk< Y Bik(Wke—Wira),
veV\N[u] k=Tj+1 k=Tj+1

dondefjk = [n/T;| — [n/k].

Al igual que las desigualdades subvecindad, estas dedagled deben ser agregadas caoies lo-
calespues dependen @&.
6.5.8. Separacion de Desigualdad€s, J)-color

El problema de separacion asociado a estas desigualdatsste@n:

decidir si para una solucion fraccionarigc*, w*) existen conjuntos 8V y JC {1,...,n— 2} tales que
[S=H[+1y

n
X$'+ X\t_ > stk(W—W ),
ngve ’ v; ~ kzl “ e

dondebs;kes un valor definido en la Secciém.5que depende del nimero de estabilidadsde

Como hemos hecho en casos anteriores, utilizamos unaversgié débil de estas desigualdades, que
se diferencian de las originales en que a cada ocurrenaid@$jda reemplazamos por una cota superior de
a(S) calculada con el procedimiento_@QUEPART.
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Hemos probado con varios criterios golosos para elegirdofuotosSy J, pero en ningln caso estos
procedimientos generaron una cantidad razonable de déddgies violadas. Lo mas frecuente era que no se
generara ningun corte a lo largo de la optimizacion. Porregian, no las consideramos para que formaran
parte del algoritmo de planos de corte.

6.5.9. Separacion de Restriccioneg (19

En la Seccidérb.1.4planteamos la posibilidad de no incorporar las desiguakl&d18 en la relajacion
inicial y de separarlas a medida que son violadas por laisoldiaccionaria actual.

Al igual que las block, la cantidad total de desigualdade$d es polinomial respecto depor lo que
las generamos con una rutina de separacion enumerativa tdetr vértice 2< v < ny para todo color
2<j<v-1talquexj; >0, se evalla si es posible agregar< zx;}71Mj_l como corte.

Como estéas desigualdades pueden eliminar solucionesagn#s afladimos comorte localacorde a
lo especificado en el Manual de CPLEX.

6.5.10. Parametros del algoritmo de planos de corte

Experiencias previas nos indicaron que las desigualdddek, lsubvecindad, fuera-vecindadlycolor
no son violadas tan frecuentemente como en el caso de lapidiesides clique y 2-rango, ni producen
cortes que eleven significativamente la cota inferior. &ib@&go, permiten explorar soluciones fracciona-
rias que proporcionan una retroalimentacion a la separal€das desigualdades clique y 2-rango, haciendo
gue estas Ultimas se generen en mayor cantidad duranteulang@iteracion del algoritmo de planos de
corte. Dicho de otro modo, las desigualdades block, subgiad| fuera-vecindad y-color estimulan la
produccion de desigualdades clique y 2-rango. Este hed®dwe sea necesario realizar un experimento
gue considere distintas combinaciones de rutinas de sefafin de poder conocer aquella que minimice
los tiempos de ejecucion total; tarea que realizamos enptda?.

Una vez definida la estrategia del algoritmo de planos decdeben tomarse ciertas decisiones rela-
cionadas al funcionamiento de éste. Por ejemplo, despuéssdiver la relajacion lineal de un nodo del
arbol, se debe decidir si se generan cortes o se procedeazaréabifurcacion del nodo. Es de esperar que
los cortes introducidos ayuden a mejorar las cotas y estoifggpodar ramas del arbol. Sin embargo, el pro-
ceso de busqueda de desigualdades violadas y la postedtuaién de la relajacion con las desigualdades
afiadidas tienen un costo. Debe entonces lograrse un eguditire estas dos posibilidades.

Las decisiones que intervienen en el comportamiento detitgp de planos de corte pueden ser tra-
ducidas como parametros a determinar:

= MAXROUNDS,. Maxima cantidad de iteraciones del algoritmo de planosotie ¢jue pueden ser
ejecutadas en el nodo raiz.

= MAXROUNDS,4e Maxima cantidad de iteraciones del algoritmo de planosodie gue pueden ser
ejecutadas en cualquier nodo interior del arbol de busqueda

= MAXDEPTHTREEProfundidad del arbol en donde se deja de ejecutar el atgmide planos de
corte.

= SKIPFACT ORy:. Parametro que indica cada cuantos nodos evaluados se alglkahel algoritmo
de planos de corte.

= VIOLthreshold Margen minimo de violacion para que un corte sea afiadide $V*) es una solucion
fraccionaria yr‘x+ m¥w < g es el corte propuesto, entoncadx* + mYw* — 1 > V I1O0Lihreshold
para que el corte sea considerado.
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= MAXCUTS Méxima cantidad de cortes que pueden ser agregados eretamidn del algoritmo de
planos de corte para una determinada familia.

La fijacion de estos parametros conducen al siguiente caarp@nto del algoritmo Branch-and-Cut:
1. Se resuelve la relajacion inicial.

2. Se ejecutan hastd AXROUNDSg: rounds que introducen cortes en la relajacion. En cada round
se generan desigualdades validas violadas de las cuatesesabregan a la relajacion las primeras
MAXCU T Sgeneradas por familia, y se reoptimiza la relajacion. Siremound determinado no se
generan cortes, entonces no se ejecutan los rounds restante

3. Se comienza el proceso de Branch-and-Bound.

4. CadaSKIPFACTOR; nodos se realiza lo siguiente. Si la profundidad es infaibtAXDEPTH
TREEniveles, se ejecuta AXROU NDgqgerounds del algoritmo de planos de corte antes de bifur-
car.

El esquema que elegimos es el mismo que el Branch-and-Clgrmeptado enq2] para el PCG, con

la salvedad de que no ejecutamos el algoritmo de planos te &quartir de un cierto nivel en el arbol
de busqueda (en el B&C para el PCBAXDEPTHTREE= «). Esta decision se debe a que los cortes
generados a ese nivel se vuelven ineficaces por la cantidaatidbles fijadas.

El comportamiento del algoritmo también es sensible alrpatéV |OLnreshold ESte parametro es uno
de los mas importantes pues establece la agresividad cosequeducen cortes y la calidad de ellos. Un
valor muy grande limita la cantidad de cortes generados \alam ynuy pequefio hace que se produzcan una
cantidad considerable de cortes, de los cuales muchosamrsoiproductivos. En nuestro caso decidimos
elegirlo segun la familia: para las desigualdades cliq@enasV | OLinreshold= 0,1, para las desigualdades
2-rango usamo¥ | OLnresholg= 0,2 ¥ para el resto usam®d OLipreshoig= 0,01.

En lo que respecta a la cantidad de cortes generados, fijdA¥<CU T S= 200 para todas las familias
de desigualdades.

En el Capitulo7 experimentamos con distintos valores para los parambtios ROUND &Ko, MAX-
ROUNDSode MAXDEPTHTREE/ SKIPFACT ORy:t.

En la proxima pagina mostramos un pseudocddigo de la ruérseparacion de desigualdades Clique
CLIQUESEP.

Este capitulo fue destinado a describir las principalesataristicas de ECOPT y, alo largo de él, fueron
surgiendo parametros que modelan su comportamiento. iEs d#tablecer a priori cual es la eleccion mas
adecuada para estos parametros y sélo a través de la expdioa podemos estimarlos. El propésito del
proximo capitulo sera ajustar empiricamente los valoressties parametros.
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Algoritmo 10: CLIQUESEP

Data: grafoG, color j, solucion fraccionarigx*, w*)

1 begin
2 siwj =0, salir
3 ordenar los vértices d8 segun el valor de;; de mayor a menor
4 prohibidos «— {v:xj; =1V ves aisladd
5 while existan vértices & V\prohibidos tales que § > 0 do
6 elegir un vértices € V\prohibidos tal quex;; > 0
7 contador < O
8 while contador < 3A N(Vv)\prohibidos # @ do
9 clique < {v}
10 candidatos <— N(Vv)\prohibidos
11 while candidatos # @ do
12 V'« vertice de mayor valox;; encandidatos
13 clique < cliqueU{V'}
14 candidatos «+— candidatos TN (V)
15 end
16 if clique es maximal en Ghen
17 if 3 veclique Xyj > Wj then
18 se agrega el corte CliqUBcclique Xvj < Wj
19 se agrega el tltimo vértice déque a prohibidos
20 end
21 end
22 se agrega el segundo vérticedliigque a prohibidos
23 contador < contador + 1
24 end
25 se quitan derohibidos los vértices agregados en el bucle anterior
26 prohibidos < prohibidos U {v}
27 end
28 end
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Capitulo 7

Experiencia Computacional

Este capitulo esta dedicado a realizar experimentos caeipatles con nuestro algoritmo Branch-and-
Cut ECOPT. Se evalta la performance del mismo con distiteéasienes de parametros. Una vez obtenida
aquella combinacién de parametros que mejor se desemgedamnpara ECOPT con otros algoritmos de
la literatura.

Los experimentos se llevaron a cabo en un servidor equipaarc procesador AMD Phenom 2.2Ghz,
sistema operativo Suse Linux y el optimizador de propdsteegal CPLEX 12.14]. El algoritmo ECOPT
esta implementado en el lenguaje C utilizando la interfanzada de CPLEX.

Para permitir una futura comparacién valida aunque apradarentre los resultados relacionados al
tiempo, es comun en la literatura reportar el tiempo condampor el programdfmax(1], el cual es utilizado
para propdsitos deenchmarkingustamente. En nuestro caso, éste arrojo 6.31 segundadi(osgpara la
instanciar500.5.b

7.1. Seleccion del modelo de programacion lineal entera

En esta seccion vamos a comparar las formulaci&®s, ECF y ECF, introducidas en el Capitulé
Para cada formulacion corremos un Branch-and-Bound pume €0 instancias de 40 vértices generadas
aleatoriamente (10 instancias por grado de densidad),rci@rapo maximo de 2 horas por instancia. Luego
tomamos ciertos indicadores que nos permitan interpresaiekultados:

(i) Cantidad de instancias resueltass la cantidad de instancias (por grado de densidad) emdassc
la optimizacion alcanza la optimalidad dentro del tiempaimé establecido. Este factor es determi-
nante a la hora de elegir un modelo ya que se pretende querabmesuelva la mayor cantidad de
instancias posibles.

(i) Promedio de la relajacién inicialEs el promedio sobre todas las instancias (de la mismadiet)si
del valor de la funcién objetivo correspondiente a la forwidn sin las restricciones de integralidad.
En general se espera que un modelo arroje el mayor valoripogibque este hecho mejorara la cota
inferior de xeq durante el proceso de Branch-and-Bound.

(i) Promedio de gap relativdEs el promedio sobre todas las instancias (de la mismadieh)silel gap
relativo entre la cota inferior y superior del nUmero crapwequitativo al finalizar la optimizacion.
SiLBy UB son las cotas inferior y superior ggg entonces el gap relativo se calcula con (10B —
LB)/UB. Se espera que este indicador sea lo mas cercano a cereaposibl
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(iv) Promedio de nodos evaluaddss el promedio sobre las instanciasueltagde la misma densidad)
de la cantidad de nodos evaluados para alcanzar la optadalith valor bajo en la cantidad de nodos
evaluados indica que hubieron pocas bifurcaciones dueipi®ceso de Branch-and-Bound.

(v) Promedio de tiempo transcurridds el promedio sobre las instanci@sueltas(de la misma den-
sidad) de la cantidad de tiempo transcurrido para alcamzaptimalidad. Este factor también es

determinante a la hora de elegir un modelo ya que es impertar éste consuma la menor cantidad
de tiempo posible.

En cada ejecucion del algoritmo Branch-and-Bound se atiizcota superior inicidkeq = A(G) + 1.
Para el caso dECF,, los vértices se ordenan segun su grado en forma decreciente

El cuadro7.1resume los resultados de la prueba. En cada fila se muessramdicadores correspon-
dientes a un grado de densidad particular. Las columnasepgttan la cantidad de instancias resueltas
para cada formulacion. Las columnas 5-7 muestran el prandslia relajacion lineal, las columnas 8-10
muestran el promedio de gap relativo, las columnas 11-13traureel promedio de nodos evaluados y las
columnas 14-16 muestran el tiempo transcurrido en seguhdssnejores resultados por fila son reportados

ennegrita. Un guion “—" significa que no es posible calcular el promedio por que umiaginstancia fue
resuelta.

Densidad| Instancias resueltas Prom. rel. lineal Prom. gap relativo Prom. nodos eval. Prom. tiempo
ECF ECRH ECF, | ECF ECH ECF, | ECF ECKH ECF, | ECF ECH ECF, | ECF ECKH ECR,
10% 10 10 10 2 2 285 0% 0% 0% 62 80 20 1.1 14 05

30% 5 0 10 2 2 3585 8% 16% 0% | 35790 — 1878 | 4112 — 162
50% 0 0 9 2 2 463 | 36.6% 26.1%1.1% — — 9216 — — 1919
70% 0 0 3 2 2 834 | 63.2% 27.9%7.6% — — 9507 — — 3813
90% 0 1 5 2 2 17.30| 78% 23.6%4.6% — 86397 2304 — 6769 821

Cuadro 7.1: Comparacion de las formulaciones en grafos déiges.

Estos resultados reflejan una marcada diferencia entreraufacion ECF, y las otras. Observemos
que conECF, se pudieron resolver todas las instancias con 30% de dengidasi todas las de 50%.
Més aun, el valor de la relajacion inicial @CF, crece paralelamente con la densidad a diferencia de las
otras formulaciones. En lo que respecta al gap relativa, ipatancias de media a alta densidad, los valores
dados poECF, se alejan un minimo de 20 puntos porcentuales comparadowsal@dos poECH, y
esta diferencia aumenta con los valores dadodEfitf. Con el resto de los indicadores también se puede
alcanzar una conclusion positiva SORr€F,.

7.1.1. Enumeracion de los vértices

En la Secciért.3.3hemos dicho que el rendimiento HEF, es suceptible a la forma en que etiquetamos
los vértices del grafo. El test que presentamos aqui cersistomparar el comportamiento BEF, con
los distintos ordenamientos propuestos en la Sedibrd. Para cada caso corremos un Branch-and-Bound
puro sobre 50 instancias aleatorias de 50 vértices (10nicigka por grado de densidad), con un tiempo
maximo de 2 horas. Antes de comenzar la optimizacion se canyma cota inferiofeq como se describe
en la Secciér2.3. Los colores de la clique obtenida durante esta etapa sg@dosfidurante la generacion
del modelo. Como cota superior se dg&5) + 1.

El cuadro7.2reporta los resultados obtenidos, en donde se empleankgréaa para enfatizar el mejor
valor. Las columnas 2-4 muestran la cantidad de instaneg@geltas por la formulaci@&CF, con los orde-
namientos ascendentAqq, descendentdF) y Smallest Las{SL). Las columnas 5-7 y 8-10 muestran el
promedio de gap relativo y tiempo transcurrido respectesate
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Densidad| Instancias resueltas Prom. gap relativo | Prom. tiempo (en segundos)
Asc LF SL Asc LF SL Asc LF SL
10% 10 10 10 0% 0% 0% | 2.6 1.7 15
30% 9 9 8 14% 14% 1.8% | 1086 415 1334
50% 3 4 2 142% 6.7% 12.1% | 4649 1949 2830
70% 0 2 5 145% 6.2% 4.2% — 5307 4897
90% 10 10 10 0% 0% 0% 32 60 433

Cuadro 7.2: Comparacion de los ordenamientos en grafos déréfes.

En términos generales, el ordenamiento ascendente nogarbdenos resultados debiendo volcar nues-
tra decision en los ordenamientos o SL El primero de ellos presenta mejor comportamiento en lafogr
con densidades 30%, 50% y 90%. En cambio, para grafos de 7@#ndelad SL es mejor en promedio.
Para poder analizar con mas profundidad lo que ocurre es iestancias, reportamos en el Cuadrdla
cantidad de nodos evaluados y el tiempo transcurrido pasadlFen aquellas instancias de 50% y 70% de
densidad que alguno de los dos resuelve.

Dens.| Nodos eval. Tiempo
LF SL LF SL
50% | 2137 5684 | 1184 3787
876 1718 | 603 1873
1756  — 1630 -—
5132 - 4378 —
70% | 3328 6850 | 3726 5690
7281 4419 | 6888 3375
- 9867 | — 4754
— 17689, — 6615
- 7491 | — 4055

Cuadro 7.3: Comparacion entre LF y SL en instancias de 50 %4 @@ densidad.

Observemos quéF presenta menores tiempos en 5 de las 9 instancias que figudantabla y, en
particular, en 3 de las 4 instancias que ambos resuelvertdimamente. Teniendo en cuenta, ademas, que
las instancias de 50% de densidad son las mas dificiles dveegn términos generales, elegimoska
como el mejor ordenamiento.

Vale remarcar que la formulacion, mas alla del ordenamigatose aplique, se comporta extremada-
mente bien para los casos con 10% de densidad con respestaastis con 30% de densidad o mas, por

lo que adoptaremos mayor cantidad de vértices para grafos0¥ de densidad en algunas de las pruebas
posteriores.

7.2. Estrategias de recorrido del arbol de busqueda

En la Seccidér6.2.1propusimos dos estrategias de branching, que llamamosuleBAB) y BA-rule
(BA), y comentamos que CPLEX cuenta con otras dos estrategiagmdas Default@ef) y PseudoRe-
ducedCostsRRQO), que se comportan bien con nuestro modelo, entre otremtexgars disponibles. La si-
guiente prueba compara cada una de las estrategias mefasomarriendo un Branch-and-Bound puro
sobre 50 instancias aleatorias (10 instancias por gradergdad), con un tiempo limite de 2 horas.
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Vért. Dens. Prom. nodos evaluados | Prom. tiempo (en segundos)
Def PRC AB BA| Def PRC AB BA
90 10% | 1470 847 556 263 | 180 74 82 4.2

60 30% | 2940 2179 1573 379 | 45 30 24 7

60 50% | 28209 9590 23516 4912| 1039 285 613 171

60 70% | 9159 1909 4503 1326| 356 82 137 43

60 90% | 57 87 100 38 14 14 09 0.6

Cuadro 7.4: Comparacion de las estrategias de branching.

El cuadro7.4 muestra los resultados obtenidos. Dado que todas las éietdineron resueltas, solo se
reporta promedio de nodos evaluados y promedio de tiempeduarido. De lo que se puede apreciar, la
estrategia BA-rule es incuestionablemente mejor que lasde

También hemos probado con instancias de tamafio mayor yaehgranch-and-Bound ya no es capaz
de resolver todas las instancias, en los casos en donde sitmesirategia BA-rule, se han resuelto mayor
cantidad de instancias y el promedio de gap relativo resutidor.

Vale la pena aclarar también que Default, i.e. la estraegialefecto de CPLEX, tuvo la peor perfor-
mance entre las 4 estrategias evaluadas.

7.2.1. Rutina de enumeracion

El propésito de esta seccion es determinar cémo y cuandobsedjiecutar la rutina de enumeraciéon
implicita presentada en la Secciér3.

En primer lugar nuestro algoritmo se comporta muy bien paafog de baja densidad y observamos
gue una enumeracion implicita no produce una mejora en eatws. Debido a ello, sélo la utilizaremos
cuando el grado de densidad sea superior a 20%.

Comenzamos analizando la diferentes estrategias de i$ele&t cuadro?7.5 reporta (con el mismo
formato que el Cuadr@.3) la ejecucion de un Branch-and-Bound que utiliza la egratge branching BA-
rule y la rutina de enumeracion sobre 50 instancias aleatde 70 vertices con un tiempo limite de 2 horas.
La enumeracién implicita se lleva cabo cuando a lo sumo Beérestan sin colorear en el coloreo parcial
asociado a la rama del arbol actual. La estrategias a evalnaeleccién estatic€SE), seleccion dinamica
en donde el nodo que asigna el cdkor 1 se evaluailtimo (SD,) y seleccién dinamic&n donde el nodo
que asigna el coldt+ 1 se evaltgrimero(SDy), dondek es el mayor color utilizado por el coloreo parcial.

Densidad| Instancias resueltas Prom. gap relativo | Prom. tiempo (en segundos)

SE SO SD SE SO Sh, SE SO SDh,
30% 10 9 10 0% 22% 0% | 335 300 335
50% 7 7 49% 8.2% 2.4% | 3734 4023 3629

4
70% 3 4 5 8.1% 17.2% 5.6% | 3619 3805 3468
90% 10 9 10 0% 1.2% 0% 741 1741 1

Cuadro 7.5: Comparacion de las diferentes estrategiadeteim

Claramente, la estrategiD; es la que presenta el mejor desempefio en grafos de densidadyradta.
Para hacer una comparacion mas precisa en grafos de 30 %digadkrcalculamos el promedio de tiempo
deSEy SD, en las 9 instancias que resuelyB;. Estos promedios son 302 y 303 respectivamente, por lo
gue no existe una mejora apreciable al \By. Optamos entonces p&D;.
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Para poder determinar en qué momento debe ejecutarsera ddienumeracion, consideramos los
siguientes criterios basados en la cantidad de vérticesokinear en el coloreo parcial asociado a la rama
del arbol actual, que denotamos dbH, y en la cota superior del nodo actual, que denotamo&J&n

= Criterio Ap: la enumeracion se ejecuta cuando < p.

= Criterio Bp: la enumeracion se ejecuta cuarjdg.UB < p.

El cuadro7.6reporta la ejecucién de un Branch-and-Bound que utilizastieategia de branching BA-rule

y la rutina de enumeracion sobre las mismas 50 instanciasodls con un tiempo maximo de 2 horas.
Se evallan los criteriofuo, Aso, Aso Y Bsoo. También se reportan los resultados correspondientes a un
Branch-and-Bound gueuncallama a la rutina de enumeraciéon (NO).

Densidad| Instancias resueltas Prom. gap relativo Prom. tiempo (en segundos)
NO Ago Aso Aso Bgoo | NO A0 Aso Aso Bgoo | NO Ago Aso Aso Bsoo
30% 10 10 10 10 10| 0% 0% 0% 0% 0% | 338 340 335 190 9
50% 7 7 7 7 10 | 24% 2.4% 2.4% 4.5%0% | 4056 4126 3629 145817
70% 6 5 5 7 6 2.6% 4.6% 5.6% 8.6% 3.1% 3133 4347 34681037 3339
90% 10 10 10 10 10| 0% 0% 0% 0% 0% | 10 15 1 1 10

Cuadro 7.6: Comparacion con distintos criterios para ¢&eda enumeracion implicita

En grafos de alta densidad, la mejor estrategia resultdgeta ganancia principal se produce en
grafos de 70% de densidad, donblg) sélo necesita alrededor de un tercio del tiempo que utillaan
estrategias restantes. Sin embargo, en las 3 instanciasogse resuelven aplicando la estrate@ig, la
rutina de enumeracion consume todo el tiempo disponibletmaie que las estrategias restantes priorizan
mas la resolucién de las relajaciones y, en consecuenakeMacion de la cota inferior. Esto queda reflejado
en el promedio de gap relativo.

Por otra parte, la estrategBog tiene un rendimiento excelente en grafos de 30% y 50% dedbahsi
y podemos considerarkceptableen grafos de mayor densidad. Consideramos esta estrategig OPT,
esperando que la introduccion de cortes en las relajacamneten a mejorar el tiempo de proceso en grafos
de 70% de densidad.

7.3. Incorporacion de Heuristicas Primales

La siguiente prueba esta destinada a evaluar distintasicaoiines de heuristicas primales cuando
éstas son utilizadas en un Branch-and-Bound. Las combimegique consideramos son: ninguna heuristica
(NO), sélo heuristica 1H3), s6lo heuristica 2H3), ambas heuristica$i{H,) y sélo heuristica de CPLEX
(Hcpx). Para la prueba utilizamos 25 instancias (5 por cada gradtedsidad). Las instancias de 10% de
densidad son de 90 vértices mientras que el resto son de Quaaro7.7 contiene la cantidad de nodos
evaluados y el tiempo de ejecucion para cada combinaciéemAd se reporta la mejor cota obtenida por
la combinacion en cuestion (esta cota no incluye las salesi@nteras que fueron encontradas al podar
por optimalidad) y se marcan @regrita a los mejores resultados. Un guiér™indica que la heuristica
evaluada no fue capaz de encontrar ninguna solucion queenajoota superior actual al momento de ser
ejecutada. Por cada instancia también se reporta el nUmmm@tico equitativo.

Las columnas correspondientes a las mejores cotas olgeodd; y H, nos pueden dar una idea de la
capacidad de las heuristicas primales para generar safsciba heuristica 1 es la que obtiene los coloreos
con menor cantidad de colores en la mayoria de los casos@uagentualmente, la heuristica 2 logra una
solucién de mejor calidad como en el caso de las instanciad® ¥l hecho de que la mejor solucién
sea obtenida a veces por una heuristica y a veces por oifecgusbnsiderar la combinacidd;H, como
alternativa.
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Inst. Dens. Xeq Nodos evaluados Tiempo (en segundos) Mejor cota obtenida
NO H Ho HiHy Hepx | NO Hy Hy HiHz Hepx | Hi Ha HiHp Hepx
1 5 129 129 129 129 129 1 1 1 1 3 - - = —
2 4 531 531 543 543 445 7 7 7 7 6 - 6 6 5
3 10 5 154 154 154 154 161 1 1 1 1 3 - - - 5
4 5 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 - - = 5
5 5 151 149 149 149 135 3 3 3 3 3 5 5 5 5
6 8 1684 457 1673 457 287 80 28 81 29 22 12 11 12 8
7 8 845 842 845 842 823 42 43 43 45 45 8 — 8 8
8 30 8 4113 4113 4113 4113 4113 154 157 161 162 158 — — — —
9 8 27949 27945 27949 279425223 | 855 918 898 897 813 8 — 8 8
10 8 7146 2295 7142 2295 7100 279 116 289 108 324 | 12 12 12 8
11 12 | 10132196465 10132196465 100022 | 5557 5609 57575517 5823 | 13 — 13 14
12 12 | 42263 41994 24419 421549191 | 3145 3212 1801 32431453 | 13 18 13 13
13 50 12| 59588 57470 631895909 60028 | 4080 3984 44803942 4240 | 16 14 17 —
14 12 | 46735 4234440632 4063243670 | 2817 25892455 2480 2705| 15 16 16 12
15 12 | 32264 32263 32264 322631669 | 2273 2303 2297 23202265 | 13 — 13 16
16 17 | 57177 40819 66147 41503 59635| 3454 3056 3950 3088 3657| 20 22 19 20
17 17 | 70417 7029145541 4554164732 | 4230 44482767 2799 4090| 21 23 23 19
18 70 17| 4558 4557 4558 4557 4569 338 314 305 310 323 | 18 — 18 —
19 18 4120 1374 5783 1363 3109 165 89 228 87 150 | 1824 18 19
20 18 | 29748 29724 34609 29724 29751 | 1712 1575 18111543 1585 | 19 25 19 19
21 29 686 583 625 639 620 10 8 7 7 12 29 36 29 29
22 27 4011 2664 4003 2664 3998 54 38 54 38 60 27 31 27 —
23 90 36 17 9 17 9 10 0 0 0 0 0 36 39 36 36
24 27 118 44 119 44 567 4 1 4 1 12 27 33 27 —
25 28 562 535 651 648 558 7 7 7 8 9 28 34 28 —

Cuadro 7.7: Evaluacidn de las heuristicas primales engddd@0 y 90 vértices

Al comparar las combinacionés;, H, y H1H», podemos concluir que la ultima hereda lo mejor de las
anteriores: la instancia 20 se resuelve en menor tiempdaekla primer heuristica, y lo mismo ocurre con
la instancia 17 y la segunda heuristica. La tabla tambiée parevidencia que es preferible usar alguna de
estas estrategias que no usar ninguna. La combin&kiéip logra el mejor promedio con 1771 segundos en
las instancias de densidad media (6 a 20) mientras que parbi{\{CH, este promedio es de 1945, 1896 y
1822 segundos respectivamente. Lo mismo ocurre al compamaredio de nodos evaluados.

Por otra parte, la heuristica de propésito general que &@RLEX logra, en algunos caso, cotas de
buena calidad como se observa en la ultima columna de la Biblambargo, a medida que la densidad del
grafo aumenta, esta heuristica va perdiendo su eficientigriinos de tiempd{cpx obtiene un promedio
de 1843 segundos para las instancias de densidad media 771 déH1H,. Para grafos de 90% de
densidadHcpx es la que presenta el peor comportamiento entre todas tategsds evaluadas.

Si bien las conclusiones anteriores sugierenlqud, es la mejor combinacion, esta situacién podria
cambiar en grafos de mayor tamafio, ya que las heuristicagapddsumir suficiente tiempo como para
gue resulte desfavorable incorporarlas. Aln en los casga@tas instancias no sean resueltas por ninguna
combinacion propuesta en un tiempo preestablecido, ealulesgue la combinacién elegida disminuya el
intervalo donde se encuentra el nUmero croméatico equatativ

El propdsito de la proxima prueba es evaluar las combinasit?dO,H;H, y Hepx sobre 25 instancias
de 150 vértices. Se ejecuta un Branch-and-Bound imponiandiempo limite de 2 horas y se reportan
los resultados en el Cuadi®8, organizados de la siguiente manera. Las columnas 3-5 ranestgap
relativo alcanzado durante la optimizacién. Las column8siuestran la mejor cota superior encontrada y
el tiempo transcurrido desde que comenza la optimizaciétaled momento en que se encuentra dicha cota,
separados por un guion. Finalmente, las columnas 9 y 10 randatmejor cota superior obtenida por las
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heuristicas que se estan evaluando. Estos ultimos valiitesencian de los dados en las columnas 7y 8
en que solo corresponden a soluciones generadas por lésticasr mientras que los de las columnas 7y 8
pueden corresponden también a soluciones provenientasriedralidad de la relajacién de un nodo.

En el cuadro se marcan emgrita a los mejores resultados. La forma de reconocer cual es er mej
resultado en las columnas 6-8 es eligiendo la menor cotaisupeportada y, en caso de empate, el menor
tiempo para alcanzar dicha cota.

Inst. Dens. Gap relativo Mejor cota superior - Tiempa Mejor cota obtenida
NO HiH Hepx NO  HiHp  Hcpx HiH, Hepx
1 16 16 16 6-188 6-189 6-853 6 7
2 28 28 28 7-43 7-43 7-9 - 7
3 10 16 16 16 6-129 6-132 6-136 7 -
4 28 28 28 7-43 7-44 7-36 - 7
5 16 16 16 6-35 6-36 6-141 - 7
6 50 50 46 16-162 16-179 15-5934 17 15
7 50 50 50 16-456 16-175 16-516 20 18
8 30 50 50 46 16-369 16-246 15-2311 17 15
9 50 50 46 16-363 16-376 15-2840 16 16
10 46 46 46 | 15-178215-1164 15-1670 19 16
11 53 53 52 | 26-1052 26-454 25-3162 31 26
12 56 54 56 | 25-645524-5896 25-5869 31 26
13 50 52 50 57 | 25-337524-2189 26-5466 27 —
14 52 52 53 | 25-253925-5246 26-307 27 27
15 53 52 53 | 26-171125-1170 26-695 27 26
16 52 52 52 | 38-484338-5667 38-6949 | 39 —
17 69 51 57 55-0 37-6319 40-6571 39 —
18 70 66 51 51 56-0 39-6506 39-3969 40 39
19 51 51 51 | 39-611639-6114 39-6522 39 —
20 56 56 56 | 39-413139-2423 39-4865 39 56
21 19 18 18 | 56-675555-2342 55-5408 55 56
22 48 21 48 84-0 55-4637 84-0 55 —
23 90 7 5 7 55-297054-1079 55-2052 54 58
24 5 3 5 54-317853-5911 54-3419 53 —
25 10 7 10 | 57-537555-4701 57-6786 55 57

Cuadro 7.8: Evaluacion de las heuristicas primales engdgd 50 vértices

Para la combinaciéH;H, impusimos un limite de 300 segundos en el tiempo que utilamheuristicas.
Una vez superado este limite, ambas heuristicas se déstmbiirante el resto de la optimizacion.

Puede verse en la tabla que la heuristica de CPLEX es la mag eficlas primeras instancias pero,
al igual que en la prueba anterior, pierde su efectividadiademtar la densidad del grafo. Esta relacion se
invierte para la combinacidd;H,.

En particular,Hcpx encontrd dificultades al intentar obtener soluciones ersfamtias mientras que
HiH2 no pudo hallar soluciones sélo en 3 instancias (todas edld®&o de densidad).

En términos de gap relativo, existidé un beneficio al considdgpx en las instancias de 30% de densi-
dad. Para instancias de mayor densidad es preferible evasitiH,. Mas aun, el promedio de gap relativo
sobre todas las instancias es de 40%, 37 % y 38.5% par&N®,y Hcpx respectivamente, lo que supone
una mejora para el Branch-and-Bound el considerar la canlginH;H,.

También hemos notado que el tiempo que consumen las heasistilo largo de la optimizacion se
incrementa notablemente con el tamafio del grafo, lo quel@a$ & imponer un limite de tiempo en su
ejecucion. En el caso de la heuristica de CPLEX, no es pasioiolar este limite.

En la primera prueba (Cuadvo?) registramos el mayor tiempo en la instancia 11, donde ldbatamion
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H1H> utilizé 36 segundos del tiempo total mientras que en la sty @uadro/.8) se alcanza el limite de
300 segundos en la mayoria de las instancias.

Debido a una limitacion en la interfaz de CPLEX, no es posibleocer el tiempo preciso que insume
la heuristica primal de CPLEX a lo largo de la optimizacidoinfasi notamos que, en general, la heuristica
de CPLEX dedica una porcién de tiempo considerable antesi@elcgalgoritmo comience con el proceso
de bifurcacion. Por ejemplo, en la instancia 22 de la segpnagba, utilizé alrededor de 196 segundos solo
en ese momento.

7.4. Evaluacion de las desigualdades validas

En esta seccién realizamos experimentos relacionadogaitaio de planos de corte a fin de poder
ajustar los pardmetros que lo gobiernan.

7.4.1. Evolucion de la cota inferior en el nodo raiz

Una forma de evaluar la calidad de un algoritmo de planos de es analizando el crecimiento de la
cota inferior a medida que los cortes generados son agregal#orelajacion lineal inicial. En este expe-
rimento, comparamos la performance de ocho estrategias gadel Cuadr@.9, donde cada una es una
combinacion de rutinas de separacion que determinan elartanpiento del algoritmo de planos de corte.
Estas combinaciones fueron elegidas cuidadosamente siguinte criterio. En primer lugar, las desigual-
dades cligues son fundamentales para el buen comportangieneral del algoritmo. Con respecto al resto
de las familias, éstas se incorporan siguiendo un orden pladel comportamiento que fuimos observando
en experimentos preliminares en lo que respecta a cost@deas@®n y beneficio.

Estrategia Clique| 2-rangqg Block | J-color| Sub- | Fuera- | Clique-
Nombre vecindad vecindad vecindad
S1
S2
S3
S4
S5
S6
S7
S8

Cuadro 7.9: Combinaciones de rutinas de separacion

Vamos a ejecutar 30 iteraciones del algoritmo de planos de umara cada una de las estrategias pro-
puestas anteriormente) sobre 40 instancias de 150 véRiaestancias por cada grado de densidad. En cada
ejecucion calculamos los siguientes indicadores, en doBdge define como el valor de la funcién objetivo
de la relajacion lineal luego de la iteracid@sima:

= Incr: Incremento absoluto en la cota inferior, lecr = [LB3g| — [LBo].

= Iter: Minimo nimero de iteraciones necesarias para alcanzagjtar gota inferior, i.elter = min{i :
[LB;| = [LBs3o]}.

= Tiempo Tiempo transcurrido en segundos hasta alcanzar la meirderior.
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= Cortes Cantidad de cortes generados hasta alcanzar la mejomdetii.

El indicadorincr es el mas importante. Cuando no podamos comparatrwnanalizaremod iempoo
Cortes Es decir que, entre dos estrategias que alcancen la midmanfarior, optaremos por aquella que
lo hace en el menor tiempo posible. Por otra parte, a maydideainde cortes generados, la relajacion
resultante serd mas pesada de resolver y es un buen crisgipaguella estrategia en donde se generen
menos cortes.

El indicadorlter sera util para determinar un promedio de iteraciones ngasgzara alcanzar la mejor
cota inferior.

También reportaremos, por cada instanciaagl absoluto inicialla diferencia entréLBp| y una cota
superior inicial suministrada porxBUEQCoL). Este valor nos permite evaluar si el incremento absoluto e
la cota inferior es 0 no significativo, pues nos da una ideaudato es el margen para poder elevar la cota
inferior.

Para grafos con 10% de densidad, ninguna estrategia dilesefamejora en la cota inferidmgr =0
en todos los casos). Esto no presenta una dificultad ya qag elisoluto resultd ser de 1 unidad.

Estrategia Instancia 1gap=7) Instancia 2gap=7) Instancia 3gap=7)

Incr Iter Tiempo Cortes| Incr Iter Tiempo Cortes| Incr Iter Tiempo Cortes
S1 1 7 32.61 1400 1 11 68.24 2200| 2 22 211.01 4400
S2 1 5 63.19 1371 1 5 58.65 1407 | 2 11 188.76 3071
S3 1 5 47.83 1380 | 1 5 63.21 1442 | 2 11 162.66 3107
S4 1 5 47.75 1380 | 1 5 63.14 1442 | 2 11 162.7 3107
S5 1 5 47.72 1380 1 5 59.49 1455 | 2 12 226.8 3355
S7 1 5 67.25 2010| 1 5 81.34 2099 | 2 11 250.94 3990
S8 1 5 65.56 2012 | 1 5 78.98 2102 | 2 11 234.52 3990

Instancia 4 gap=7) Instancia 5gap=7) Instancia 6 gap= 6)

Incr Iter Tiempo Cortes| Incr Iter Tiempo Cortes| Incr Iter Tiempo Cortes
S1 1 20 59.53 4000 2 27 203.9 5400 1 16 159.45 3200
S2 1 5 20.12 1299 | 2 13 245.61 3564 1 7 132.91 1928
S3 1 5 20.09 1299 | 2 13 268.9 3602 1 7 132.32 1963
S4 1 5 20.33 1299 | 2 13 268.62 3602 1 7 118.26 1959
S5 1 5 20.16 1299 | 2 13 232.25 3579 1 7 144.2 1968
S7 1 6 28.91 2355 | 2 13 313.91 4506| 1 7 153.39 2685
S8 1 6 28.86 2355 | 2 13 275.81 4491 1 7 160.21 2714

Instancia 7 §ap= 6) Instancia 8 gap=7) Promedio

Incr Iter Tiempo Cortes| Incr Iter Tiempo Cortes| Incr Iter Tiempo Cortes
S1 1 15 137.32 3000 2 22 187.97 4400| 1.38 17.50 132.50 3500.00
S2 1 8 111.67 2232 2 9 167.43 24841 1.38 7.88  123.54 2169.50
S3 1 8 112.98 2234 2 9 151.18 2504 1.38 7.88 119.90 2191.38
S4 1 8 112.87 2234 2 9 1515 2504 | 1.38 7.88 118.15 2190.88
S5 1 8 114.15 2242 2 9 153.17 2497 1.38 8.00 124.74 2221.88
S7 1 8 144.78 2960 | 2 9 212.55 3091 1.38 8.00 156.63 2962.00
S8 1 8 137.88 2959 | 2 9 192.17 3122 | 1.38 8.00 146.75 2968.13

Cuadro 7.10: Comparacion para grafos de 30% de densidad.

Los resultados correspondientes a grafos con 30% de ddrsinids se resumen a continuacion:

= Grafos con 30% de densidd€uadro7.10. No mostramos los resultados correspondientes a la es-
trategia S6 puesto que no se ha generado ningun corte feeirsdad. Estos resultados son préactica-
mente iguales a lo de S5 debido a que el tiempo usado paraseélparas desigualdades es despre-
ciable.
En el cuadro se puede observar que todas las estrategiazaacal mismo incremento en la cota
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inferior, por lo que debemos desempatarlas Ta@mpoo Cortes Las estrategias S2-S4 tienen un
comportamiento bastante similar aqui. Podemos inferirsgugia un salto cuantitativo al emplear las
desigualdades 2-rango debido a que se requieren alrededi80f cortes menos para alcanzar la
misma cota inferior, y con 10% menos de tiempo. Las desigdalk subvecindad no parecen mejorar
esta situacion y, definitivamente, las clique-vecindademen buen desempenio.

Cabe mencionar que solo en la Instancia 6 se generaron diesigasl-color. Ellas lograron mejorar

el tiempo de 132 segundos a 118 segundos.

Estrategia Instancia 1gap=12) Instancia 2 §ap= 12) Instancia 3gap=11)

Incr Iter Tiempo Cortes| Incr Iter Tiempo Cortes| Incr Iter Tiempo Cortes
S1 4 9 119.89 1800| 3 16 213.42 3200 3 24 263.72 4800
S2 4 7 195.49 2025| 3 9 396.63 2684 | 3 17 273.11 5068
S3 4 7 120.88 2070| 3 9 406.63 2679| 3 18 379.87 5396
S5 4 9 190.61 2955| 3 9 554.25 2904 | 3 13 236.73 3992
S7 4 7 106.47 2026 | 3 9 420.59 2693| 3 23 488.85 6926
S8 4 9 177.74 2933| 3 9 413.06 2926| 3 13 293.27 4066

Instancia 4 gap= 12) Instancia 5¢ap= 11) Instancia 6 gap=12)

Incr Iter Tiempo Cortes| Incr Iter Tiempo Cortes| Incr Iter Tiempo Cortes
S1 4 16 131.07 3200 2 7 89.58 1400 | 4 19 171.16 3800
S2 4 13 212.14 3824 3 15  407.13 4460| 4 17 261.94 5105
S3 4 11 171.76 3283 3 15  395.29 4460| 4 16 259.69 4790
S5 4 13 287.77 4116| 3 15  408.04 4722 4 18 255.91 5669
S7 4 11 176.51 3284 3 15  461.63 4490| 4 13 182.63 3941
S8 4 13 386.03 4182| 3 15  360.95 4789 | 4 13 176.89 4161

Instancia 7 gap= 12) Instancia 8 gap= 11) Promedio

Incr Iter Tiempo Cortes| Incr Iter Tiempo Cortes| Incr Iter Tiempo Cortes
S1 2 11  262.04 2200 1 17  389.51 3400| 2.88 14.88 205.05 2975.00
S2 4 15  239.06 4497 2 11 331.13 3175| 3.38 13.00 289.58 3854.75
S3 4 15  240.56 4509| 2 11  361.74 3178| 3.38 12.75 292.05 3795.63
S5 4 14  230.84 4362 2 11 360.92 3247| 3.38 12.75 315.63 3995.88
S7 4 13 275.89 3926 2 11  436.17 3362| 3.38 12.75 318,59 3831.00
S8 4 15  318.79 4723 2 11 374.75 3408 | 3.38 12.25 312.69 3898.50

Cuadro 7.11: Comparacion para grafos de 50% de densidad.

= Grafos con 50% de densidg€uadro7.11). No mostramos los resultados correspondientes a la es-
trategia S4 puesto que en sé6lo una instancia se ha generadoconcorteJ-color el cual no delaté
ningun impacto. Tampoco mostramos los resultados comespates a la estrategia S6 por el mismo
motivo que para el caso 30% de densidad.
En el cuadro hay 3 instancias en donde la estrategia conapineisamente de desigualdades clique
no logra la misma cota que el resto de las estrategias, gammido asi que es necesaria la incorpo-
racion de desigualdades 2-rango. Para comparar las g&tm&2-S8 consideramos los indicadores
Tiempoy Cortes y nuevamente las estrategias S2-S4 revelan el mejor defemse vuelve a poner
en evidencia que los cortes subvecindad y clique-vecindaéalizan ningun aporte.
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Estrategia Instancia 1 gap= 13) Instancia 2gap= 13) Instancia 3gap= 13)

Incr Iter Tiempo Cortes| Incr Iter Tiempo Cortes| Incr Iter Tiempo  Cortes
S1 5 7 277.32 1400 5 26 1282.9 5200 5 16 817.64 3200
S2 6 13 786.72 3778| 5 14 878.63 4143| 6 20 1644.61 5982
S3 6 13 742.05 3772| 5 14 882.32 4143| 6 19 1489.64 5682
S4 6 13 765.19 3842 5 16 1086.1 4690| 6 19 1465.47 5636
S5 6 14 935.4 4472 5 17 1065.09 5437 6 18 1591.68 5720
S6 6 14 1004 4565 5 14 964.75 4585| 6 21 1881.16 6677

Instancia 4 gap= 13) Instancia 5 gap= 15) Instancia 6 gap= 13)

Incr Iter Tiempo Cortes| Incr Iter Tiempo Cortes| Incr Iter Tiempo Cortes
S1 4 19 901.67 3800 7 11 555.82 2200 5 12 478.1 2400
S2 5 20 133354 5969| 8 25 1612.74 7280| 6 17 1077.1 4992
S3 5 20 1336.36 5969| 8 20 119256 5833| 6 21 1398.81 6107
S4 5 22 1692.29 6623| 8 23 1386.36 6740 6 20 1349.84 5851
S5 5 20 1630.36 6265| 8 19 124773 6096| 6 16 1263.32 5148
S6 5 22 1665.65 6874| 8 19 1286.17 6066| 6 23 1626.17 7249

Instancia 7 §ap= 14) Instancia 8 §ap= 13) Promedio

Incr Iter Tiempo Cortes| Incr Iter Tiempo Cortes| Incr Iter Tiempo  Cortes
S1 6 12 719.54 2400 3 9 449.54 1800 | 5.00 14.00 685.32 2800.00
S2 7 26 1646.18 7667 5 15 997.88 4501| 6.00 18.75 1247.18 5539.00
S3 7 22 1404.78 6511 5 15 1182.61 4498| 6.00 18.00 1203.64 5314.38
S4 7 20 129156 5914| 5 14 958.19 4167| 6.00 18.38 1249.38 5432.88
S5 7 20 153559 6513| 5 15 112183 4832| 6.00 17.38 1298.88 5560.38
S6 7 19 1462.05 6364 5 13 1001.53 4245| 6.00 18.13 1361.44 5828.13

Cuadro 7.12: Comparacion para grafos de 70% de densidad.

= Grafos con 70% de densidaguadro7.12. No mostramos los resultados correspondientes a las
estrategias S7-S8 puesto que en sdélo una instancia se hadyene Unico corte clique-vecindad que
no hizo ninguna modificacion significativa.
En el cuadro hay sélo una instancia en donde la estrategiagd la misma cota que el resto de las
estrategias, mostrandonos una vez mas la mejora que protacporar las desigualdades 2-rango
Entre las estrategias restantes, S3 arroja los mejordsadssi seguidas de cerca por S2'y S4.
En estas instancias aparecen por primera vez las desidealflzaera-vecindad. Estas desigualdades
producen una reduccidn sustancial de cortes en las inggaRgi 8, pero esta situacion se invierte en
las instancias 3, 4 y 6. Con los tiempos ocurre algo similaigpque no hay razén hasta ahora para
considerar a estas desigualdades en el algoritmo de plaruste.
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Estrategia Instancia 1gap=9) Instancia 2¢gap= 8) Instancia 3gap=9)
Incr Iter Tiempo Cortes| Incr Iter Tiempo Cortes| | Ilter Tiempo Cortes

>
(9]
=2

S1 2 6 424.67 1200| 1 2 151.64 400 2 10 761.04 1971
S2 3 25 2283.65 6803 2 22 202591 5857 3 22 1806.85 6069
S3 3 27 2710.34 7441 2 21 191475 5664| 3 22 1921.39 6110
S4 3 25 884.8 6588 | 2 22 678.19 5549 | 3 22 811.53 5550
S5 3 25 957.98 6588| 2 22 725.26 5549 | 3 20 772.28 5196
S6 3 24 858.01 6283 2 20 573.71 5009| 3 21 981.42 5689

Instancia 4 dap=9) Instancia 5¢ap= 8) Instancia 6 gap=9)
Incr Iter Tiempo Cortes| Incr Iter Tiempo Cortes| | Iter Tiempo Cortes

>
[e]
=

S1 2 22 1687.65 3930 2 16 1215.02 3200 2 2 155.06 400
S2 2 13 1167.45 3144 3 24 222588 6556| 3 20 1568.17 5390
S3 2 13 127269 3110 3 22 2166.81 6143 3 19 1851.64 5105
S4 2 13 339.34 2964 | 3 23 862.92 6015 3 19 679.43 5058
S5 2 13 360.45 2964 | 3 22 911.61 5757 3 19 739.5 5058
S6 2 12 312.45 2759| 3 21 820.67 5558 | 3 19 683.94 5058
Instancia 7 gap= 8) Instancia 8 gap= 8) Promedio

Incr Iter Tiempo Cortes| Incr Iter Tiempo Cortes| Incr Iter Tiempo  Cortes
S1 1 3 150.34 576 2 10 536.95 1974| 1.75 8.88 635.30 1706.38
S2 2 29 244953 7747 3 25 1750.08 6370| 2.63 2250 1909.69 5992.00
S3 2 29 264059 8044| 3 26 1828.54 6685| 2.63 22.38 2038.34 6037.75
S4 2 28 982.11 6980 3 26 762.16 6374 | 2.63 22.25 750.06 5634.75
S5 2 28 1071.3 6980 3 26 867.82 6436| 2.63 21.88 800.78 5566.00
S6 2 27 1037.32 6778 3 26 832.15 6527 | 2.63 21.25 762.46 5457.63

Cuadro 7.13: Comparacion para grafos de 90% de densidad.

= Grafos con 90% de densidauadro7.13. No mostramos los resultados correspondientes a las
estrategias S7-S8 puesto que no se han generado cortes\aticjndad en ninguna instancia.
Aqui, una vez mas, se pone en evidencia el impacto de lasuddddgles 2-rango sobtacr. De
las estrategias que utilizan estas desigualdades, S6 es Feqera en promedio mersrtes Esto
muestra que podria ser apropiado tener en cuenta a lasaldsiges subvecindad y fuera-vecindad en
grafos de alta densidad. No obstante, consideramos duieralbpoes el criterio que debe predominar
y, en este sentido, elegimos a S4.

En resumen, las estrategias que contemplan las desigaaldadngo pero no las clique-vecindad tienen
una performance similar, optando por S4 como la mejor egfilatjue balancetiempoy Cortes Sin em-
bargo, la estrategia que considera solamente desigualdbgige genera mucho menos cortes, haciendo que
las relajaciones sean mas livianas. De manera que para galglr qué estrategia se comportara mejor a
largo plazo debemaos realizar otro experimento que las camnpa

Respecto a la cantidad de iteraciones necesarias paraalemaximo incrementdtér), tenemos
gue para las estrategias S2-S6 se requieren 0, 8, 13, 19 gra8ignes aproximadamente, para grafos con
grados de densidad 10%, 30%, 50%, 70% y 90% respectivan@msideramos entonces que aplicar 20
iteraciones del algoritmo de planos de corte es razonalgerylo tanto, fijamoMAXROUNDgq = 20
para las préximas pruebas.

7.4.2. Evaluacion del algoritmo de planos de corte a largo ako

En el siguiente experimento vamos a comparar un BranctBandd puro con uilCut-and-Branchgue
realiza 20 iteraciones del algoritmo de planos de corte asrestrategias S1 o S4 seguido de un Branch-
and-Bound, sobre un total de 50 instancias (10 instanciasguta grado de densidad).
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El Cuadro7.14reporta los resultados organizados de la siguiente mdresaolumnas 3-5 muestran la
cantidad de instancias resueltas por cada estrategia gllanmas 6-8, 9-11 y 12-14 muestran el promedio
de gap relativo, nodos evaluados y tiempo transucurriquertiyamente. Un guién—=" significa que no es
posible calcular el promedio por que ninguna instancia éseelta.

Vért. Dens.| Instancias resueltas Prom. gap relativo Prom. nodos evaluados| Prom. tiempo (en segundos)
B&B S1 S4 | B&B S1 S4 B&B S1 S4 | B&B S1 S4

90 10% | 10 10 10 0% 0% 0% | 3399 1162 2211 | 30.9 13.6 35.4

70 30% | 10 10 10 0% 0% 0% | 55080 43053 42927 | 2405 1943 1776

70 50% 0 0 2 11.5% 15.3% 9.8% — — 51621 | - — 6192
70 70% 1 2 6 10.6% 8.7% 3.6% | 19079 24177 19237| 1497 2495 3233
70 90% 10 10 10 0% 0% 0% | 39382 3852 1267 | 1113 199 68

Cuadro 7.14: Comparacién entre Branch-and-Bound y CutBaadch con S1 o S4.

En grafos de 10% de densidad, la mejor opcién es usar soleesligomo cortes. Sin embargo, todas
las instancias son resueltas en menos de un minuto por eralgle los algoritmos, por lo que no es tan
relevante la eleccion de uno u otro. No ocurre lo mismo erogrdé mayor densidad, en donde el promedio
de tiempo de CPU ya supera el minuto. En particular, en gad@0 % de densidad, el Branch-and-Bound
presento la peor performance mientras que los otros dos eath empatados. El Cut-and-Branch con la
estrategia S4 evalla apenas menos nodos y, en términosng® tikay una reducciéon del 9%.

Nodos evaluados | Tiempo (en segundos)
B&B S1 S4 | B&B S1 S4
19079 20903 6928 | 1497 1715 841

— 27451 18106 — 3274 2566
— — 17757 — — 5157
- — 23872 — — 3735
— — 32042 - — 4469
— — 16717 -— — 2631

Cuadro 7.15: Comparacion entre Branch-and-Bound y CuBaadch con S1 o S4, en instancias de 70%.

En grafos de densidad media en adelante, se hace indisfgensiibar un Cut-and-Branch para poder
resolver mas instancias. En particular, con la estrategiaeSlogran los mejores resultados en cantidad
de instancias resueltas y gap relativo. Sin embargo, nonposleoncluir lo mismo al analizar cantidad de
nodos evaluados y tiempo de CPU para grafos con 70% de deén$idea poder determinar la estrategia
vencedora, mostramos en el Cuadra5los resultados para las instancias resueltas. Aqui, um dui6
indica que la instancia no fue resuelta en el tiempo limitabdscido. Considerando aquellas instancias
gue se resuelven simultaneamente por S1y S4, obtenemosmedio de 2495 segundos para la primera
estrategia y 1705 para la segunda por lo que, de ahora enlegim@s a S4 como la estrategia de nuestro
algoritmo de planos de corte.

7.4.3. Determinacion de los parametros del algoritmo de pheos de corte

Recién vimos que utilizar un algoritmo de planos de cortel erodo raiz con la estrategia S4 es con-
veniente. Sin embargo, la aplicacién del algoritmo de dah® corte en nodos del arbol de enumeracién
puede mejorar aiin mas el rendimiento. Para lograr estog@ikesie paso es determinar los parametros:
SKIPFACTOR;, MAXROUNDSogey MAXDEPTHT RE Hlefinidos en la Seccitd.5.10

Debido a la gran cantidad de combinaciones que hay que evaptamos por comparar algunos para-
metros teniendo fijados los restantes. En la primera pruetparcos el algoritmd@ranch-and-Cuton los
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parametroMAXROUNDGoge= 1 Yy MAXDEPTHTREE= o, y variamos el paramett®8KIPFACT ORy
con los valores 1, 2 y 4. Recordemos que este parametro degelarfrecuencia con que se ejecuta el al-
goritmo de planos de corte en los nodos del arbol. Los remsdtaon reportados en el Cuadrd6con el
mismo formato que el Cuadib14

Vért. Dens.| Inst. resueltas Prom. gap relativo Prom. nodos evaluados Prom. tiempo (en segundos)
1 2 4 1 2 4 1 2 4 1 2 4

90 10% | 10 10 10| 0% 0% 0% | 1247 2422 754 31 62.9 15.4

70 30% | 10 10 10| 0% 0% 0% | 6264 7611 9779 | 1950 2065 2133

70 50% | 1 3 0 |98% 11% 11.9%| 5986 9342 — 3769 5182 —

70 70% | 5 4 4 | 55% 56% 35% | 2400 2378 3377 | 2685 1293 1994

70 90% | 10 10 10| 0% 0% 0% 142 165 236 | 495 443 51.9

Cuadro 7.16: Comparacion de Branch-and-Cut con distiratises deSKIPFACT ORy:.

Salvo en grafos de 10% de densidad, 8&iPFACTOR; = 4 no es lo més conveniente, por lo que
nuestra decisién se centrara en elegir entre valores 1 ya223¥PFACT OR:.. En grafos de 30%, usar
SKIPFACTOR,;: = 1 alcanza el mejor promedio de tiempo seguido muy de cercaPFACT ORy = 2.

En grafos de 90%, la situacién se invierte.

Para grafos con densidades entre 50% y 70%, los resultadodisgmares: la estrategia que presenta
el menor tiempo también resuelve menos instancias. Pqorhel®er un andlisis de lo que ocurre con cada
instancia nos puede ayudar a desempatar entre ambasgeasraia el Cuadr@.17mostramos la cantidad
de nodos evaluados y tiempo transcurrido para cada inategmiielta (por al menos una estrategia). Aqui,
todas las instancias se resuelven mas rapidoStOiPFACT OR; = 2 respecto dSKIPFACTOR; = 1.
Optamos entonces por fijf@KIPFACTORy = 2.

Dens. Nodos evaluados | Tiempo (en segundos)

1 2 4 1 2 4
50% | 5986 8175 — | 3769 3486 —
— 9210 — — 6331 —
— 10642 — — 5728 —

70% | 1510 1068 405 | 816 255 152
3680 3665 7641|2676 1968 3640
2493 2904 2960| 4036 1852 2323
1245 1874 2502| 1267 1095 1862
3073 - — | 4631 — —

Cuadro 7.17: Comparacion con distintos valoreSHéPFACT OR, en instancias de 50% y 70%.

El Cuadro7.18realiza una comparacién semejante a la anterior, peroestaluando distintos valores
paraMAXROUNDge €l parametro que determina la cantidad de iteracionesigiiitano de planos de
corte en un nodo del arbol.

Para grafos con 10% y 90% de densidad, la mejor eleccion eslusdor 1 0 4 elMAXROUND §oge
y para grafos con 30% de densidad, el mejor valor para esieng#io es 2.

Sin embargo, en grafos de media-alta densidad (que suelies seas dificiles de resolver), no estd muy
claro cudl es la mejor estrategia pues, si BiRX ROUND&yqe= 2 utiliza menos tiempo de CPU, también
resuelve menos instancias y empeora el promedio de gapaeldomo hicimos en casos anteriores, repor-
tamos en el Cuadrd.19el promedio de nodos evaluados y tiempo transcurrido parnadtancias resueltas
de 50% y 70% de densidad.
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Vért. Dens.| Inst. resueltas Prom. gap relativo Prom. nodos evaluados Prom. tiempo (en segundos)
1 2 4 1 2 4 1 2 4 1 2 4
90 10% | 10 10 10| 0% 0% 0% | 2422 2684 2340 | 629 75.6 63.2
70 30% | 10 10 10| 0% 0% 0% | 7611 5389 6369 | 2065 1397 1782
70 50% | 3 1 1 | 11% 123% 11.6%)| 9342 3825 4839 | 5182 1709 2675
70 70%| 4 4 6 |56% 56% 56%| 2378 1860 2228 | 1293 1274 1936
70 90% | 10 10 10| 0% 0% 0% 165 153 126 | 44.3 50.9 44.7

Cuadro 7.18: Comparacion de Branch-and-Cut con distirdatiges deM AX ROUND §oge

Dens. Nodos evaluados | Tiempo (en segundos)
1 2 4 1 2 4

50% | 10642 3825 4839|5728 1709 2675
8175 — — | 3486 — -
9210 - — | 6331 - -

70% | 1068 1407 1651| 255 462 728
3665 — 3819|1968 — 2850
- 2602 3597| — 1527 3164
2904 2429 1225|1852 2483 1349
1874 1003 838 | 1095 624 665
- - 2237 -— - 2861

Cuadro 7.19: Comparacion con distintos valore$/deX ROUNDS&qqe €n instancias de 50% y 70 %.

Si bien la estrategia cdd AXROUNDSgoqe= 1 N0 se desempefio bien en la instancia de la primera fila
del Cuadror.19, consideramos que esta estrategia es la mejor opcion Hos gie 50 % de densidad pues
resuelve 3 de las 10 instancias y su promedio de gap relaigbreenor de entre las 3 estrategias evaluadas.
Ademas no hay suficiente evidencia que avale la eleccionrde/alor paraVIAX ROU NDGgge€n vez del
valor 1.

Para grafos de 70% de densidad, las estrategias tienen emue$o bastante similar entre ellas por
lo que las desempatamos mediante el calculo de promedios! Enadro7.19 se puede observar que
las instancias resueltas tanto pdAXROUNDSyge= 1 como porMAXROUNDSggge = 2 son las re-
portadas en la cuarta, séptima y octava fila. Si calculampsoghedio de tiempo sobre estas instancias
obtenemos 1067 segundos pMAXROUNDSoge= 1y 1190 segundos paMAX ROUNDggge= 2. Un
analisis similar producto de promediar sobre la cuartaptguiséptima y octava fila arroja 1293 segun-
dos paraMAXROUNDGyge= 1 y 1398 segundos patdAXROUNDgKyge= 4. Elegimos, por lo tanto,
MAXROUNDGoge= 1.

En las pruebas anteriores hemos observado que, a medideniyed de profundidad del nodo aumenta,
menos cortes son generados. Para evitar correr las rutnaspgaracion innecesariamente asi como las
posteriores reoptimizaciones de las relajaciones, amilizs el parametrM AXDEPTHTREEque fija un
nivel de profundidad limite para el algoritmo de planos deeco

Para determinaM AXDEPTHT REErealizamos una medicién de la cantidad de cortes genepaxlos
nivel de profundidad, con datos extraidos de la estrategiadpra en la prueba anterior. Para cada nivel de
profundidad, sumamos los cortes generados por todos |lasreddicho nivel sobre todas las instancias.
La Figura7.1registra esta suma total para profundidades entre 5y 100.

Si bien se generan cortes en casi todos los niveles del &rbslj mayoria se encuentran comprendidos
entre el nodo raiz y el nivel 50 de profundidad. Entoncedteapropiado fijaMAXTREEDEPT Hen 50.
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30 40 50 60 70 80 80 100

Figura 7.1: Cortes que se agregan a un nivel determinadooéienpiidad

7.4.4. Tiempo de separacion

El tiempo insumido por los algoritmos de separacion en tmosasos considerados esta por debajo del
2% del tiempo total. Concluimos entonces que este factolt@@ale manera apreciable el comportamiento
de nuestro algoritmo.

7.4.5. Inclusiéon de cortes de CPLEX

Evaluamos la posibilidad de incluir cortes de propositcegainademas de los nuestros. CPLEX propor-
ciona varias familias que pueden ser habilitadas mediarénetros, quedando la estrategia de incorpo-
racion en manos de CPLEX y no pudiendo ser controlada potrowggoritmo.

Salvo para algunos casos aislados, no se produjo ningumaiengsj términos de tiempo de CPU por lo
gue decidimos no incluirlos.

7.4.6. Comparacion entre Cut-and-Branch y Branch-and-Cut

Para estar seguros que la introduccion de cortes en los naeadsres del arbol de busqueda resulte
beneficiosa para nuestro algoritmo, realizamos un expatongie se resume en el Cuadr@Q.

Vért. Dens.| Inst. resueltas Prom. gap rel| Prom. nodos evall Prom. tiempo
C&B B&C | C&B B&C | C&B B&C C&B B&C

90 10%| 10 10 0% 0% | 2211 2166 | 354 56.6
70 30% | 10 10 0% 0% | 32329 6141 | 1578 1819
70 50% | 3 3 8.9% 8.2% | 66733 8540 | 6372 4962
70 70%| 5 4 6.5% 45% | 21370 4155 | 3535 2872
70 90% | 10 10 0% 0% | 1267 130 67.8 37

Cuadro 7.20: Comparacion entre Cut-and-Branch y Brandhcart.

Lo primero que se observa es una disminucion sustanciosa lantantidad de nodos evaluados por
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uno y otro algoritmo, y no menos importante, una disminu@drel promedio de gap relativo a favor del
Branch-and-Cut. Por otro lado, el Cut-and-Branch lognmaies inferiores en instancias de baja densidad y
resuelve una instancia mas que el Branch-and-Cut.

En el Cuadror.21 detallamos los resultados obtenidos para las instancia® @ey 70% de densidad
que fueron resueltas por uno u otro algoritmo. Se puede asroknte la superioridad del Branch-and-Cut
tanto en términos de nodos evaluados como de tiempo de CPU.

Dens.| Nodos eval. Tiempo
C&B B&C | C&B B&C
50% | 96957 10248| 6732 4996
52708 7151 | 5599 4945
- 8222 | — 4944
50533 — 6784 —
70% | 17757 — 5157 —
- 5220 | — 3189
33408 3469 | 4579 1994
6928 353 | 841 229
- 7579 | — 6075
32042 - 4469 —
16717 — 2631 —

Cuadro 7.21: Comparacion entre Cut-and-Branch y Brandhéan, en instancias de 50% y 70%.

Ya que para instancias de media a alta densidad result@fdeantroducir cortes en los nodos del arbol,
ademas del nodo raiz, y que la performance puede consigeregptable en instancias de baja densidad,
adoptamos esta estrategia para nuestra version final de ECOP

7.5. Resultados finales

En esta seccion comparamos ECOPT con el Branch-and-Cutigedé CPLEX y el algoritmo B&C-
LF, especifico para el PCEG propuesto &i [L2].

Hay que tener en cuenta que ECOPT utiliza el framework poipaado por CPLEX pero con algunas
funcionalidades de éste deshabilitadagsqueda dinamicg reduccionesn la etapa de preprocesamiento)
debido a consideraciones técnicas.

Las cotas iniciales suministradas tanto a CPLEX como EC@RTsmputadas con los procedimientos
vistos en los Capitulo2 y 3 (TABUEQCoL). La ejecucion de CPLEX se lleva a cabo con sus parametros
por defecto sobre la formulacidCF, con la enumeraciohF.

En cuanto al algoritmo B&Q-F, sélo mostramos los resultados reportadosldhy en el Congreso
LAGOS celebrado en Noviembre de 2009. Hay que tener en cgeetastos resultados se obtuvieron en
un entorno diferente al nuestro, tanto hardware como sodtwadeben ser vistos s6lo como referencias.

7.5.1. Comparacion entre distintos algoritmos Branch-andCut en grafos aleatorios

En el Cuadror.22 presentamos los resultados correspondientes a instaae&tsrias de 60, 70 y 80
vértices con diferentes grados de densidad. Cada fila déle ¢arresponde a 10 instancias evaluadas
del mismo grado de densidad, excepto para B&-que son 5 (estas Ultimas ademas son diferentes a
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“w o

las que nosotros consideramos para CPLEX y ECOPT). Se aeporjuion “-” cuando el algoritmo no
resolvié ninguna de las instancias con el mismo grado deidbzhsLa leyenda “?” que aparece en las
columnas correspondientes a B&E; significa que desconocemos el comportamiento del algormel
caso contemplado.

Vért. Dens. Inst. resueltas Prom. gap relativo Prom. nodos Prom. tiempo
CPX ECO LR CPX ECO LR CPX ECO LR | CPX ECO Lk
10% | 100% 100% 100%| 0% 0% 0% 0.3 1.6 12.6| 1.6 16 21.2
30% | 100% 100% 40% 0% 0% 75% | 1118 1002 89 53 9.5 86
60 50% | 90% 100% 60% | 0.9% 0% 3.6% | 4811 113158 338 | 502 16.5 206
70% | 100% 100% 100%| 0% 0% 0% 226 276189 200 | 72 214 71
90% | 100% 100% 100%| 0% 0% 0% 24 6.8 12 | 57 5.2 9
10% | 100% 100% 100%| 0% 0% 0% 0 0 57 3.7 3.7 109
30% | 60% 100% 0% 48% 0%  18.3% | 15383 145670 — 1932 165 —
70 50% | 0% 100% 0% 8% 0% 8.5% - 3902278 — - 124 —
70% | 50% 90% 100% | 3.7% 05% 0% 3243 891 678 | 1447 329 273
90% | 100% 100% 100%| 0% 0% 0% 1.3 3.3 9.4 | 47 5.2 11
10% | 100% 100% ? 0% 0% ? 36 155 ? 6.9 6.5 ?
30% | 10% 100% ? 12.1% 0% ? 21319 7576529 ? | 4200 204 ?
80 50% | 0% 0% ? 11.6% 7.7% ? - - ? - — ?
70% 0% 40% ? 7%  35% ? - 4354 ? - 3227 7
90% | 100% 100% ? 0% 0% ? 497 124 ? 366 41 ?

Cuadro 7.22: Comparacion entre CPLEX (CPX), ECOPT (ECO) ¥B& (LF,) sobre grafos aleatorios.

En lo que respecta a cantidad de instancias resueltas y gimaegap relativo, ECOPT fue el mas efi-
ciente entre los algoritmos evaluados. La excepcion o@urtes grafos con 70 veértices y 70% de densidad
en donde B&CLF, demuestra ser competitivo.

Las instancias mas dificiles resultaron ser las de 80 e&rtion 50% de densidad. Esto era lo esperado
ya gue es bien sabido que las instancias de densidad mesim{ae esta caracteristica. Tanto ECOPT como
la estrategia por defecto de CPLEX no fueron capaces de tidimestas instancias. No obstante, ECOPT
logré disminuir el intervalo donde se encuentra el nimepmético equitativo.

Las instancias con 70 vértices y 50% de densidad tampooarfuesueltas por CPLEX y B&CF,. Es-
tas instancias no resultaron ser un obstaculo para ECOPJeyaugio resolver todas en un tiempo promedio
de 124 segundos.

B&C-LF, presenta la menor cantidad de nodos evaluados. Por el GtonELOPT evalla una can-
tidad cuantiosa de nodos en algunos casos, poniendo eme@ideam uso mas intensivo de la rutina de
enumeracion. Aun asi, ECOPT obtiene los mejores resuliaddrminos de tiempo total de ejecucion, lo
gue finalmente demuestra su robustez y competitividaddr@iis otros algoritmos.

7.5.2. Comparacioén entre distintos algoritmos Branch-andCut en instancias de prueba

Aunque ECOPT demuestre ser competitivo en instanciasoai&st alin nos queda por probar si esta
tendencia se mantiene cuando comparamos a los algoritrhpsisstancias de prueba como las utilizadas
en el Capituld.

En el Cuadro7.23 presentamos los resultados correspondientes a las iiestade prueba Kneser y
COLORLIB de DIMACS que no fueron resueltas por optimalidadaste el cdmputo de las cotas iniciales.
La leyenda “?” que aparece en las columnas correspondiarB&C-LF, significa que desconocemos el
comportamiento del algoritmo en la instancia contempl&dendo “?” aparece en la cuarta columna indica
gue desconocemos el nUmero cromatico equitativo en esmaist En el caso de CPLEX y ECOPT, se

asigno un tiempo limite de 4 horas. Cuando este tiempo esagimese reporta un guion-".
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Inst. V| |E| Xeq Gap relativo Nodos evaluados Tiempo
CPX ECO Lk CPX ECO LR, | CPX ECO Lk
miles750 128 2113 31 0% 0% 0% 0 0 6 7 7 171
miles1000 128 3216 42 0% 0% 0% 0 0 13 11 12 267
miles1500 128 5198 73 0% 0% 0% 0 0 1 14 14 13
zeroin.i.1 211 4100 49 0% 0% 0% 0 1 1 19 20 50
zeroin.i.2 211 3541 36| 0% 0% 0% 0 3 23 28 24 510
zeroin.i.3 206 3540 36| 0% 0% 0% 4 3 28 28 23 491
queen6_6 36 290 7] 0% 0% 0% 0 0 1 3 3 1
queen8_8 64 728 9] 0% 0% 0% 2235 566379 297 | 166 27 441
queen9_9 81 1056 10 0% 0% ? 40252 412297132  ? | 4670 10255 @ ?
queenl0_10 100 1470 7 16% 16% ? - - ? - - ?
1-Fullins_3 30 100 41 0% 0% 0% 0 0 34 1 1 2
2-Fullins_3 52 201 5| 0% 0% 0% 0 0 84 1 1 25
3-Fullins_3 80 346 6| 0% 0% 0% 0 0 38 1 1 85
4-Fullins_3 114 541 71 0% 0% 0% 0 0 3 1 2 72
5-Fullins_.3 154 792 8| 0% 0% 0% 0 0 5 2 3 268
1-Fullins_4 93 593 5| 0% 0% ? 3170 4133 ? 55 60 ?
mug88_1 88 146 41 0% 0% ? 1092 281 ? 1 0 ?
mug88_25 88 146 4| 0% 0% ? 521 183 ? 1 0 ?
mug100_1 100 166 4] 0% 0% ? 770 579 ? 1 1 ?
mug100_25 100 166 4] 0% 0% ? 908 755 ? 1 1 ?
mulsol.i.1 197 3925 49| 0% 0% ? 0 1 ? 16 17 ?
mulsol.i.2 188 3885 ? 5% 29% ? — — ? — — ?
schooll 385 19095 15 0% 0% ? 0 0 ? 109 40 ?
fpsol2.i.1 496 11654 65 0% 0% ? 0 0 ? 37 38 ?
fpsol2.i.2 451 8691 47/ 0% 0% ? 27 24 ? 5204 48 ?
fpsol2.i.3 425 8688 55| 24% 0% ? 41 ? — 79 ?
l-Insertions_4 67 232 5| 20% 0% ? - 1887885 ? - 3968 ?
2-Insertions_3 37 72 4] 0% 0% ? 1203 353 ? 0 0 ?
3-Insertions_3 56 110 4] 0% 0% ? 21215 17049 ? 11 14 ?
4-Insertions_3 79 156 4| 0% 0% ? | 1587888 294593 ? | 1131 1300 ?
DSJC125.1 125 736 5/ 0% 0% ? 0 0 ? 30 30 ?
DSJC125.5 125 3891 ? 31% 31% ? — — ? — — ?
DSJC1259 125 6961 ? 6% 2% ? - - ? - - ?
DSJC250.1 250 3218 ? 44% 44% ? — — ? — — ?
DSJC250.5 250 15668 ? 67% 52% ? — — ? — — ?
DSJC250.9 250 27897 27| 32% 30% ? - - ? - - ?
le450_15a 450 8168 15 6% 0% ? — 1121 ? — 1935 ?
le450_15b 450 8169 15 6% 0% ? — 459 ? — 854 ?
le450_5a 450 5714 5| 0% 0% ? 0 313 ? | 267 8804 ?
le450_5b 450 5734 5| 0% 0% ? 0 226 ? | 4624 10048 ?
inithx.i.1 864 18707 54| 0% 0% ? 0 0 ? 138 116 ?
inithx.i.2 645 13979 ?| 75% 53% ? - - ? - - ?
myciel4 23 71 5| 0% 0% 0% 118 565 237 0 0 5
myciel5 47 236 6| 0% 0% ? 45055 160549 ? | 150 2 ?
myciel6 95 755 ? | 14% 28% ? - - ? - - ?
flat300_20_0 300 21375 ?l 71% 60% ? — — ? — — ?
willl99GPIA 701 6772 71 0% 0% ? 0 0 ? 95 46 ?
kneser7_2 21 105 6| 0% 0% 0% 333 3211 357 O 0 6
kneser7_3 35 70 3| 0% 0% 0% 0 0 4 0 0 2
kneser9_4 126 315 3| 0% 0% 0% 0 0 4 0 0 809
kneserll 5 462 1386 3 0% 0% ? 0 113 ? | 229 36 ?

Cuadro 7.23: Comparacion entre CPLEX, ECOPT y BRE;-sobre instancias de prueba.
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En primer lugar, las instancias resueltas por el algoritr8&CB_F, no presentaron ningun obstaculo
para CPLEX y ECOPT. En particular, @iles750, miles1000, zeroin.i.2, zeroin.i.3, queen8_8,
2-FulllIns_3, 3-Fulllns_3,4-FullIns_3, 5-FullIns_3 Y kneser9_4, B&C-LF, tard6 entre unoy dos
6rdenes de magnitud mas que ECOPT.

Puede observarse en la tabla que la performance entre CPIEE2OPT fue bastante similar, aunque
ECOPT logra resolver todas las instancias que resuelve ERuk total de 37) y 4 masfpsol2.1i.3,
1-Insertions_4, 1e450_15ay 1e450_15b.

Si consideramos que hubo un empate cuando la diferencia lestitiempos que utilizan CPLEX y
ECOPT para alcanzar la optimalidad es de a lo sumo 1 segunttmces de las 37 instancias que ambos
resuelven, tenemos que en 22 instancias ocurrié un empateaembos Branch-and-Cut. Respecto a las ins-
tancias restantes, CPLEX logra mejores tiempos en 6 dg(gllasn9_9, 1-FullIns_4, 3-Insertions_3,
4-TInsertions_3, 1e450_5ay 1e450_5b) mientras que ECOPT resulta ser mejor en las otras 9 inafnci
(zeroin.i.2, zeroin.i.3, queen8_8, schooll, fpsol2.1i.2, inithx.1i.1, mycielb, will199GPIA Yy
kneser11_5).

Existen 10 instancias para las cuales ninglin Branch-andu€wcapaz de alcanzar la optimalidad. En
el Cuadro7.24 se detallan las cotas inferiores y superiores que obtieada Branch-and-Cut después
de las 4 horas de ejecucion asignadas en estas instancaesm®® notar que CPLEX obtiene mejores
cotas emulsol.i.2 Yy myciel6 mientras que ECOPT lo hace 8AJC125.9, DSJC250.5, DSJC250.9,
inithx.i.2Yy f1at300_20_0.

Instancia Cota inferior Cota superior
Inicial CPLEX ECOPT]| Inicial CPLEX ECOPT

queenl0_10| 10 10 10 12 12 12
mulsol.i.2 31 34 34 51 36 48
DSJC125.5 9 13 13 19 19 19
DSJC125.9| 42 43 43 47 46 44

DSJC250.1 4 5 5 9 9 9
DSJC250.5| 11 11 16 34 34 34
DSJC250.9| 63 63 65 93 93 93
inithx.i.2 30 30 33 122 122 71

myciel6 3 6 5 7 7 7
flat300_20_0 11 11 15 38 38 38

Cuadro 7.24: Mejoramiento de cotas con CPLEX y ECOPT solstaricias no resueltas.

Resumimos en el Cuadi25la cantidad de instancias de prueba en donde un algoritnto piesentd
mejor performance segun los criterios tenidos en cuen&iannente.

CPLEX gana| ECOPT gana Hay empate TOTAL
Instancias que ninguno resuelye 2 5 3 10

Instancias que ambos resuelven 6 9 22 37
Instancias restantes 0 4 0 4
Total de instancias evaluadas 8 15 25 51

Cuadro 7.25: Resumen de la comparacion entre CPLEX y ECOBRE gustancias de prueba.
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Capitulo 8

Conclusiones

En esta tesis se desarrolld un algoritmo Branch-and-C& @laProblema del Coloreo Equitativo de
Grafos que denominamos ECOPT.

En [11] se presenta otro algoritmo Branch-and-Cut para el PCEGado como B&CLF,. Las ins-
tancias reportadas alli no presentan ninguna dificultad B&OPT y generalmente este Ultimo supera a
B&C-LF, en términos de tiempo de CPU. ECOPT resuelve, ademas, diastaque pueden considerarse de
mayor dificultad, tanto en lo que se refiere al tamafio de la entsmmo a caracteristicas estructurales tales
como densidad o, en caso de las instancias DIMACS, aquelagajhabian sido un desafio para el PCG.

Por otro lado, al comparar a ECOPT con el algoritmo Branah@nt de propésito general de CPLEX,
observamos que ambos presentan una performance simiftaraqlellas instancias que ambos resuelven.
Sin embargo, ECOPT resuelve otras instancias que CPLEXatweSquellas que ambos no resuelven,
ECOPT es capaz de reducir el gap de CPLEX en la mayoria dedos.ca

Dentro de los diversos aspectos del problema que han siddaalms para el desarrollo de ECOPT,
creemos importante destacar el disefio de una heuristidal ifiABU EQCoL) y el estudio poliedral de una
formulacion de Programacion Lineal Entera para el PCEG.

En lo que respecta a la heuristica inicial, ademas de signific componente importante de ECOPT
por la calidad de las cotas que brinda, constituye indepateinente una herramienta para generar buenas
soluciones del PCEG cuando el objetivo no es la optimali&isth se desprende de la experiencia com-
putacional reportada en el CapitiBpdonde puede verse que esta heuristica resuelve por dptwhain
porcentaje considerable de instancias de prueba y, encekoague no las resuelve, el gap es pequefio.

Por otra parte, el estudio realizado en el Capitufauestra claramente la dificultad, desde el punto de
vista de un enfoque poliedral, de incorporar las restrieesode equidad al modelo para el PCG que, de por
si, ya es un problema muy complejo.

La primera dificultad la introducen las ecuaciones asosiatleonjunto”’(G) en el sistema minimal del
poliedro £¢P. Esto nos obliga a imponer, en algunos casos, la monotohgrafe. También encontramos
otros inconvenientes de tigoitméticosasociados a la divisibilidad del nUmero de vértices delograf

Sin embargo, la eficiencia como cortes de algunas de lasudédigles validas presentadas muestran
la importancia de este tipo de estudios teoricos. Esto se @uvidencia en la Secciéh4.2 cuando
observamos un aumento significativo de la performance apaoen un Cut-and-Branch basado en estas
desigualdades contra un Branch-and-Bound.

En conclusion, podemos afirmar que los resultados de eiadégerzan la importancia de los algorit-

mos Branch-and-Cut que aprovechan la estructura partidellan problema de Optimizacién Combinatoria.
Con el estudio realizado hasta este momento, el algoritsutamte es competitivo contra otros existentes
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y los supera en términos de instancias que cada uno de eidg pesolver.

Creemos que aun queda bastante por recorrer en esta linesedggacion. En primer lugar, estamos
lejos de haber dado un caracterizacion completa del poligelicoloreo equitativo. Durante nuestra investi-
gacién hemos utilizado las herramientasR?A [2] y y ZERONE [3]. Con estos programas hemos obtenido
descripciones completas del poliedro sobre grafos de Bagidices y hemos observado que las familias de
desigualdades validas que enunciamos en el Cagbtstm sélo una pequefia fraccion de la cantidad total
de desigualdades validas que definen facetas. Inclusosgrafoestructuras tan simples como caminos y
estrellas revelan una estructura poliedral muy complicada

A modo de ejemplo, presentamos algunas familias de dedmyed validas parac? que describen
facetas en las instancias pequefias analizadas por lospragmencionados, pero cuyo estudio general
gueda pendiente:

= Sea un conjunt& C V tal queSesa-maximal y 2< a(S) < [n/Xeq|. Para todo los colores4 j <
[n/a(S)] —1, la siguiente desigualdad es vélida pac:

no n
V;X\/J‘ +v§xvn+1 < ij mln{a(S), hw }(wk—wkH) + Wh_1.

= Seanup,Up,uz €V tales que(up, Uy), (Uz,u3) € Ey Q C V\{us,uz} una cligue deG. Para todos los
coloresj; € {1,....,n—3} y j» € {[n/2],...,n— 2} tales quej; < jo, la siguiente desigualdad es
valida parazce:

Xuyjz + Xy + Xugjy + Xuyjo + Xugjp + ZDXij + ;Xvn—l < 2Wj; + Wi, +Wn_1— Wh.
ve ve

= Seam>1,P={vy,Vz,...,Vam1} un camino inducido e@y P’ = {v1,V4,V7,...,Vams1}. Para todos

los coloresj; y jo tales quej; < jo < [ 1 , la siguiente desigualdad es valida parze:

3m+1 m
VGE XV11+ E Xvjp S ’7 2 “le—i- ’72—‘W12

veP!

El estudio de éstas y otras desigualdades validas no atedizn esta tesis, con el objeto de evaluar su
performance como nuevos cortes para ECOPT, es una de las tlaénvestigacion abiertas.

También resultaria interesante obtener la descripciémpliendezc? por desigualdades lineales para
familias de grafos con alguna estructura simple y evalupo$dbilidad de derivar un algoritmo polinomial
para el PCEG.

Finalmente, la experiencia computacional también ha @bagunas lineas a ser exploradas con ma-
yor profundidad y que podrian significar mejoras importare el rendimiento de ECOPT. En particular,
creemos que el algoritmo de enumeracion implicita tienenmugcas potencial que el que hoy esta aportan-
do a ECOPT. Esta suposicion se basa en la buena performameérgismo ha demostrado como algoritmo
de enumeracién puro sobre algunas instancias de tamafiastde80 vértices.

Con el avance del hardware, en los Ultimos afios se ha pudagiséen mejorar los algoritmos de op-
timizacion para arquitecturas multiprocesadores. Ejemplaros de este avance sBurobiy el mismo
CPLEX. Otra linea de investigacion pendiente consistiniadaptar ECOPT a una arquitectura de este tipo.

Por ultimo, el estudio realizado en esta tesis puede settattagencillamente para el disefio de un
algoritmo Branch-and-Cut paraftoblema de Coloreo Acotado
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En su version como problema de decision, el Problema de &olcotado consiste en, dado un grafo
Gy enterosk y h, determinar siG admite unk-coloreo tal que el tamafio de todas las clases de color sea a
lo sumoh. Este problema es NP-completo/] puesto que puede ser convertido al problema de decision del
coloreo equitativo (y viceversa) mediante una simple fansacion deG: un grafoG admite unk-coloreo
con sus clases de color acotadasIpery sélo si el grafaG’ obtenido deG al agregar un conjunto estable
de tamafidhk— n admite unk-eqcol, y reciprocamente, un gra®admite unk-eqcol si y solo si el grafo
G” obtenido deG al agregar una clique de tamafio/k|k — n admite unk-coloreo con sus clases de color
acotadas pofn/k].

Entre las aplicaciones del Problema de Coloreo Acotadorpogénencionar la planificacion de tareas
con exclusion mutua, en donde las tareas se deben ejecusialoesumoh procesadores y dos tareas no
pueden correr sobre el mismo procesador cuando estande®eiintervalos de tiempo que no sean disjun-
tos, lo cual es modelado con un grafo de conflictos. Al res@l/Broblema de Coloreo Acotado se obtiene
una asignacion compatible de tareas a procesadores. Eslidsrpas de planificacion se utilizan para evitar
la sobrecarga de un procesador al resolver ecuacionegrtifales 14, 72]. Otras aplicaciones del Pro-
blema de Coloreo Acotado involucran planificaciéon de siateigle comunicaciorip] y planificacion de
horarios p2]. Hasta lo que conocemos, no existe aun en la literaturaitdgs exactos para la resolucion
del Problema de Coloreo Acotado.

Claramente, un modelo de Programacion Lineal Entera paPaoblema de Coloreo Acotado puede
obtenerse al reemplazar las restricciones de equidad denalfacionECF, por las siguientes:

n
Xyi < h(wi —w, , vi<ij<n
VGZ/ Vj ij ( k k+1)

y muchas de las desigualdades validas encontradas en @llGdpide esta tesis que involucran la cota
superior del cardinal de las clases de colores ek-lgcols, pasan a convertirse en desigualdades validas
para este nuevo problema, reemplazando esta cota superibr Heuristicas, rutinas de enumeracion y
otros componentes de ECOPT pueden también ser adaptadparsiesfuerzo.

Una generalizacion del Problema de Coloreo Acotado €sadllema de Coloreo Capacitad&n este
caso, dado un graf@, un enterok y una lista de enteros llamadeoapacidadesa, ..., ax, se debe de-
cidir si G admite unk-coloreo de manera que el tamafio de la clase de ¢asté acotado superiormente
por el valor deaj, para todoj. Es claro que también en este caso el estudio realizado RGES puede
ser adaptado para este problema lo cual provee otra linemtieuidad en los temas abordados en esta tesis.

Es nuestro deseo haber contribuido a despertar el interéstiadajar en estas areas y estimular la
discusion de las lineas de investigacion presentes y itura
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Capitulo 9

Apéndice

En este capitulo se presentan las demostraciones de teopeesgntados en el Capitlpprincipal-
mente aquellas que son muy largas para ser expuestas empisoca

Demostracion del Lema.1.4 Sean(x!,wt), (X2 w2)J i (x3 w3, (x4, wh), (,wP)j y (x®,wP)y los vec-
tores binarios asociados a los coloreb,sc2 i c c* c5 y ck definidos erb.1.3respectivamente. Conside-

remos la combinacion afin con ciertos coeﬁueraiqmr cada coloreo dBROQ(c?):

n-1n-1 n—1

XW-I—ZlZG 0@, WA) i + le a?(xC,w?)j+
/#J

a4(><4,vv4)+n_2jaj5(x5,w5 +'S afee =0 (@)
i=

k—Xeq
kg7

n—1n-1
a +z ZaJJ,JrZa +a +Za + z af =
I=1j'=1 k=Xeq
I'#] k¢.s
Para verificar la independencia afin de los coloreos hay goestrar que todos los coeficientesieben
ser nulos. A esto lo demostramos sistematicamente apravdalgue, una vez que un coeficiente se fija en
cero, no es necesario tenerlo en cuenta en los pasos sapuigéambién vamos a considerar, sin pérdida de
generalidad, que el vértice que se pinta con el dodorel colorea! es justamente el vértidgei.e.cl(i) =
para todo XKi <n.
En primer lugar, observemos quaees el tnico coloreo tal que,, = 1. La combinaciéng.1) corres-
pondiente a la componentg, es entonces! = 0.
Seak € {Xeq,---,N—2} N7 y seak’ el entero mas pequefio maydt @l quek’ ¢ 7. Las combinaciones
(9.2) correspondientes a las componentesvdg Wi son

nlnl
JJ/—FZGJ—I—G +Za,+2kat_
’#J g7
y
nlnl
JJ/—FZGJ—I—G JrZaJ Z =0
’#J ey
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respectivamente (& = n— 1 entonces la Ultima sumatoria desaparece). De aqui seedqdaaf =0.
Transcribimos a continuacion las combinacion@d)(correspondientes a algunas componentes de
asumiendo que! = af =0:

1. Componente; i conj, j’ € {1,...,n=2}y j# " a;, =0.
2. Component&; ,—1 conj e {1,...,n—2}: a2 1] +aj5:0.

; ) 2 3_

3. Component&j,conje {1,...,n—2}: 2?’4“1‘71" +af, ,+0a7=0.
I'#]

4. Componente, 1jconj e {1,...,n—2}:af, +0a?=0.

5. Componente 1n-1: ¥— 12, ﬁj,+z?;§aj3+a4:0.
’#J

6. Componente, j conje {1,...,n—2}: an 1J+aj3+aj5:0_
7. Components, 1n: 37_7a3 1 +0a3 =0.

De los items 6 y 2 se deduce qu% =0 para 1< j < n—2. Luego, por los items 1 y 3 se deduce que
ajzn 1 =0para 1< j <n-2. Por lo tanto, por el item 415 0,y por el item 202 1j=0paral< <
n— 2. Finalmente deducimos del item 5 qué= 0y del |tem 7 que':xn 1=0. O

El resto de las demostraciones prueban que las desigualdalittas de una determinada familia definen
faceta deccP bajo ciertas condiciones y estan basadas en la misma téfeicaentemente utilizada en la
literatura para esta clase de resultados. Esta técnidéarapropiada en aquellos casos en donde no es trivial
reconocer puntos afinmente independientes que caigancamdalefinida por la desigualdad en cuestion.
Se basa en el siguiente resultado:

Lema 9.0.1.[66] Sea PC R" y A=x = b~ un sistema minimal de ecuaciones de éste. Bed m una
desigualdad que define una cara propia F de P. Entonces F e$azesa de P si y solo si para cualquier
(A,X0) € R™! que satisfagadx = A9 V x € F existen uc R"y a € R tal quea >0y (A,Ag) = (am+
UA=, aTH+ ub™).

Searr*x+ m"w < m una desigualdad que define una cara prépide £cp. Para probar quE’ es una
faceta deecP asumimos la existencia de una c&ras {(x,w) € £cP : AXx+AWw= Ao} tal queF’ C F
y mostramos qua *x -+ AWw = A puede ser obtenida como combinacion lineardie& + nVw = g y el
sistema minimal de ecuaciones #e? dado en el Teorem&.1.5 Esta Ultima condicidén es equivalente a
probar que(A*,AW) verifica un cierto sistema de ecuacionesdite(Zc?) — 1 igualdades. La validez de
cada una de esas |gualdades es derivaddsle+ AWw! = Ag = A*x% + AWw? aplicada sobre ciertos pares
de coloreos equitativast, wh), (x2, w?) que caen ef’.

A continuacion detallamos como construir la combinaciaedl del sistema minimal y la desigualdad
estudiada. Seam, los coeficientes asociados a las igualda@el parav € V, B; los asociados &(2) para
j €{1,...,Xeq}, ¥; los asociados &(3) paraj € ., § el asociado a.4) y finalmenter el asociado a
*x+ mw < 5. Entonces:

. A\i(j:aernrﬁ,(j, Vvev,1<j<n-1.
s AN =ay+ i+ 5, YveV.
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)\JW:"n}N» VXeqtl<j<n-1l:j¢gSNj-1¢.7.

w
Aj

4y, VXeqtl<j<n-lije SAj-1¢.7.

w
Aj

i —yi_1, VXeqtl<j<n-1:j¢SNj-1€.7.

)\JW:n71}’V+yj—yj_1, VXqtl<j<n-1lije SNj-1e.

AV =V - 5.

" Ao = Jvev Oy+ Zfe:qlﬁj + Tp.

A veces resulta dificil lidiar con las ecuaciones donde i@cutos coeficienteg;. En aquellos casos, im-
ponemos qué& sea un grafo mondtono asi dichas ecuaciones desapare@oaetinacion lineal.

Demostracion del Teorenfa3.3 Dado queQ es maximal, existen vértices no adyacenteQy u' € V\Q.
Estos vértices distinguidos tomaran partido a lo largo geuaba.
La desigualdadQ, j)-clique puede ser escrita de la siguiente forma:

n-1
ngvj + Z w <0
ve k=1

donden = 0 paratodo X k<n—1tal quek # j, y iV = —1.

SeaF’ la cara definida por esta desigualda s {(x,w) € ZcP: AXx+AWw= Ag} una cara tal quE’ C F.
Consideremos la combinacion lineal del sistema minimaldelsigualdad clique. Sean, los coeficientes
asociados a las igualdadés1) parav € V, B¢ los asociados &(2) parak € {1,..., Xeq}, ¥ l0s asociados a
(5.3 parak € .7, d el asociado a5.4) y el asociado a la desigualdad clique. De esta combinaciéallge
pueden despejar los coeficientes de la siguiente madhera:AY, a, = A +AW paratodore V, m= /\lﬁ —

A=A Be= A = (A —Adh—AdY) paratodo K k < Xeqy = 2{‘:9(k)+1(/\tw— Y (A —Ad—A))
paratodk € ., dondef(k) =max{i € Z:i <k, i ¢ .7} (i.e.0(k) ¢ ¥ perof(k)+1,0(k) +2,... . ke .¥),
dando lugar al siguiente sistema de ecuaciones:

@) A+ AN =An+ AN, YveQ\{u}.

(b) AN = AN+AY, VveV\Q.

© AX=AX+AW vveV, ke {l,....n—1}\{j}.

k
@ 3 (W= RIAK A% AY) 0. VKE {eqtL..,n—1]\7.
t=0(k—1)+1

A continuacion presentamos pares de coloreos equitat&ds$ gue nos permiten probar la validez de cada
ecuacion del sistema anterior.

() Sea! unn-eqcol tal ques! (v) = j, c'(u) = ny seac? = swap n(ct). Obtenemod + A, = A+ A

(b) Dado queQ es maximal, existe un vértiaé € Q que no es adyacentevaSeac! un (n— 1)-eqcol tal
quect(v) = c'(V) = j y seac® = intro(c,v). Asi obtenemod§ = A+ Ay
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(c) CasoveV\Q. Seav € Qun vértice no adyacentevac! un (n 1)-eqcol tal quect(v) = ct(V) =Kk,
ct(w) = j dondew € Q\{V'}, y seac? = intro(ct,v). Luego, A% = A%+ AW,
Casov = u. Seac! un (n— l) eqcol tal quect(u) = c*(U) = ky ct(w) = j dondew € Q\{u}, y sea
¢? = intro(ct,u). Luego,A % = AKX +AW.
Casov € Q\{u}. Seac! unn-eqcol tal quee (v) =k, c'(u) = j, y seac® = swap k(ct). Asi obtenemos
AS + Al = Ak + Adj- Aplicando la condicién (a) y la condicién recientementebada, i.eAj =
)\j<n+)\ concluimos que\\ = A% +AW.

(d) Seancy ¢ unk-eqcol y68(k — 1)-eqgcol arbitrarios dé&s respectivamente. Ambos coloreos existen
porquek, 6(k— 1) ¢ .7. Definamosc! = (x',w!) comoc sik < j, y swapy),j(c) sik> j. Analoga-
mente, definamos® = (X2, W2) comoc si G(k 1) < j,y swapy,(c) si G(k— 1) > j. Entonces
A+ 5 g 1)1 AY —A%3¢ = 0 pues las variablest con8(k—1)+1 <t <kvalen Lenc'y 0
enc?.

Casok = j. SeaC;j la clase de color dgenct. DeAXx! + 5] oj- 1)“)\ — A%x? = 0 se desprende
que
j
A5+ S A+ New + AVV A
t=0(]— 1

vel(
veCi\{u} veV\Cj VE

Por la condicion (b)z\,eq\{u} A% = Yvec\juy A+ (ICj| — )/\W Por la condicion (C)5 vev\c;, /\\fo(v)
= ZVGV\CJ A\%\ + ( |CJ |) n Y Zvev Avcz Zvev )‘\3?1 + n)‘W Obtenemos
j
AV NS =A% =AY =0,
t=0(1=1)+1

y, por lo tanto, la ecuaciog;_ o1y 11(A — RV (A% — Adh—ARY)) = 0 es satisfecha.
Casok # j. Se procede de manera similar al caso anterior.

O

Demostracion del Teorenfa3.5 La desigualdads, j)-2-rango puede ser escrita de la siguiente forma:

n-2
ZXVJ' + Z/Xanl + z ni\!VWk — anl‘i_Wn S O
ve ve k=1

donden:("’ =0paratodo Kk<n—2talquek#j,y n}"’ = —2. Sed’ |la cara definida por esta desigualdad
y F ={(x,w) € £cP : A*x+AWw = Ap} una cara tal qué’ C F. Consideremos la combinacion lineal del
sistema minimal y la desigualdad 2-rango. Se@nos coeficientes asociados a las igualdade?) para
veV, Bk los asociados &(2) parak € {1,..., Xeq}, ¥k los asociados &(3) parak € ., d el asociado a4

y el asociado a la desigualdad 2-rango. De esta combinaciéal Ise pueden despejar los coeficientes
de la siguiente manerar= —A\W , B = A + n“{"A V| para todo KK< Xeq 0= AN, — AWV, ay =

Ah+ AN+ AV paratodor € VY =3 g 1A + YAV 1) para toddk € .7, donde@(k) = max{i
Z:i<k,i¢. 7} (i.e.0(k) ¢ .7 peroB(k) +l,6(k) ,...,k € .), dando lugar al siguiente sistema de
ecuaciones:

@ A =An+AY, Vves
(b) AX ;= AX+ AW, VveV.

(c) )\vk_ vn—1+)‘n 1 YveV, ke {l,...,n=2}\{j}.
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(d)
(e)

AS=An1+Ary, VveV\s

Som 1 (A + YAV ) =0, VKE {Xeq+L,...,n— 2]\

A continuacion presentamos pares de coloreos equitat&d$ gue nos permiten probar la validez de cada
ecuacion del sistema anterior.

@)

(b)

(©

(d)

Sears, S € Svértices no adyacentes.

Casov = s. Seac! un (n— 1)-eqcol tal quect(s) = ¢}(s) = j y ¢® = intro(ct,s). Es inmediato que
A =AG+AY.

Casov # s. Seac! unn-eqcol tal quect(v) = j, c'(s) =ny ¢ = swapa(c'). Entonces\§ +AZ, =
A+ AZ) Y, dado quer§ = A+ Ay, obtenemos\§ = A+ Ay

Casov ¢ S Por la hipotesis (ii), existe un conjunto estables s'} enG con vérticess,s € S Sea
entonces! un (n— 1)-eqcol tal queet(v) = ¢*(s) =n—1,c'(s) = j y ¢ =intro(ct,v). Por lo tanto,
AR = AR +HAN.

Casov € Sy |S| = 2. EntoncesS= {v,V'} para algun/ y, por la hipétesis (ii), existe un conjunto
estable{u,v,v'}. Sea entonces' un (n— 1)-eqcol tal quec(u) =ct(v) =n—1,c}(V)=jy? =
intro(ct,v). Por lo tanto A, ; = A%+ AW,

Casov e Sy |§ > 3. Sears, s € Svértices no adyacentes. Considereroban (n— 1)-eqcol tal que
c(s) = c1(s) = n— 1y otro vértice deSes pintado con el coloy, y seac? = intro(ct,s). Entonces,
A& 1 =A%+ AV probando asi la ecuacion para el case s. Si en cambiov # s, consideremos
¢! un n-eqcol tal quect(v) = n—1, c}(s) = ny otro vértice deS es pintado con el coloj, y sea
¢ = swapn-1(ct). Es inmediato quay), ; + A% =A%+ AL ;. Pero, dado qual, ; = A%+ AV,

obtenemos;\\fﬁ,_l =A%+ AW,

SearH y M el conjunto estable y el matching dados por hipétesis (BnSss' € Slos extremos de
alguna arista d& y seanu,u’ € H.

Casov = u. Seac! un (n— 2)-eqcol ta quet(u) = c*(u) =k, c'(s) = c'(s) = j y ¢® = intro(ct, u).
Concluimos que\i =A% _; +AW,

Casov # u. Seac! unn-eqcol tal que:l( ) k, ct(v) = n—1y un vértices d&es coloreado coi, y
seac? = swafkn_ 1(01) EntoncesA X+ A%, 1 = AKX, + A% Dado querl = AX,_; +AW,, tenemos
AN=AX AV,

SearH, = {v,s,5'}, H,, (en caso de quesea par) WM, los conjuntos estables y el matching dados por
hipétesis (i), y sead, H’ (en caso de que sea par) M los conjuntos estables y el matching dados
por hipotesis (i). Sea® un ([n/2] — 1)-eqcol tal que la clase de colgresH, y las clases de color
restantes sohl,, (en caso de qua sea par) y los extremos de las aristadMie Ahora seas§ € S

los extremos de alguna arista Mey ¢ un ([n/2] — 1)-eqcol tal que la clase de colpres {§,§} y

las clases de color restantes $onH’ (en caso de que sea par) y los extremos de las aristadvile
excepto($,§). Estos coloreos implican

A+ AS A + chl( )—)\§><j+/\§<j+ Z )‘wcz(w)
weV\{vss} weV\{58}

Al aplicar las condiciones (a)-(c), la ultima ecuacion selve

)‘VJ+ Z Awn“‘(n 3))‘r\1N1+(n l)‘W Z/)‘Wh+ n 2))\,\1/!1—1—”)\,\1/\/.
weV\{v}

Simplificando obtenemakyi = A ; + A
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(e) Esta condicion puede ser verificada conociendd-eqcol (xt,w!) y un 8(k — 1)-eqcol (x2,w?)
pertenecientes B': se deben aplicar las condiciones (a)-(d) a la ecuaki®d + z:(:e(k—l)+1AtW =
A*x2 como se hizo en la condicién (d) del Teorema.3

Es decir que sélo necesitamos probar que, para cualgdigieq, ... ,n— 2}\.7, existe urr-eqcolc
gue cae en la caf@'.

Casor < j. Elegimos urr-eqcol arbitrario dés.

Casoj <r < [n/2] —2. La hipotesis (iii) garantiza la existencia demnsaqcolc’ donde dos vértices
s,S € Ssatisfacert/(s) = ¢'(s). Entoncex = swapy s j(C') €s unr-eqcol que cae eR’.

Casor = [n/2] — 1. c puede ser uno de los coloreos dados en la condicion (d).

Casor = [n/2]. SearH, H’ (en caso de quesea par) M los conjuntos estables y el matching dado
por hipotesis (i). Seag s € Slos extremos de alguna aristadley h e H, ' € H’ (en caso de que
sea par) veértices no adyacentes.

Sin es impar, las clases de color dson{h}, H\{h} y los extremos de las aristas Nedonde, en
particular,C; = {s,s'}. Si en cambim es par, las clases de color deson{h,h'}, H\{h}, H\{h'} y

los extremos de las aristas BMedonde, en particula€; = {s,s'}.

Caser > [n/2] + 1. Consideremos éh/2]-eqcol producido en el caso anterior y seav, vértices
que comparten un color distinto de Para generar ufn/2] + 1)-eqcolc, introducimos un nuevo
color envy, i.e.c=intro(c’,v;) dondec’ es el[n/2]-eqcol. Repitiendo este procedimiento podemos
generar ur{[n/2] + 2)-eqcol y asi sucesivamente.

O

Demostracion del Teorenfa3.9 Seang,q vértices deQ. Estos vértices distinguidos seran usados a lo
largo de la prueba.
La desigualdadS, Q, j)-2-rango puede ser escrita de la siguiente forma:

n-1
ZDXVJ' + Z w <0
s

ve

veS\Q

donderV =0 paratodo K k< n-—1tal quek j,y n}"’ = —2. SedF’ la cara definida por esta desigualdad
y F ={(x,w) € £cP : A*x+AWw = Ao} una cara tal qué’ C F. Consideremos la combinacion lineal del
sistema minimal y la desigualdad 2-rango. Segnos coeficientes asociados a las igualdade®) para
veV, B¢ los asociados &(2) parak € {1,..., Xeq}, ¥ l0s asociados &(3) parak € .7, 4 el asociado a5.4)

y el asociado a la desigualdad 2-rango. De esta combinaciéal Ise pueden despejar los coeficientes

de la siguiente manerar = 3(Ag; — Agh— AY), & = —}\,‘1"’, Bk =AY =3V - )\Xn—)\,‘{v) para todo
1<k < Xeg av_A\fﬁ]+)\Wparatod0/eVyw< v o +1(A ntW /\X )\x AV)) para todk € .7,
dondef(k)=max{ieZ:i<k i¢ .7} (i.e.0(k) ¢ .7 peroe(k)+1 B(k) ke ), dando lugar al

siguiente sistema de ecuaciones:
@ A =An+AY, VveV\Stal queQ\N(v) # &
() AX=A%+AV, YveV, ke {1,....n—1}\{j}.
(©) A +AS =A5i+ A YveQ\{a}
(d) Agn+2A05 =200+ A% +AY, Vves\Q
(€) AJf=An+AY, VveV\Stal queQc N(v).
® zl(:e(k—l)-q—l()\tw_ 3V (Ag = Agn—Ad)) =0, VKE {Xeq+1,...,n—1}\.7"
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A continuacion presentamos pares de coloreos equitat&®$ gue nos permiten probar la validez de cada
ecuacion del sistema anterior.

(@) Seage Q\N(v) y seact un (n— 1)-eqcol tal quect(§) = ct(v) = j, y ¢ = intro(ct,v). Concluimos

(b)

(©

(d)

queA) = Aj+ Ay

Sears, s € S\Q vértices no adyacentes entre si.

Casov = s. Seac! un (n—1)-eqcol tal quec'(s) = c}(s) =k, c}(q) = j y seac® = intro(cl,s).
EntoncesA S = AX +AW.

Casov # s. Seac! unn-eqcol tal quest(v) = ky ct(s) = n. En caso de que= g hacemos!(q) = j
y, en caso contrario, hacemo{q) = j. Sea ademé&s’ = swapn(c'). Entonces\ )} + A= A%+ A%
Pero, en virtud daX = AX + AW, concluimos que\X = A +AW.

Seac! un n-eqcol tal quec'(q) = ny c*(v) = j, y seac? = swap,n(ct). Por lo tanto g, + A =
A+ A
SeaJ la componente conexa en el complementoGI&€\Q| que contiene el vértice. Dado que

a(S) = 2,J no contiene triangulos. Por hipétesis d)no es bipartita y, por lo tanto, debe existir al
menos un agujero de longitydimpar (en adelanteggujero impaj enJ conp > 5.

Ahora, dado un vérticev y un agujero impa€C C V deJ, definimos ladistancia de w a Gomo la
minima distancia entrev y los vértices d&C. Sea entonced(v) la minima distancia entrey todos
los agujeros impares eh Probaremos la condicién (d) por induccion sotfe).

Casod(v) = 0. Aqui estamos en el caso en qupertenece a un agujero impar de tama@ie 5 en
J. Seanvy =V,vs,...,Vp € S\Q los vértices de aquel agujero impar, y séarko,...,kp1 colores
distintos entre si y distintos de

Vamos a denotar cop a la suma de dos enteros médpldSea entonces!, ¢2, ..., cP (n— 1)-eqcols
tales que, para cadali < p, tenemos qué (Vi) = j, ¢ (Vie1) = , ¢ (W) =k Vre{1,...,p}\{i,i®
1}, ¢(q) =Kkp11, y seac”t L unn-eqeol tal queePti(vy) =n, cP (v ) =k Vre{2,...,p}, cP(q) =
j- Por ejemplo, sp=>5, los colores de&y, ..., Vs y g serian:

c¢' coni impar c¢' coni par
tamafo| vi Vo V3VaVs5 q | tamafo| vi Vo V3Va Vs
n—1 | j jkaksksks | N—1 | ki J j Kaksks

n—1 \kikaj jksks | n—1 | kikoks ke
n—1 | jkoksks j ke n N ko kskaks j

Asumimos que los vértices restantes tienen el mismo coltwdas los coloreos propuestos. Luego,

p+1 X p+1 " W
Zl Av (v) — 21 A (v) +An'-
i=1 ve iIEaI’VG

i impar

Pero, segun la condicion (b), obtenemigs+ 245 = 2A% + Agi + Ay’

Casod(v) > 1. SeaV € J un vértice adyacenteaenJ para el cuall(V') = d(v) — 1. Por hipétesis
inductiva, Agh + 24 = 2A05, + Ag + Ay

Entonces, sea' un (n— 1)-eqcol tal quect(v) = c'(V) = j y ¢}(q) = k, dondek # j. Seac? un
n-eqcol tal quec?(v) =k, (V) =n, ¢3(q) = jy (i) = c'(i) VieV\{vV,q}. EntoncesA) +
AZ A= A+ AV, A + Ay Multiplicando esta igualdad por 2, luego sustrayengpt 2 =
20, +Ag;+ AN y finalmente aplicando la condicion (b) llegamodgg+2A)% = 2A0+Ag; +An.
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(e) Por la hipétesis (ii), podemos establecer uny2] — 1)-eqcolc! tal que la clase de colgres{v,s,s'}
dondes,s € S (como lo hicimos en la condicion (d) del Teore8.5. Seac® = swag_ycl(q)(cl).
Mediante la aplicacion de las condiciones probadas anteeiate obtenemo&aﬁ- =A% +AW.

(f) Esta condicién puede ser verificada conociendokggcol (xt,w!) y un 8(k — 1) eqcol (x? w2)
pertenecientes B': se deben aplicar las condiciones (a)-(e) a la ecuatior + Zt O(k-1)+1 )\
A*x2 como se hizo en la condicién (d) del Teorema.3
Vale aclarar que cualquigreqcolc conr < j pertenece &'. Sir > j, swapyq),j(C) pertenece &’.

O

Demostracion del Corolari®.3.1Q0 El Teoremzb.3.9manifiesta, entre otras cosas, que [n/2] — 1 para

que la desigualdadS Q, j)-2-rango defina faceta. En realidad esta condicion esadgizpor el teorema
Unicamente al probar las ecuaciones dadas en el item (é)iji.:e)\éﬁr)\r‘{", para todov € V\Stal queQ C

N(v). Entonces, si todo vértioec V\SverificaQ\N(v) # @, aquellas ecuaciones desaparecen del sistema
de ecuaciones e\ *,AW), dando lugar a que la desigualdé8 Q, j)-2-rango defina faceta ain cuando

j>[n/2]—1. O

Demostracion del Teorenfa4.6 SeaF’ la cara definida pois(8) y F = {(x,w) € Ec? : AXx+AWw = Ao}

una cara tal qué&’ C F. Consideremos la combinacion lineal del sistema minima.§) ( Seana, los
coeficientes asociados a las igualdades) (parav € V, i los asociados &(2) parak € {1,..., Xeq}, 0

el asociado a5.4) y mt el asociado a la desigualdad subvecindad. De esta comirinkiceal se pueden
despejar primero los coeficientBgpara todo K k < xeq, y Iuego el resto de los coeficientes de la siguiente
manera:d = =AY, = A — Adh— AN, au = YVisAdh + VisAn' — (is— DAS Y av = Aj+ Ay’ para todo

v € V\{u}. Asi obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones que eleberificado:

@) )\f-:)\\ﬁ]+)\r\]’v, vV veV\NIul.

(b) Avk—)\%,—l—)\w, VveV\{u}, ke{1,....n—1}\{j}.

© AS+AKX=AL+AN, Yves

(d) A+ (Yis— DAL = visAdn + VisAn's Vke{l,...,j—1}.
(€) A%+ (hs— DAY = A%+ AW, Vke{j+1,...,n—1}.
) /\\Zj:/\\ﬁﬁr)\r\"’, VveNu\S

(g) )\I\(N:07 VkE{Xeq—i_l»vn_l}\{J}

(h) Sij > Xeq+ 1 entonceg;sAf, + VisAy' = ng)\x +)\W

A continuacion presentamos pares de coloreos equitat&/fs$ gue nos permiten probar la validez de cada
ecuacion del sistema anterior:

() Seac' un (n— 1)-eqcol tal quect(u) = c*(v) = j y seac® = intro(ct,v). Concluimos que\;; =
An+AY.

(b) Sears,s € Sno adyacentes.
Casov=s. Seac! un(n—1)-eqcol tal quee’(s) = c*(s) =k, ¢'(u) = j y seac® = intro(c',s). Luego,
AL =28 +AW.
Casov # s. Seact unn-eqcol tal quest (v) =k, cl( s)=n, c}(u) = j y seac® = swan(c!). Entonces
AN+ AS = A5+ ALy, debido a quaJ = A%+ Ay, concluimos que\y = A+ AY.
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(c) Seac' un n-eqcol tal quect(v) = j, ¢'(u) = ny seac? = swap n(c'). Por lo tanto A + Aj, =
A+ A

(d) Casoyjs= 2. Sea! un(n—1)-eqcol tal queet(s) = c}(s) = j dondesy s son vértices no adyacentes
deS
Casoy;s > 3. Seec el ([yjsnfﬂ —1)-eqcol dado en la hipétesis (i)of = swapy) k()

En ambos casos(u) = k. Ahora, searC; y C las clases de coloy y k de ¢! respectivamente.
Consideranda? = swap x(c') da lugar a la ecuacion

)\L)J(k"" /\v1+ Z )‘vk—/\u1+ vk+ Z )\\3(]
ve veG\{u} ved veG\{u}

]

Pero, dado quiC; NS = y;s, tenemoS:J C Sy entonces podemos aplicar las condiciones (a)-(c) para
obtener\ ) + (Vis — DA = VisAin+ VisAn'-

(e) Procedemos de la misma forma que en (d) con la excepciduejepara el casgs > 3, utilizamos
el ( s ] — 1)-eqcol que provee la hipétesis (i) en vez dq}—l 1)-eqcol.

(f) En primer lugar, come € N(u)\SentoncesSS N(u) y, por hipétesisa (S) < [n/|] — 1. Luego, por
hipétesis (i), existe un colored que colorea &y a(S) vértices deScon j pero los vértices restantes
de N(u) no usanj. Seak = c!(u) y seanC;, Cx las clases de coloj y k en c! respectivamente.
Consideranda? = swap x(c') tenemos:

MicHAS+ S Ag+ Z Aok = A+ A+ A%
weCj\{v} weCi\{u} weCj\{v}

wk T A%
weCc\{u}

En virtud de las condiciones (a)-(e) ya probadas, obtenéigjes A, + Ay

(9) Dado queG es mondtono, existen uaeqcolcy un (k— 1)-eqcolc’ enG. Definamosc! = (xt, w)
comocsik < j,y swapy) j(c) sik> j. Anadlogamente, definama = (x*,w?) comoc’ sik—1 < j,
y swap(y),j(c’) sik—1> j. Luego se deben aplicar las condiciones (a)-(f) a la ecnaidfétlJr)\l‘(N =
A*x2 como se hizo en la condicién (d) del Teorema.3

(h) Seacun j-eqcol y¢' un(j— 1)-eqcol. Luego procedemos como en (g).

Demostracion del Teorenta4.16 La desigualdadd.9) se puede reescribir asi:

()2 g 2B e 2 () [ e

SeaF’ la cara definida por esta desigualdadF y= {(x,w) € £cP : A*x+ AWw = Ao} una cara tal que
F’ C F. Consideremos la combinacion lineal del sistema minimalgesigualdad fuera-vecindad. Segn
los coeficientes asociados a las igualdadel parav € V, B¢ los asociados &(2) parak € {1,..., Xeq}, 0
el asociado a5.4) y el asociado a la desigualdad fuera-vecindad. De esta canibimlineal se pueden
despejar los coeficientes de la siguiente marf@ra: AV para todo K k < Xeq, 6 = —AW, m= _)\E,X/Zj+l

y ay =A%+ AW para todov € V. Asi obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones que elelrriicado:

@ AX=AX+AW, vveV\N[u, ke {1,...,n—1}\{j}
() AX =A% +AV, YveN(u), ke{l,...,n—1}
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(©) AJj=Adn+An,

(d) A% =AG+AY + AN 50 VVEVAN[Y]

(€) A= A%+ AW+ ([n/i) — AW 1. Ve {L....j-1)
(0 Ak=An+AY + (/K] = DAY 54, VRE{j+1...,n—1}

(9) Sij # Xeqentonces\V =0, VKe {Xeq+1,...,j}

(h) AW — Q&J _ {ED’\W/%H’ vke {(j+L...,n—17\{[n/2) +1

A continuacion presentamos pares de coloreos equitat&d$ gue nos permiten probar la validez de cada
ecuacion del sistema anterior:

(@) Por la hipotesis (i) existen vértices V\N[u] y V € V\{u,V} no adyacentes entre si.
Casov = V. Seac' un (n— 1)-eqcol tal quect(u) = j, ¢}(¥) = c}(¥) = k y seac?® = intro(ct, V).
Luego, A = A& +AW.
Casov # V. Seac! unn-eqcol tal queet(u) = j, c'(v) =k, c}(¥) = ny seac® = swapn(c'). Tenemos
queA’ + AKX =A%+ A%y, por lo tanto A% = A%+ AW,

(b) Searus,u, € N(u) vértices no adyacentes entre si.
Casov = u;. Seac! un (n— 1)-eqcol tal quec(u;) = c*(up) = k. En caso de qu& = j pedimos
también ques'(u) = n— 1, si no pedimos que'(u) = j. Sea tambiém? = intro(ct, u;). Entonces,
A =Ain+ AN
Casov # u;. Seac! un n-eqcol tal quect(v) = k'y c'(uy) = n. En caso de quk = j pedimos que
c!(u) =n—1, si no pedimos que'(u) = j. Sea también? = swag(c). Tenemos quai + A, =
Ao+ A%k Y. por lo tanto Ay = AJL+ Ay

(c) Seave N(u), ct unn-eqcol tal quee (u) = |, c}(v) = ny ¢ = swap n(ct). En virtud de la condicion
(b), .. A% = AU+ Ay, obtenemos i = A, +AnY.

(d) Cason par. SeaM, el matching dado por hipétesis (iii). Seael |n/2|-eqcol cuyas clases de color
son los extremos dé, y Cj = {u,v}. De considerac? = intro(c!,v), deducimos qué\fj = )‘\ﬁn/zﬁ—l—i_
Aapn = Ant A AT o0
Casonimpar. SeaM\, y H, el matching y el conjunto estable dados por hipotesis Gigct el [n/2]-
eqcol cuyas clases de color sbi, los extremos dé/, y C; = {u,v}. Ahora, seaM el matching
dado por hipotesis (ii) W aquel vértice tal quév,V') pertenece a. Consideremo? como el
(In/2] 4 1)-eqcol cuyas clases de color son los extremoblgey,V'), Cj = {u} y Cjnjzj 41 = {V,V'}.
Asi obtenemos

A+ g )‘i>c(1(i) = A\ﬁn/zﬁ—l_’_ g )‘i>c(2(i) +At/r\1//2j+1'
ieV\{uv} ievV\{uv}
Luego, aplicando las condiciones (a) y (b) Ilegamdgj-a: AR +AW Atll\{/zj-i-l'

(e) Observemos que si= [n/[n/]]| entoncegn/j| = [n/r], j <r < [n/2|y |}] > |5 ]. Entonces
por hipétesis (iv), existe um-eqcol c tal que N(u) contiene todos los vértices con colpr Sea
cl= swap(C) Y c¢? el r-eqcol que pinta al vérticay |n/j| — 1 vértices dev/\N[u] con color
j, también proporcionada por la hipétesis (iv). Aplicandadadicion (c) sobré *xt = A*x?, llega-
mos aAj} + Svev\ (u} A\fél(v) = A A + Svev\(u ’\3(02(\/)- Luego, aplicando las condiciones (a), (b)

y (d), obtenemod = AJ, + Ay + ([n/j] = DAY, ;.
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()

(9)-(h)

Casok < |n/2]. Procedemos de la misma manera que en (e), salvo que essaveasi= |n/|n/k] |
envezden/[n/j]].

Casok > |n/2| + 1. Entonces|n/k| = 1. Searv € N(u), ¢! unn-eqcol tal quect(u) =k, ct(v) = j

y seac? = swap j(ct). Las condiciones (b) y (c) aplicadasA&x! = A*x? nos permiten obtener
AR =A%+ AN

Esta condicion puede ser verificada conociendé-agcol (x},w!) y un (k — 1)-eqcol (X%, w?) que
caigan er': se deben aplicar las condiciones (a)-(f) a la ecuasitxt + AV = A*x? como se hizo
en la condicién (d) del Teorema3.3

Es decir que s6lo necesitamos probar que, para cualgig¢)eq, - --,Nn— 1}, existe urr-eqcolc que
cae en la car&’.

Casor < j. La existencia de es garantizada por la monotonicidad@e

Casoj <r < [n/2|. La existencia de es garantizada por la hipotesis (iv).

Casor = |n/2] + 1. c puede ser €l|n/2| + 1)-eqcol producido en el item (d).

Caso|n/2]+2 <r <n-1. Consideremos €|n/2| +1)-eqcol del caso anterior y seaf v, vértices
que comparten un color distinto de Para generar ufin/2] + 2)-eqcolc, introducimos un nuevo
color envy, i.e. ¢ = intro(c’,v1) dondec’ es el(|n/2] + 1)-eqcol. Repitiendo este procedimiento
podemos generar ynn/2] + 3)-eqcol y asi sucesivamente.

O

Demostracion del Teorent4.23 SeaF’ la cara deece definida por .13 y F = {(x,w) € ZCP : AXx+
AWw = Ao} una cara tal quE’ C F. Consideremos la combinacion lineal del sistema minimaldesigual-
dad clique-vecindad. Sean, los coeficientes asociados a las igualda@ey parav € V, [ los asociados

a (.2 parar € {1,..., Xeq}, 0 €l asociado a.4) y el asociado a la desigualdad clique-vecindad. De esta

combinacion lineal se puede despejar —A\ ; y luego el resto de los coeficienteg, 3 y 9, obteniéndose
el siguiente sistema de ecuaciones:

(@)
(b)
(©
(d)
(e)
(f)
(9)
(h)

Al = A+ AY.

A1 =AR+AY, VveV.

A=A8 1 +AY ) vveV\{u}l, re{l,....n—2}\{j}.
A5 =A0+AY, VveN(uuQ.

AS=An 1+ A, YveV\(NUuQ).

AR = A0+ k=DAN + AV, vre{L... [Z]-1N\{i}
AF =A%+ (/i =AM + AV, vre{[&]....,n—2}.

AV = (byr —by—1)AY,, Vr € {Xeq+1,...,n—2}, donde

0, Sir < j
bur = < min{[n/r],a(N(u))+1}, sij<r<[n/k]-1
K, si[n/k] <r<n-2

A continuacion presentamos pares de coloreos equitat&®$ gue nos permiten probar la validez de cada
ecuacion del sistema anterior:
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@)
(b)

(©

(d)

(e)

(f)

(9)

(h)

Seay € Q, ¢! un(n—1)-eqcol tal quee (u) = ¢*(q) = j y ¢ =intro(c', u). EntoncesA, = A, + Ay

Casov=u. Seag < Q,we N(u)uUQ\{q}, c* un(n—1)-eqcol tal quee* (u) =c*(q) =n—1,ct(w) =
y ¢ = intro(ct,u). EntoncesA), ; = A+ AW,

Para los casos restantes, sean, € N(u) vértices no adyacentes.

Casov = v;. Seac! un (n— 1)-eqcol tal quect(vy) = c'(v2) =n—1,ct(u) = j y ¢ =intro(ct,vy).
Concluimos que\, ; = A%, + Ay

Casove V\{u,v; }. Seac! unn-eqcol tal quee* (u) = j, c*(v) =n—1,ct(v;) =ny c? = swap,_1n(ch).

Entonces\;f, 3 +Ajn = AN+ Ax,_1 Y. dado que\S, ;= A, + Ay, obtenemos\ )\, = AJ+ AN,

Seag € Q, y searnvy, o € N(u) vértices no adyacentes.

Casov = v;. Seac! un (n—2)-eqcol tal quee' (v1) = cX(v2) =r, ¢t (u) = c'(q) = j y 2 =intro(ct,vy).
Por lo tanto A%, = )\én_l +AN,.

Casov # v;. Seac! un n-eqcol tal quect(u) = j, ct(v) =1, cl(vy) = n—1y c? = swapn_1(ct).
Tenemos quay + A, 1 = A1 +Au Y, dado que\j, = A+ AW, obtenemos\t = A +
AV

Seaq e Q.

Casov = g. Seac' un (n— 1)-eqcol tal quect(u) = c*(q) = j y ¢® = intro(c',q). Luego, A =
Agn+ AN

Casov # g. Seac! unn-eqcol tal queet (u) = n—1,ct(q) = n, c*(v) = j y ¢ = swap n(ct). Tenemos
entonces QU+ A%, = A+ Ag ¥ dado quer’ = Ag+ Ay, obtenemos\)$ = A+ AN

La hipotesis (i) nos asegura que existe un coloreo éiyoite tal que la clase de colgres{u,v,q; }
y existe otro coloreo equitative? (con la misma cantidad de colores) tal que la clase de Godsr
{u,qz}, dondeqs, g, € Q. Tenemos entonces
X X X _ X X X
A +Aqj +)‘VJ - /\wcz(w) +)\Q2J' +)\v02(v)

wct (w) o1j
weV\{uvai} weV\{uv,a2}

y, por las condiciones (b)-(d), podemos deriigr = ’\3(02(\/) =A%+ANV .

Seat = [(Z5] — 1. Es claro quenaxj, Xeq} <t <n-3y [{] > [ ]. Por hipotesis (i), existe un
t-eqcolc cuya clase de coldC; satisfaceC; C N(u) y |C;j| = [n/t], y ademasu y un vértice deQ
usan el colot. Seac! = swapt(c)y ¢ = swap;(c) (puesto que > j yt >r, ambos coloreos estan
bien definidos). Entoncest(u) = j y ¢(u) = r. Aplicando las condiciones probadas anteriormente
aAr*xt = AXx? (dondex! y x? son los vectores binariosque representana y ¢ respectivamente)
nos permite derivak = A%, + (k—1)AW ; + AWV,

Casor < [5] — 1. Procedemos como en (f), pero usahd@[%} —lenvezdd ;] —1.

Casor > [J]. Seaq € Q, y seanvy, Vo € N(u) vértices no adyacentes. Consideremognel 2)-
eqcolc! tal quect(vy) = ct(v2) =, ct(u) = c}(q) = j y ¢ = swap,(c'). Aplicando las condiciones
probadas anteriormenteddx! = A*x? (dondex! y x? son los vectores binariosque representan a
cty ¢ respectivamente) nos permite deringf = AJ,+ AW, + AW,

Esta condicién puede ser verificada conociende-agcol (xt,w!) y un (r — 1)-eqcol (x%,w?) que
caigan erF’: se deben aplicar las condiciones (a)-(g) a la ecuakfort + A" = AXx? como se hizo
en la condicion (d) del Teorenta3.3

Es decir que solo necesitamos probar que, para cualo@i¢xeq, - - .,N— 2}, existe urt-eqcolc que
cae en la car&’.
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Casot < j. La existencia de es garantizada por la monotonicidad@e
Casoj <t <n-3. La existencia de es garantizada por hipétesis (ii).
Casot = n— 2. ¢ puede ser eln— 2)-eqcol dado en el item (c).

O

Demostracion del Teoren&4.30 Observemos qugl| > 1. En particular, siJ| = 1 sélo puede sel =
{n—1} y, segln la Observacidn4.281, define faceta d&cr. Por eso, de ahora en mas asumimos que
|3 > 2.

Definamosp = n—|M| y consideremo§’ la cara dezC? definida por la desigualdabcolor yF = {(x,w) €

£0P : A*x+AWw = Ag} una cara tal quE’ C F. Consideremos la combinacion lineal del sistema minimal
y la desigualdad-color. Sear, los coeficientes asociados a las igualda8el parav eV, B los asociados

a (5.2) parak € {1,..., Xeq}, W los asociados &(3) parak € .7, o el asociado a4.4) y m el asociado a

la desigualdad-color. Dado que el coeficiente que acompafg,a, en la desigualdad ég, —byp 1 =1,

de la combinacion lineal se puede despéejat —%)\I‘o"il, y luegod, Bk, ay Y \k como se hizo en ocasiones
anteriores. Se@(k) =max{i ¢ Z:i <k, i ¢ .7} (i.e. 6(k) ¢ ¥ peroB(k) +1,0(k) +2,... .k € .¥).
Entonces obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

@ Af=An+AY, VveV, jed

(B) AN =A%+ AW+ 1AW VeV, je{l,... ,n—1}\J.

(© 25:9(k—1)+1)\tw = (bik—byo1)) FApt1, VKE {Xeq+1,....,n—=1}\(FU{p+1}).

A continuacion presentamos pares de coloreos equitat&/fs$ gue nos permiten probar la validez de cada
ecuacion del sistema anterior:

(a) Seav un vértice no adyacente \a(recordemos qué& no tiene vértices universales) y seaun
(n—1)-eqcol tal quec(v) = c'(V) = j y ¢ =intro(c?,v). Concluimos qua;i = A+ Ay

(b) Dado quej ¢ J, entonces solo puede spK p asi que urp-coloreo tiene una clase de colprSea
{(ug,up), (U2, W5),....., (Upwmy, UIM‘)} el matchingM del complemento d€y T =J\{p+1,...,n—1}.
Dado que{p+1,...,n—1} CJy || =2|M|—r —1, entoncesT| = |J| — (h—p—1) = [M| —r. Mé&s
aun, T #£ @.

Para probad$ = AJ\+ Ay + 1AM, consideramos tres casos:

Casov=u yr=1.Seal = {t,t,...,tjy_1}, c' un p-eqcol tal quec* (Ui41) = c*(u_ ;) =t; para
1<i<[M|—1,cY(u) =c'(uy) = jy & =intro(c',uy). Por lo tanto A = A, 1 +Agt . Puesto
que la condicion (a) dice quey ,, ; = Ay + Ay, concluimos que; = A, + Ay +AY ;.
Casov=u, y r = 2. Dado qugM| < |51 |, tenemog{1,...,p}\T| = p—[M|+2 > 3 y entonces
podemos asegurar que existen diferentes colotes{1,...,p}\(TU{j}). Ademas, existe un vértice
w e V\{ug,ug,.. .,u‘M|,u"M|} por queM no es un matching perfecto.

Ahora vamos a proponer pares de coloreos equitativos eredmanth par deriva una igualdad. Sea
T = {ti.t2,....,tju_2} y ¢!, ¢ coloreos equitativos tales qué(ui;2) = c*(u,,) =t para 1<i <

IM| -2, c2(i) = c(i) parai € V\{uy, Uy, uz,u,,w} y los colores de los vérticasg, U, up, U, y W son:

ct c?
tamafiol u; U] WU, w | tamafio] up U] U W w
p i ] k k1| prl |ptip+ik jI
p I 1 jjk p I 1 Kk K j
n j p+11 kn n p+1 j | kn
n Il p+1k n j n Il p+1j nk
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Cada combinacion nos da una igualdad diferente de la farfoa-+ A Ww; = A%xo 4+ A Wws:

Uz ] p+1
2. MNgi H AL+ A= A+ Gk + A

uz) 2

X X X X
3. Al +)‘U’1p+1 = Alipr1 +)‘U’1]

2 uz]

X X X _ X X X W

La adicion de estas igualdades resuh@fl?: 228 +A¥YF1' Puesto que la condicion (a) afirma que

upp+1
Al pr1 = Adn+ AN, concluimos que By j = 20K, + 248 + ALY ;.
Casov # u;. Seac! un n-eqcol tal quect(v) = j, ct(u) = ny ¢ = swapq(ct). Las condiciones
probadas recientemente aplicadas®a; = A*x, nos permite obtenet) = Aj+ AN + A .

(c) Sean(x*,w!)y (x>,w?) unk-eqcol y8(k — 1)-eqcol arbitrarios dé& respectivamente. Si cualquiera
de ellos no pertenecerd, siempre es posible intercambiar sus clases de color parsigertenezca.
Por lo tanto A *x! + Z{(:e(k_l)u)‘tw = A*x2. En virtud de las condiciones (a) y (b), y siguiendo pasos

analogos a los de la prueba de (d)58.3 obtenemog{‘ze(kfl)ﬂ)\tw = (byk— bJe(k,l))%Agil.
O

Demostracion del Teorenta4.33 Las hipotesis (i) y (i) nos aseguran que existen vertiges,, Uz, Us € S
Y Us,Us € V\Stales queG no tiene las aristafus, uy), (us,Us) Y (Us,Us). EStos vértices distinguidos seran
empleados a lo largo de la prueba.

SeaF’ la cara definida por esta desigualda® y= {(x,w) € £cP : A*x+AWw = Ag} una cara tal
queF’ C F. Consideremos la combinacion lineal del sistema minimaldelsigualdadS, J)-color. Seara,
los coeficientes asociados a las igualda@e) parav € V, Bk los asociados &(2) parak € {1,..., Xeq},

% los asociados a5(3) parak € .7, & el asociado a4.4) y m el asociado a la desiguald&8, J)-color.
De la combinacién lineal se puede despejas —)\,‘1’!1, y luegod, Bk, ay Yy W como se hizo en ocasiones
anteriores. Se@(k) =max{i ¢ Z:i <k, i ¢ .7} (i.e. 6(k) ¢ ¥ peroB(k) +1,0(k) +2,... .k € .¥).
Entonces obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

@ Af=An+AY, YveV, je{l,...,n-2}, (vj)eSxJ.

(0) AX =A%+ AV, VveVv.

vn—1 —

© AS=ARFAV+AV, VveV, je{l,...,n—2}\J.
(d) AN = AR+AY +AY,, VveV\s jed.

(e) Zl‘:e<k_1>+1/\t"v = (bssk—bsmpk-1))AY 1, VKE {Xeq+1,...n—2}\.7.

A continuacion presentamos pares de coloreos equitat&/fs$ gue nos permiten probar la validez de cada
ecuacion del sistema anterior:

(@) Casov = u;. Seact un (n— 1)-eqcol tal quect(u;) = ct(up) = j y todos los colores d&son usados
por vértices de, y seac® = intro(ct, uy). Asi obtenemos s ; = AR, + Ay
Casov € S\{u;}. Seac! unn-eqcol tal quect(v) = j, c}(u;) = ny todos los colores d& son usa-
dos por vértices d&, y seac? = swap,n(ct). Asi obtenemos\)$ + A, = Aj, +A%;. Aplicando la
condicién recientemente probadig; = Agn+ Ay’ concluimos que\;s = Aj + Ay
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(b) Casov = us. Seac! un (n— 1)-eqcol tal quect(us) = c'(ug) = n— 1y todos los colores dé son

usados por vértices d& y seac? = intro(c*, us). Asi obtenemoa_; = AX,+ AV,

Casov € V\{us}. Seac unn-eqcol tal quee' (v) = n— 1, ¢'(us) = ny todos los colores d&son usa-

dos por vértices d8, y seac? = swap,_1,n(c). Asi obtenemodf,_; +Ak, = A+, 1. Aplicando

la condici6n recientemente probadd, ; = Af,+ Ay’ concluimos que\j, ; = AJ+ Ay

(c) Casov = us. Seac! un (n— 2)-eqcol tal quect(us) = c*(ug) = j, c*(uy) = ct(uz) € J y todos los
colores de) son usados por vértices Bgy seac® = intro(c', us). Asi obtenemod S ; =A%, ;1 +AY;.
Pero debido a quay,, ; = A, + Ay’ podemos concluir qua; = Ajn+ Ay + AN ;.

Casov € V\{us}. Seac' un n-eqcol tal quect(v) = j, c'(us) = ny todos los colores dé son
usados por vértices dgy seac” = swap n(c'). Asi obtenemod | + A, = A+ A% Aplicando la
condicién recientemente probadig; = Agn+ Ay’ + Ay ; concluimos que\§ = A%+ Ay + A ;.

(d) Observemos qu8tiene al menos 4 vértices asi qué> 3. Entonces podemos asumir que existen 2
coloresk,| € J diferentes dg. Seac! un (n— 2)-eqcol tal queet (v) = j, ¢t(uy) = c*(up) =k, ct(u3) =
cl(us) =1, todos los colores di\ { j} son usados por vértices Bgy seac? = swap o1 (intro(ct, uy)).
Entonces? es un(n— 1)-eqcol que satisface?(v) = n—1yc?(uy) = j. LuegoAS+ A%, = A, 1+
)\L\%j +AW . envirtud deAjy, 3 = AJSHAN Y AKX = Adn+ AN = A%, obtenemod k= A + A +
Ansq-

(e) Esta condicion puede ser verificada conociendd-eqcol (xt,w!) y un 8(k — 1)-eqcol (x2,w?)
pertenecientes B': se deben aplicar las condiciones (a)-(d) a la ecuaki®d + z:(:e(k—l)+1AtW =
A*x2 como se hizo en la condicién (d) del Teorema.3

Es decir que sélo necesitamos probar que, para cualgdigeq, ... ,n— 2}\.7, existe urr-eqcolc
gue cae en la caf@.

Casor < n— 3. La hipétesis (iii) garantiza la existencia de tal coloreo

Casor =n— 2. c puede ser el coloreo dado en la condicion (c).

O

Demostracion del Corolari®.4.34 El teorema5.4.33requiere, entre otras cosas, que el complemento de
G[S tenga un matching de tamafio 2. Si esta hipétesis no se cuntpleces la condicion (d) del teorema,
ie.

A5 =An+AY +AY,, VVveV\S jel

puede probarse como sigue:

Dado quev no es universal e6[(SU{v})\{u1,uz}], existe un vérticer € S\{u1,u} no adyacente & Sea
ct un (n—2)-eqcol tal quect(v) = ct(u) = j, c*(uy) = c*(up) € J\{j} y todos los colores d&son usados
por vértices de, y seac® = intro(ct,v). Por lo tantoAJ§ = Ajf, ; +A\Y ;. Pero la condicién (b) del teorema

pruebad);,_; = A+ Ay’ asi que podemos concluir gag = A + A + A3 ;. O
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